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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Bohmsche Mechanik

Die Bohmsche Mechanik ist eine physikalische Theorie fiir die Bewegung
von Punktteilchen. Sie wurde von David Bohm im Jahre 1952 vorgeschlagen
[B52]. Wir betrachten ein physikalisches System von N Teilchen mit Massen
my,...,my. Qi € IR” bezeichne den Ort des k-ten Teilchens. In der Regel wird
die Dimension v des physikalischen Raumes gleich 3 sein. Der Konfigurations-
raum — das ist der Raum der zuldssigen Konfigurationen @ = (Qq,...,Qx) —
werde mit © bezeichnet.  sei eine offene Teilmenge des IR? mit d := vN. Die
Bewegung der Teilchen wird bestimmt durch die Schrédingersche Wellenfunktion
1 des Systems, eine komplexwertige Funktion auf dem Konfigurationsraum €2:
¥ erzeugt das Geschwindigkeitsfeld v¥ = (v¥,...,vY%) auf der Teilmenge von €,

auf der 1 # 0 und differenzierbar ist, geméaf

h Vi (q)

¥ k

v, (q) = — Im : 1.1
Vi = — bezeichnet den v-dimensionalen Gradienten beziiglich der k-ten Koor-

dqy
dinate. Die Zeitentwicklung des N-Teilchensystems im Zustand (@, ¢;) ist dem-

nach gegeben durch eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir die
Konfiguration @)y

Q.

=@ (12



und die Schrédingergleichung fiir die Wellenfunktion

N }‘,—LQ

z’h&/giq) ~ (- kzl o e+ V(a ))tilg)- (1.3)

Ay, = (Vi)? bezeichnet den v-dimensionalen Laplaceoperator beziiglich der k-ten
Koordinate, und V ist das Potential, eine reellwertige und glatte Funktion auf
dem Konfigurationsraum 2, V'€ C*(2). Wichtige Beispiele fiir Potentiale sind
die N-Teilchen-Coulombwechselwirkung fiir Teilchen im IR* mit Ladungen e;

N N
v 2: }: _ Gl 1.4
Coulomb(qlv"'an ( : )
=5 e — al

und das N-Elektronen-, Atom*

VAtom(qh s 7q1\7 Z |qZ Z Z 6261 | (15)

i=1 j=i+1 ’ql

wobei der Kern, dessen Ladung +1 gesetzt wurde, aufgrund der im Vergleich
zu den Elektronen sehr viel grofleren Masse als im Ursprung ruhend angenéhert
wird, also wie ein dufleres Coulombfeld wirkt.

Das dynamische System ,,Bohmsche Mechanik® ist mit einem natiirlichen Maf}
ausgestattet, dem Mafl mit der Dichte [¢;|?> auf dem Konfigurationsraum (2.
Dies folgt daraus, daBl p;(q) = |¥(q)|* die Kontinuititsgleichung fiir die N-
Teilchenbewegung erfiillt

dp
5+ div (v¥p) = 0, (1.6)

d.h. wenn die Konfiguration zu einer Zeit to geméaB |1y,
2

|2 verteilt ist, so ist sie
zu allen Zeiten ¢t gemif [¢y|* verteilt. Wir nennen diese Eigenschaft der |i;]?-

Verteilung ,, Aquivarianz®. Das dquivariante Ma$ spielt die Rolle eines Gleichge-
wichtsmafes fiir Bohmsche Mechanik und definiert unseren Begriff von , typisch*:
Wir sagen, eine Eigenschaft gilt typischerweise oder fiir typische Anfangswerte qo,
wenn sie fiir |1)o|?-fast alle gy gilt. Aus der Bohmschen Mechanik kann die quan-
tenmechanische Zufilligkeit abgeleitet werden: Typische Anfangskonfigurationen
liefern in Serien von quantenmechanischen Experimenten' empirische Verteilun-

gen, die sich der |¢|>-Statistik anniihern [DGZ92a].

1 Was ein ,,quantenmechanisches Experiment® ist, wird durch geeignete Bedingungen an die
Wellenfunktion und ihre Zeitentwicklung definiert. Die , kollabierte® Wellenfunktion der Quan-
tenmechanik erscheint als ,effektive” oder ,bedingte* Wellenfunktion [DGZ92a].



Die Bohmsche Mechanik kann als Grundlegung der nichtrelativistischen Quanten-
theorie betrachtet werden. Die physikalische Bedeutung der quantenmechanischen
Wellenfunktion ist seit der Entdeckung der Quantentheorie 1926 durch Schrodin-
ger und Heisenberg umstritten. Alle Interpretationsvorschldge enthalten — ob
als Grundprinzip oder als abgeleiteten Satz — die Bornsche Regel: [1;(q)|*dq ist
die Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt t die Konfiguration in dq zu finden. Fin
grofler Teil der Problematik verbirgt sich hinter dem , finden*: Die Quantentheorie
in ihrer Standardinterpretation, der sogenannten Kopenhagener Interpretation,
macht nur Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Meflergebnis-
sen. Aber, was ist eine Messung? Ist eine Messung nicht auch ein physikalischer
Vorgang, der durch die Quantentheorie beschrieben werden sollte oder zumindest
prinzipiell durch die Quantentheorie beschreibbar ist? Wenn man dies jedoch im
Rahmen der durch die Wellenfunktion angeblich gegebenen wollstindigen Be-
schreibung eines quantenmechanischen Systems versucht, sté§t man auf das so-
genannte Mefiproblem. Die Wellenfunktion entwickelt aufgrund der Linearitét der
Zeitentwicklung im allgemeinen eine Uberlagerung von Anteilen, die verschiede-
nen makroskopischen Zustdnden — bestimmten Zeigerstellungen, Photoplatten
mit Schwirzung jeweils an einer bestimmten Stelle, ...— entsprechen. Der Real-
zustand ist jedoch nur einer, nicht eine Summe dieser verschiedenen Zustéande!
Die Standard-Quantenmechanik antwortet auf diese Inkonsistenz mit dem soge-
nannten Kollaps- oder Reduktionspostulat: Die Wahrscheinlichkeiten fiir die ver-
schiedenen Meflergebnisse sind durch die Wellenfunktion und die der Messung zu-
geordneten ,,Observablen® bestimmt; nach der Messung wird die Wellenfunktion
auf den zum MefBergebnis gehérenden Eigenraum der ,,Observablen® projiziert.
Die lineare, unitédre, deterministische Zeitentwicklung der Wellenfunktion wird
unterbrochen durch den nichtlinearen, zuféalligen ProzeB8 der Reduktion. An die-
ser Stelle ist bereits klar, daf3 die Quantentheorie keine ,, wohlformulierte® Theo-
rie ist, sofern sie als eigenstindige Theorie verstanden wird, denn es wird nicht
gesagt, was eine Messung ist. Viele Autoren sehen sich genétigt, aus diesem Di-
lemma abzuleiten, dafl erst durch eine ,,Beobachtung“ (manchmal wird sogar ein
,BewuBtsein® gefordert) eine Messung abgeschlossen wird, und fordern tiefgrei-
fende Anderungen des klassischen Weltbildes, wie etwa die Nichtexistenz einer
objektiven physikalischen Realitéit.?

Sobald nicht mehr auf der Vollstandigkeit der Wellenfunktion als Zustandbe-
schreibung fiir quantenmechanische Systeme beharrt wird, losen sich alle mit

2 Ungewohnlich klare Darstellungen der Grundlagenprobleme der Quantentheorie und mogli-
cher Losugen findet man bei [Bell] und [Alb92].



dem MeBproblem zusammenhéngenden Probleme der nichtrelativistischen Quan-
tentheorie auf denkbar einfache Weise. Was ist naheliegender, als die Orte der N
Teilchen mit in die Zustandsbeschreibung aufzunehmen und die Wellenfunktion
als Fiithrungsfeld zu interpretieren? Der Realzustand, auch derjenige von ma-
kroskopischen Objekten wie z.B. Meflapparaten, ist zu jeder Zeit bestimmt, un-
abhéngig von willkiirlichen Entscheidungen, welche physikalischen Vorgéinge als
Messungen zu betrachten sind und wann diese abgeschlossen sind. Der ,,Kollaps*
der Wellenfunktion nach einer Messung kommt in der Theorie nicht vor; seine
Berechtigung fiir die Berechnung der gemeinsamen Verteilung von Meflergebnis-
sen in einer Serie von Messungen wird jedoch erkldrt. Die Bornsche Regel fiir
die quantenmechanische Zufalligkeit folgt aus Bohmscher Mechanik fiir ,, typische
Universen“, wie oben bereits erwdhnt wurde. Die Beziehung zwischen Quanten-
mechanik und Bohmscher Mechanik ist ahnlich wie die zwischen klassischer sta-
tistischer Mechanik und Newtonscher Mechanik: Die statistischen Aussagen der
Quantenmechanik bzw. der statistischen Mechanik werden aus einer tieferliegen-
den Theorie — der Bohmschen bzw. Newtonschen Mechanik — abgeleitet und
auf diese Weise erklért.

Betrachten wir das Paradigma der Quantentheorie, das Doppelspaltexperiment.
Eine ebene Welle fillt auf einen Doppelspalt. Auf dem Schirm entsteht Punkt
fiir Punkt das Interferenzbild. Wenn man einen der Spalte schliefit, ergibt sich
kein Interferenzbild, sondern lediglich eine breite Verteilung. Ublicherweise wird
hieraus abgeleitet, dafl es zu Widerspriichen fiihrt, anzunehmen, das Teilchen
geht im Doppelspaltexperiment durch einen der Spalte und trifft auf dem Schirm
auf, auf dem es zum Interferenzbild beitrigt, vgl. z.B. Heisenberg ([Hei], S. 52);
oder noch weitergehend, dal Aussagen iiber quantenmechanische Experimente
die Regeln der klassischen Logik verletzen, vgl. z.B. Feynman ([Fey]|, S. 140).
Beide Autoren gehen nicht auf die Bohmsche Mechanik ein, die die zitierten
Behauptungen widerlegt.

In Bohmscher Mechanik versteht man die Beobachtungen beim Doppelspaltexpe-
riment wie folgt: Die Wellenfunktion 1) entwickelt das Interferenzmuster, und die
Teilchen bewegen sich auf den durch ¢ geméf (1.1) bestimmten Bahnen, siche
Abbildung 1.1. Wenn nur einer der Spalte offen ist, entwickelt die Wellenfunktion
keine Interferenz. Analog finden sédmtliche quantenmechanischen Phénomene eine
einfache, anschauliche Erklarung durch Bohmsche Mechanik.

Abgesehen von der Motivation der Bohmschen Mechanik iiber die Frage nach der
physikalischen Bedeutung der Wellenfunktion, iiber das Mefproblem, iiber Fra-
gen, die haufig als ,,philosophische® Fragen abgetan werden, sowie iiber die Suche
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Abbildung 1.1 Bohmsche Teilchenbahnen beim Doppelspaltexperiment, nach
[PhDeHi.

nach einem intuitiven Verstdndnis der quantenmechanischen Phénomene, besteht
auf der Ebene der nichtrelativistischen Quantentheorie die entscheidende Uber-
legenheit der Bohmschen Mechanik gegeniiber der Standardinterpretation darin,
den Begrift der ,Messung®, des quantenmechanischen Experimentes, zu kléren,
und den quantenmechanischen Formalismus mit selbstadjungierten Operatoren
als ,,Observablen® zu begriinden und zu erweitern [Da, DaDGZ].

Fiir eine griindliche Analyse der Bohmschen Mechanik siehe [BHi93, DGZ92a,
DaDGZ, Hol]. [DGZ92b] gibt einen Uberblick iiber [DGZ92a]. [A1b94] und [GL]
sind neuere Einfiihrungen in die Bohmsche Mechanik und in die Probleme der
Quantentheorie. Auch fiir ,, Teilchen mit Spin“ sowie fiir ,,identische Teilchen*
kann Bohmsche Mechanik formuliert werden [BHi93, Bell, Hol, DGZ94|. Zur
Problematik einer lorentzinvarianten , Bohmschen Theorie® siehe [BHi93, Bell,
DGZ90, Hol, Har92, BeG, Har94, BeDGZ].



1.2 Uberblick iiber den Inhalt dieser Arbeit

Wir untersuchen das Problem der Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen des
Anfangswertproblems in Bohmscher Mechanik, d.h. die Frage, ob fiir eine gegebe-
ne Anfangskonfiguration )y und Anfangswellenfunktion vy zu einer bestimmten
Zeit ty eindeutige und globale Losungen (Qy, ¢;) von (1.2, 1.3) mit @y, = Qo und
Py, = Yo existieren.

Die Frage nach der Existenz einer globalen Losung der Schrodingergleichung wird
in Abschnitt 2.1 behandelt. Dabei stellen wir zunéchst die Losungstheorie im

Hilbertraum H = L?*(2) dar. Wenn der Hamiltonoperator H = — > ——A; +
k=1 <"1
V(q), der zunéchst nur fiir zweimal differenzierbare Funktionen in ‘H erklért ist,

geeignet zu einem selbstadjungierten Operator erweitert werden kann, ist ¢, =
Upbo mit U, = e /" die globale und eindeutige Losung der Schrédingerglei-
chung. Um allerdings das Geschwindigkeitsfeld gem#fl (1.1) bilden zu kénnen,
muf} die Wellenfunktion differenzierbar sein. Wir zeigen in Abschnitt 2.1.2; wie
man unter geeigneten Regularititsbedingungen an das Potential fiir eine gewisse
Klasse von Anfangswellenfunktionen geniigend Regularitdt von ¢ erhilt, so dafl
auf einer geeigneten Teilmenge der Konfigurationsraum-Zeit €2 x IR zumindest
die Existenz lokaler Losungen der Bohmschen Gleichung (1.2) garantiert ist.

In Abschnitt 2.2 beginnen wir mit der Analyse der Bohmschen Gleichung. Das Ge-
schwindigkeitsfeld v¥ (1.1) ist singulér an den Nullstellen (,, Knoten®) der Wellen-
funktion ¥. Um globale Existenz sicherzustellen, mufy gezeigt werden, dafl diese
Punkte in endlicher Zeit (fast sicher) nicht erreicht werden. Zusétzlich mufl aus-
geschlossen werden, dafl Teilchen den Rand des Konfigurationsraums {2 — in der
Regel ist 0f) die Menge der Singularitdten des Potentials — bzw. Unendlich in
endlicher Zeit erreichen.

Das analoge Problem der globalen Existenz der Dynamik im N-Koérperproblem
der Newtonschen Gravitation ist ein klassisches Problem der mathematischen
Physik, das mit den verschiedensten Methoden beleuchtet wurde [Mos, Dial.
Zusatzlich zu Kollisionssingularititen treten im N-Korperproblem mit N > 3
sogenannte , Pseudokollisionen“ auf, bei denen das System in endlicher Zeit
explodiert. Beispiele derartiger Katastrophen sind von Mather und McGehee
[MaMcG],® von Gerver [Ger] und von Xia [Xia] konstruiert worden. In spezi-

3 In diesem (eindimensionalen) Beispiel explodiert das System jedoch erst nach unendlich
vielen Zweierstoflen; es handelt sich also nicht um eine echte Pseudokollision.



ellen Situationen — wie etwa fiir ein fast planares Sonnensystem mit schwach
exzentrischen Planeten — liefert das KAM-Theorem unter anderem die globa-
le Existenz der Dynamik fiir eine Menge von Anfangswerten, die positives Maf}
hat (siehe z.B. [Arn]). Im allgemeinen Fall des N-Korperproblems mit N > 5 —
fiir das 4-Korperproblem hat Saari [Saal die (fast sichere und generische) globa-
le Existenz gezeigt — ist bis heute offen, ob die Newtonsche Dynamik fiir fast
alle Anfangswerte global existiert, oder ob Pseudokollisionen auf einer Menge
positiven Mafles auftreten konnen.

In der Bohmschen Mechanik gelingt es, die Wahrscheinlichkeit, die Singularitéiten
des Geschwindigkeitsfeldes oder den Rand des Konfigurationsraums zu erreichen,
durch das Verhalten des (Raum-Zeit-)Flusses

T (a,t) = (5" (0), [We(@)*),  wobei j"*(q) = v"*(q)|¥(q)[? (1.7)

den quantenmechanischen ,, Wahrscheinlichkeitsstrom® bezeichnet, in den kriti-
schen Bereichen zu kontrollieren. In Abschnitt 2.3.2 zeigen wir, daf§ das Integral
iiber den Absolutbetrag des Flusses iiber eine Hyperfldche in Konfigurationsraum-
Zeit eine Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, diese Hyperflache zu kreuzen, dar-
stellt. Aus dem FluBiintegral iiber die Oberfliche einer geeigneten (Folge von)
Umgebungen um die Singularititen des Geschwindigkeitsfeldes und den Rand
des Konfigurationsraums kann folglich eine hinreichende Bedingung fiir die Exi-
stenz globaler Losungen der Bohmschen Mechanik (fiir fast alle Anfangswerte)
abgeleitet werden.

Abschnitt 2.4 enthélt unser Hauptresultat: Wir zeigen fiir eine sehr grofle
Klasse von Potentialen einschliefilich der physikalisch wichtigen N-Teilchen-
Coulombwechselwirkung mit beliebigen Massen und Ladungen, daf§ Losungen der
Bohmschen Mechanik global existieren fiir typische Anfangskonfigurationen @)
und Anfangswellenfunktionen 1y, die C'*°-Vektoren des selbstadjungierten Hamil-
tonoperators sind.

In Kapitel 3 diskutieren wir verschiedene Aspekte der Selbstadjungiertheit des
Hamiltonoperators aus der Perspektive der Bohmschen Mechanik. Insbesondere
zeigen wir die Existenz globaler Losungen der Bohmschen Mechanik in einer
Dimension unter Voraussetzungen, die in gewisser Hinsicht schwicher als die
unseres Hauptresultates von oben sind.

Dies ist die erste Arbeit, die einer Untersuchung des Problems der Existenz der
Dynamik in Bohmscher Mechanik gewidmet ist. Fiir die verwandte Theorie von
Nelson, stochastische Mechanik, wurde die analoge Frage von Nelson [Nel85]

7



und Carlen [Car] untersucht. Das offensichtliche Problem der Singularititen des
Bohmschen Geschwindigkeitsfeldes bei den Knoten der Wellenfunktion ¢ wurde
von Bohm ([B52], S. 174) und Holland ([Hol], Abschnitt 3.3.8) angesprochen.
Bohm argumentiert, dafi die Teilchen entweder von den Nullstellen der Wellen-
funktion unendlich stark abgestolen werden oder diese mit unendlicher Geschwin-
digkeit durchlaufen. (Bohms Punkt war hier aber nicht die Existenz der Dynamik,
sondern die Konsistenz mit p = |¢)|%: Die Teilchen halten sich nicht bei den Null-
stellen der Wellenfunktion auf.) Holland behauptet, gezeigt zu haben, daf§ die
Nullstellen der Wellenfunktion iiberhaupt nicht erreicht werden konnen, aufler
wenn ein Teilchen bereits in einer Nullstelle startet. Sein Argument ist jedoch
zirkulédr, denn es setzt die Regularitét des Geschwindigkeitsfeldes bei den Knoten
voraus.

Wir geben ein sehr einfaches Beispiel fiir eine Situation, bei der tatséchlich einige
Trajektorien in Nullstellen der Wellenfunktion hineinlaufen — Hollands Behaup-
tung widerlegend —, eine davon sogar mit Geschwindigkeit 0 — im Widerspruch
zu Bohms Vorstellung.

Beispiel 1.1 Man betrachte den eindimensionalen harmonischen Oszillator (mit

1 09?
h=m=w=1) H= ~59.2 + §x2 und nehme als Anfangswellenfunktion eine
x

Uberlagerung des Grundzustandes und des zweiten angeregten Zustandes:
Pi(q) = e 772 (1 +(1— 2q2)e_2“> ei2, (1.8)

Diese Wellenfunktion hat Nullstellen unter anderem bei (¢,¢) = (0, (n + 1/2)7)
fiir alle ganzen Zahlen n. Das mit dieser Wellenfunktion gebildete Geschwindig-
keitsfeld ist eine ungerade Funktion von ¢. Deshalb ist die Konstante ); = 0 fiir
t # (n+ 1/2)7 eine Trajektorie, die fiir t — (n + 1/2)7 (mit Geschwindigkeit 0)
in Knoten der Wellenfunktion hineinlauft. Sie kann natiirlich durch die Knoten

hindurch fortgesetzt werden. Wir analysieren dieses Beispiel weiter in Bemerkung
2.34.
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Kapitel 2

Existenz globaler Losungen der
Bohmschen Mechanik

Wir untersuchen in diesem Kapitel das Problem der Existenz und Eindeutig-
keit von globalen Losungen der durch die Gleichungen (1.1, 1.2, 1.3) definierten
Bohmschen Mechanik fiir ein System von N spinlosen Teilchen. Zu einer Zeit
to seien Anfangswerte (Qy und ¥y gegeben. Wegen der Zeittranslationsinvarianz
der Bohmschen Mechanik kann ohne Einschrénkung der Allgemeinheit t; = 0
gesetzt werden, denn mit einer Losung (Qy, ;) von (1.2, 1.3) zu Anfangswerten
Q, = Qo unc~1 Uy, = o ist~auch (@t = Qiort, V1 = Yyo4¢) eine Losung zu An-
fangswerten Qg = Qo und ¥y = 1)y. Das Differentialgleichungssystem (1.2, 1.3)
zeichnet sich dadurch aus, daf die Schrédingergleichung (1.3) unabhéngig von
der Teilchenbahn @ ist, wihrend die Integration der Gleichung (1.2) fiir die Teil-
chenbewegung die Kenntnis der Wellenfunktion v; erfordert. Deshalb beginnen
wir mit der Untersuchung der Schrodingergleichung.
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2.1 Globale Lésungen der Schrédinger-
gleichung

2.1.1 Losungstheorie im Hilbertraum L?(Q)

Wir betrachten, wie iiblich, die Schrodingergleichung zunéchst als (gewthnliche)
Differentialgleichung auf dem separablen Hilbertraum H = L?(Q)

dip
h— = H1. 2.1
i =y 21)
Der Hamiltonoperator H ist eine geeignete Erweiterung des minimalen Hamil-
tonoperators
N hQ
Hyin = — Z — A+ vV, Ve COO<Q)7 D(‘Hnlin) = O((J)O(Q) (22)
b—1 ka

Als Definitionsbereich von Hy,, wurde D(Hpin) = C5°(£2), die Menge der C'™-
Funktionen mit kompaktem Triiger in 2 gewihlt. Diese Menge ist dicht in L?(€2),
und der Hamiltonoperator ist symmetrisch auf diesem Definitionsbereich. Wenn
man eine selbstadjungierte Erweiterung H von Hy,;, mit Definitionsbereich D(H)
finden kann, so ist der Hamiltonoperator H der Generator der einparametrigen
unitiren Gruppe U, = e /% und fiir alle 1oy € D(H) ist ¢, = Uply die
eindeutig bestimmte globale Losung der Schrédingergleichung im L?-Sinn (2.1)
(siehe z.B. [Wei], Abschnitt 7.6).

Man erhélt also die Existenz von globalen Losungen der Schrédingergleichung, in-
dem man zeigt, dal der betrachtete Hamiltonoperator H,,;, eine selbstadjungierte
Erweiterung hat. Weil H,,;, ein reeller Operator ist, d.h. CD(Hpin) = D(Humin)
und C' Hyyiy, = HppinC auf D(H,yy ), wobei C' die komplexe Konjugation bezeichnet,
gibt es nach einem Theorem von von Neumann selbstadjungierte Erweiterungen
(siche z.B. [RSII], Thm. X.3). Nun stellt sich natiirlich die Frage, unter welchen
Bedingungen es eine eindeutige oder eine ausgezeichnete Erweiterung gibt. Fiir
eine sehr grofle Klasse von Potentialen gibt es hierauf eine befriedigende Ant-
wort [Kato51, Kato66, RSI, RSII, Wei, Far, Sim77, Sim71]. Wir erwéhnen einige
wichtige Begriffe und Sétze und legen die Notation fest.

Wir bezeichnen das Skalarprodukt von Vektoren ¢,¢ € H mit (¢,%) und
die Norm eines Vektors ¢ € H mit ||¢|. Das euklidische Skalarprodukt
von Vektoren z,y € IR" wird mit x - y, die euklidische Norm eines Vektors
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x € IR" (oder auch C"), n > 1, wird mit |z| bezeichnet. Alle vorkommen-
den Operatoren A, B,...,H,V, ... sind dicht definierte lineare Abbildungen von
D(A),D(B),... C ‘H nach H. Wir bezeichnen quadratische Formen mit kleinen
Buchstaben: ¢, r, ..., und deren Definitionsbereiche mit Q(q), Q(r),... Die zu einem
Operator A gehorende quadratische Form wird mit ¢4 bezeichnet und definiert
als qa(o,0) := (¢, A) fiir ¢, ¢ € Q(qa) := D(A). Wenn der Operator als Mul-
tiplikationsoperator gegeben ist, wie beispielsweise das Potential V', oder mittels
Spektralsatz jeder selbstadjungierte Operator, kann die zugeordnete quadratische
Form auf dem grofleren Bereich

Q(V) = Qav) = {w € LX) : | V(@) [¥(q)[* dg < o0},

Q(V) D D(V), definiert werden, und fiir ¢, € Q(V) ist

1 (6.0) = [ ¢'(a) V(g v(g) dg

Man erkennt, daf der Formdefinitionsbereich Q(g4) unter U; = e~"4 invariant ist,
und dafl g4 (U, Upth) = qa(¢, ) ist. Man schreibt oft auch (¢, A) fiir ga(e, ),
wobei zu beachten ist, dafl das einen Milbrauch der Notation darstellt: Nur falls
1 € D(A) ist, handelt es sich hier wirklich um das Skalarprodukt im Hilbert-
raum H. Wenn ¢ eine nach unten beschrinkte abgeschlossene dicht definierte

quadratische Form ist, so ist der assoziierte Operator A mit

D(A) = {¢ € Qq) : 3p € H mit q(¢,9) = (6,%) V¥ € Q(q)}, Ap=¢

selbstadjungiert und nach unten beschréankt.

N 2

Der freie Hamiltonoperator Hy = — Z —— Ay auf Q = R? ist selbstadjungiert
k=1 <"

auf D(Hy) = {¢ € H : |k|*¢(k) € L2(IRY)}, wobei ¢ die Fouriertransformierte
von ¢ bezeichnet (siehe z.B. [Wei], Kapitel 10). Der Definitionsbereich der Form
qn, ist Q(Ho) = {¢ € H : [k| ¢(k) € L*(IR")}.

Ein Operator B heifit A-beschrankt, falls (i) D(B) D D(A) und (ii) es gibt 7,0 €
IR*, so da8 fiir alle ¢ € D(A)

1Bl < [ Al +6]|¢]l- (2.3)

Das Infimum 7 := inf{y > 0 : 3§ > 0 so daB (2.3) gilt} heiBt relative Schranke
von B beziiglich A.
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Kato-Rellich-Theorem (siehe z.B. [RSII], Thm. X.12) A sei selbstadjungiert,
B sei symmetrisch und A-beschrdnkt mit relativer Schranke ¥ < 1. Dann ist
A+ B selbstadjungiert auf D(A) und wesentlich selbstadjungiert auf jedem deter-
minierenden Bereicht von A. Wenn A nach unten beschrinkt ist, ist A+ B auch
nach unten beschrinkt.

Eine wichtige Anwendung dieses Satzes beruht auf dem folgenden Resultat von
Kato [Kato51]: Es sei Q@ = R*, V = V| + V5 mit V; € L2(IR*) und V; € L>®(IR?)
(kurz: V' € L*(IR?)+L>(IR?)) reellwertig. Dann ist V' Hy-beschrinkt mit relativer
Schranke 0, und folglich ist H = Hy + V selbstadjungiert auf D(H,) und wesent-
lich selbstadjungiert auf jedem determinierenden Bereich von Hj, beispielsweise
auf C3°(IR?) oder auf S(IR?), dem Schwartzschen Raum der schnell abfallenden
Funktionen.

Hieraus folgt die wesentliche Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators fiir ein
Teilchen im Coulombfeld V' = —e?/r (das ,, Wasserstoffatom®) auf C§°(IR*) und
analog die des Hamiltonoperators fiir N Teilchen, die iiber Coulombpotentiale
paarweise miteinander wechselwirken: V' = Viouomp (1.4) oder V- = Vipiom (1.5)
auf C5¢(IR*Y). Allgemeiner fallen alle singuliren Paarwechselwirkungspotentiale
der Form 7@ mit 0 < a < 3/2, wobei r den Abstand von je zwei Teilchen im IR?
bezeichnet, unter die Klasse der Hy-beschrankten Potentiale.

qa sei die quadratische Form eines positiven selbstadjungierten Operators A. r
sei eine symmetrische quadratische Form mit (i) Q(r) D Q(A) und (ii) es gibt
7,6 € IR™, so daB fiir alle ¢ € Q(A)

(¢, 8)| < vqa(8, 0) + (6, 9). (2.4)

Dann heifit r A-formbeschrinkt. Das Infimum 5 := inf{y > 0 : 3§ >
0 so daB (2.4) gilt} heifit relative Formschranke von r beziiglich A.

KLMN-Theorem (Kato-Lions-Lax-Milgram-Nelson, siche z.B. [RSII], Thm.
X.17) A sei ein positiver selbstadjungierter Operator, und r sei eine symme-
trische A-formbeschrinkte quadratische Form mit relativer Formschranke 7 < 1.

Dann ist ga +r auf Q(qa + 1) = Q(A) die quadratische Form eines eindeutigen
selbstadjungierten Operators C, d.h. Q(C) = Q(A) und

qC(¢7 ¢) - qA(¢7 W + T<¢7 ¢)

1 Fiir einen abgeschlossenen Operator A heiit D C D(A) ein determinierender Bereich (engl.
core) von A, wenn A|p = A.
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fir alle ¢, € Q(C). C ist nach unten beschrinkt, und jeder determinierende
Bereich fiir A ist ein Form-determinierender Bereich fir C.

A sei ein positiver selbstadjungierter Operator, B sei selbstadjungiert. Wenn B
A-beschrankt ist mit relativer Schranke 7, dann ist B auch A-formbeschrankt
mit relativer Formschranke 4 (siche z.B. [RSII], Thm. X.18). Wenn 7 < 1 ist,
kann folglich A + B sowohl mit Hilfe des Kato-Rellich-Theorems als auch mit
Hilfe des KLMN-Theorems definiert werden. Wir bezeichnen die Operatoren mit
(A+ B)kr bzw. (A+ B)krLvn. Man liest an der Definition des zur quadratischen
Form ¢4 + gp assoziierten Operators (A + B)kLun ab, daBl D((A + B)kLun) D
D(A)ND(B) = D(A) = D((A+B)kr) und (A+B)kuny = A+ B auf D(A)ND(B)
(vgl. z.B. [Far]). Es folgt (A + B)kLmn = (A + B)kr-

Potentiale aus der Klasse V € L3?(IR?) 4+ L*(IR?) sind H,-formbeschrinkt mit
relativer Formschranke 4 = 0. Damit ist fiir Paarwechselwirkungspotentiale der
Form r=* mit 0 < a < 2 — fiir die der Hamiltonoperator nach unten beschrankt
ist — eine natiirliche selbstadjungierte Erweiterung gegeben (siehe z.B. [RSII],
Thm. X.19).

Formsumme nach unten beschrinkter Operatoren (siche z.B. [Far]) Sei-
en A und B zwei nach unten beschrankte selbstadjungierte Operatoren, fir die
Q(A)NQ(B) dicht in H ist. Dann ist gc = qa+qp auf Q(C) = Q(A)NQ(B) die
quadratische Form eines eindeutigen selbstadjungierten nach unten beschrdnkten
Operators C'.

Die folgende Kombination aus dem KLMN-Theorem und dem Satz iiber die Form-
summe wird sich fiir unseren Zugang als niitzlich erweisen:

Korollar 2.1 Q c R? sei offen, Q° = R\ Q sei eine Nullmenge beziiglich des
d-dimensionalen Lebesque-Mafles. V- = Vi + Va, wobei Vi, Vy € C™(Q), Vi nach
unten beschrdinkt und Vo Hy-formbeschrinkt mit relativer Schranke v < 1 sei.
Dann ist die Formsumme H = Hy + V eine selbstadjungierte Erweiterung von

Hmin-

Beweis C°(Q) C Q(Hy)NQ(Vi)NQ(Vy) ist dicht in H = L*(Q) = L*(IR?). Die
quadratische Form qg, + qv, + qv, ist abgeschlossen auf Q(Hy) N Q(V1)NQ(Vs) =
Q(Hp) N Q(V1) geméB dem KLMN-Theorem und dem Satz iiber die Formsumme
nach unten beschriankter Operatoren. (Hierbei ist es gleichgiiltig, ob man (Hy +
V) + Vi oder (Hyp + Vi) + V4 bildet, denn aus der Hy-Formbeschrianktheit von V5
folgt die (Hop+V1)-Formbeschranktheit.) Aus der Definition des zur quadratischen
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Form qp, +qv, +qv, assoziierten selbstadjungierten Operators H, der Formsumme
Hy+ V, folgt D(H) D D(Hy) N D(V1) N D(Va) D C§°(R2); H ist also eine selbst-
adjungierte Erweiterung von H ;. O

Katos Resultat gilt als ,Losung® des N-Korperproblems in nichtrelativistischer
Quantenmechanik, d.h. des Problems der Existenz und Eindeutigkeit globaler
Losungen der Schrodingergleichung fiir ein System von N Teilchen, die paar-
weise iiber Coulombpotentiale miteinander wechselwirken, V' = Vjiom oder
V' = Vioulomb- Dieses Resultat steht im Gegensatz zur Situation in der klassischen
Mechanik, wo, wie in der Einleitung dargestellt wurde, das N-Korperproblem im
allgemeinen Fall jungelost” ist. Es sei allerdings betont, dafl der ,natiirliche“
minimale Hamiltonoperator (2.2), von dem wir ausgehen, fiir die N-Teilchen-
Coulombwechselwirkung mit dem groftmoglichen Q = R* \ UL, UL, {a; =
q;} nicht wesentlich selbstadjungiert ist.? Kato erreicht die Eindeutigkeit der
selbstadjungierten Erweiterung (und damit die der unitéren Zeitentwicklung) da-
durch, dafl er das Wechselwirkungspotential als kleine Stérung des freien Hamil-
tonoperators H = Hy auffaBt und als minimalen Definitionsbereich Cg°(IR*Y)
statt C§°(€2) wahlt. Natiirlich ist Katos Erweiterung ausgezeichnet unter allen
(unendlich vielen) moglichen selbstadjungierten Erweiterungen von H,,, fir die
N-Teilchen-Coulombwechselwirkung. Insbesondere stimmt, wie oben dargestellt,
die Formsumme aus Korollar 2.1 mit Katos Erweiterung iiberein. Wir gehen in
Bemerkung 3.5 weiter auf dieses Problem aus dem Gesichtspunkt der Bohmschen
Mechanik ein.

2.1.2 Regularitit der Wellenfunktion

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daBl unter den folgenden Voraussetzungen 1)
geniigend glatt ist, um zumindest lokal durch Gleichung (1.1) ein glattes Ge-
schwindigkeitsfeld zu erzeugen:

Al: Q C R sei offen, V € C=(Q);
A2: H sei eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung des Operators Hpy;
A3: 1y € C°(H) und ||¢p]| = 1.

2 Weil V' Hp-beschriinkt mit ¥ = 0 ist, ist V' auch H-beschrinkt mit 7 = 0 (vgl. den Beweis
von Korollar 2.22). Aus dem Kato-Rellich-Theorem folgt damit, dal, wenn H wesentlich selbst-
adjungiert auf C§° () wére, Hy auch wesentlich selbstadjungiert auf C§°(€2) wére. Zu zeigen ist
also, dal Hy nicht wesentlich selbstadjungiert auf C§° () ist. Dies kann man daraus ableiten,
daB —A nicht wesentlich selbstadjungiert auf C§°(IR* \ {0}) ist, vgl. z.B. [RSII] S. 161.
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An den Singularititen des Potentials kann man nicht erwarten, dafl die Wellen-
funktion differenzierbar ist, wie man an folgendem Beispiel sofort sieht: Die
Grundzustandswellenfunktion eines Teilchens im Coulombpotential V(q) = —1/r
(des ,, Wasserstoffatoms*) hat in Kugelkoordinaten die Gestalt ¢(r) = e, ist also
am Ort der Potentialsingularitiat bei » = 0 nicht differenzierbar.

Die Menge C™(H) = () D(H") der sogenannten C*-Vektoren des selbstad-

n=1
jungierten Operators H ist dicht in L?(Q) und invariant unter der Zeitentwick-

lung e~ /" Deshalb stellt sie auch einen determinierenden Bereich dar, d.h. der
Hamiltonoperator H ist wesentlich selbstadjungiert auf C*°(H). Eigenfunktionen
und ,, Wellenpakete® ¢ € Ran(E(b)— E(a)) mit a,b € IR, wobei E(t) die Spektral-
schar von H bezeichnet, sind spezielle C*°-Vektoren (vgl. z.B. [RSII], Abschnitt
X.6).

Die Annahme |[|¢)o|| = 1 wird erst in Abschnitt 2.2.2 motiviert. Sie stellt aber
keine Einschrankung der Allgemeinheit dar, weil mit i) auch ¢, ¢ € C, Losung
der Schrédingergleichung ist und dasselbe Geschwindigkeitsfeld v = v¥ gemif3
(1.1) erzeugt.

Satz 2.2 Es gelte A1-A3. Dann gibt es zu v, = e /")y eine Funktion f €
C*(2 x R), so daf fir allet € R f(q,t) = ¥(q) fir fast alle g € ) ist.

Diese Aussage ist wohl in der ein oder anderen Form bekannt. Wir geben hier
einen Beweis, weil wir kein Zitat gefunden haben, das in unseren Rahmen pafit.?

Beweis 1y € C*(H) = ¢, € C*(H) fiir alle t € R. Deshalb sind die Funk-
tionen X, := H" ¢, (= e /My, o) in L?(Q) fiir alle n € N und ¢ € IR.

1. Schritt: ; und X, sind meBbar in g (weil 1, xnr € L*(2) sind), und die
Abbildungen ¢ +— 1, bzw. t — X, sind schwach meBbar, d.h. die Abbildungen
t — (f,¢:) sind meBbar fiir alle f € L*(Q) und ¢ = 1), x,, (sie sind sogar stark
differenzierbar). Dann gibt es einen gemeinsam in (g, t) meBbaren ,, Vertreter® von

?¢(q):
Lemma 2.3 Die Abbildung t — ¢; € L*(Q) sei schwach mefbar. Dann gibt

3  Hunziker [Hun] zeigt die Regularitit der Wellenfunktion fiir ¢y aus dem Schwartzschen
Raum und Potentiale, die beschriinkte C*°-Funktionen auf IR? mit beschriinkten Ableitungen
sind. Regularitit von Eigenfunktionen (fiir geniigend glatte Potentiale) ist wohlbekannt (siehe
z.B. [RSII], Thm. IX.26).
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es eine Funktion &5, die in (q,t) gemeinsam meflbar ist, und fir alle t € IR ist

d(q,t) = &u(q) fiir fast alle q € Q.

Beweis (vgl. [BovN], S. 263f.) Wir setzen fiir alle t € R ¢; auf Q¢ durch 0
fort. B(q, 1) bezeichne die d-dimensionale Kugel um ¢ € © mit dem Radius
%, k € IN. fq,k = W
Funktion der Kugel B(q, k) er bllden mit einer Orthonormalbasis (g, )nen
von L*(IRY) die (g,t)-meBbaren Funktionen ®; : Q x IR — C,

I, 1y bezeichne die normierte charakteristische

1

2:: fq kygn gm¢t) - (fq,k’ﬁbt) - W

1y | e

B(q,3)

Dann ist die Funktion
0(g,t) = lim @y(g, 1)

(q,t)-meBbar, und aus dem Satz iiber die Ableitung einer integrierbaren Funk-
tion folgt, daB fiir jedes t € R ¢(q,t) = ¢i(q) fiir fast alle ¢ € € ist. a

Folglich sind ¢ und ¥, wegen der Unitaritéit der Zeitentwicklung lokal L2 in QxR
und damit auch lokal im Sobolevraum W° = L?(IR*™). Wir beziehen uns auf die
Definitionen und Theoreme in [Rud], wobei wir allerdings den Sobolevraum n-ter
Ordnung mit W™ statt mit H" bezeichnen,* weil H bei uns der Hamiltonoperator
ist.

2. Schritt: Wir betrachten den elliptischen Operator L auf dem Raum der Dis-
tributionen iiber 2 x R, D'(Q2 x IR),

0? Noop? 0?
L=-h—=-Y —A,+V=—-R——+H
o2 Z o kT o "
und zeigen, dafl
LTZ = )ZZ + )zl und L)zn = Xn+2 + )Zn-i—l (25)

im Distributionssinn auf {2 x IR gilt. Zunéchst zeigen wir, daf3 @Z und Y, die Schro-
dingergleichung im Distributionssinn erfiillen, d.h. daf§ fiir alle Testfunktionen
peCr(IxR)

a ~
— H
ih QxR <8t> ¢dth /QX]R( w)wdth

4 W =A{f: Jraaa(1+ l12)™ |f(y)|2dy < oo}, wobei f die Fouriertransformierte von f
bezeichnet.
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und analoges fiir x,, gilt. Hierfiir betrachten wir die Funktion G : IR — R,t —
Jop(q,t) (g, t)dg = (¢F,1). G hat kompakten Triager und ist stetig differen-
zierbar mit

| — (o -
G/<t) = ﬁ(‘ﬁ?vat) + (a(i?lpt> )

weil das Skalarprodukt (.,.) in beiden Variablen stetig ist und ¢ &t schwach

(in L?(2)) differenzierbar ist. Es gilt ¢f € C5°(Q2) € D(H) fiir alle ¢, deshalb ist

(@r, Hiy) = (He, 1) Aus / G/ (t) dt = 0 folgt, daB 1) und analog Y, tatsichlich
R

Losungen der Schrodingergleichung im Distributionssinn sind, d.h. wir erhalten

o . OXn
ZHE—HI/J X1 und h o

= H?n = %nJrl

im Distributionssinn. Nun berechnet man

/IR/ (L)) dgdt = //< hzﬁjt}[) )qudt
- /Ia/gz<(_mat)(_mat)‘p> Vdgdt + /IR/Q(Hw)@dth

_ /1R /Q (_m%f) Hidgdt + /]R /Q o (H1) dg dt

_ //<p>z2dth +//gp>zldth.
R JQ R JQ

Folglich gilt (2.5) im Distributionssinn auf 2 x IR.

3. Schritt: Durch wiederholte Anwendung von Theorem 8.12 in [Rud] folgt, daf
¢ und ¥, lokal W™ sind fiir alle geraden positiven n. Theorem 8.11 in [Rud]
impliziert, daf alle Distributionsableitungen Da@z lokal L? in Q x IR sind, und
schlieBlich folgt aus Sobolevs Lemma (Theorem 7.25 in [Rud]), daB ¢ tatséichlich
fast iiberall gleich einer C'*°-Funktion f auf €2 x IR ist. Die Raum-Zeit-Nullmenge,
auf der @E korrigiert werden muf}, spaltet dabei auf in ¢-Schnitte, die tatsdchlich
fiir alle (und nicht nur fir fast alle) ¢ € IR Nullmengen in 2 sind. Dies folgt aus
der L?-Stetigkeit der Abbildung ¢ + . O

Bemerkung 2.4 Die Funktion f aus Satz 2.2 ist eine Losung der Schrodin-
gergleichung im , klassischen® Sinn. Im folgenden werden wir f(q,t) wieder mit

¥ (q,t) oder auch mit 1;(q) bezeichnen.

Die Bedingungen A1-A3 werden fiir dieses gesamte Kapitel vorausgesetzt.

18



2.2 Die maximale L6sung der Bohmschen Glei-
chung

2.2.1 Existenz, Eindeutigkeit und Regularitit

Wir untersuchen nun die Gleichung (1.2)

Q.

— ¥
dt =v (Qt)

mit (1.1)
h V
v = (tibta EE aV%t)a VZt(Q) = —Im i)

my Yi(q)
fiir die Bohmschen Bahnen der Teilchen. Unter den Voraussetzungen A1-A3 ist
die Wellenfunktion ¢ € C*(Q x IR, C). Damit ist das Geschwindigkeitsfeld v
unendlich oft differenzierbar auf dem Komplement der Menge von Nullstellen der
Wellenfunktion ¢, N := {(¢,t) € Q x IR : ¢(q,t) = 0}, also auf der Menge von
yguten Punkten

G:=(QxR)\ N

G ist eine offene Teilmenge des IRY™. Wir bezeichnen mit G, den Schnitt von G
zu einer Zeit t: G, = Q\ N, wobei N; = {q € Q : ¢(q,t) = 0}.

Aus dem grundlegenden Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Loésun-
gen des Anfangswertproblems ¢ = wv(q,t) = v¥(q) mit ¢(s) = a, wobei
veC®(G,RY), s € R und a € G, gilt, folgt (siche z.B. [KnKap], Satz 111.2.1)

Fiir alle Anfangswerte (a,s) € G gibt es eindeutig bestimmte Zeiten 7~ (a, s) und
T(a,s) mit —oo < 77 (a,s) < s < 7(a,s) < oo und eine eindeutige maximale
(nichtfortsetzbare) Losung Q auf dem Zeitintervall E(a,s) := (7~ (a, s),7(a, s)).

Es gilt
Q(t;a,s) = Q(t; Q(t';a,5),t). (2.6)

Aus dem Satz iiber die stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten (siehe z.B.
[KnKap], Satz II1.3.1) folgt

Der Definitionsbereich D C R¥? der mazimalen Lésung Q(t;a, s)
D:={(t,a,s): (a,s) € G,t € E(a,s)} (2.7)

ist eine offene Teilmenge von IR, und Q ist auf D lokal Lipschitzstetiq beziiglich
(t,a,s).
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Aus der Differenzierbarkeit des Geschwindigkeitsfeldes v = v¥ folgen Differenzier-
barkeitseigenschaften der maximalen Losung (siehe z.B. [KnKap], Satz I11.3.2):

Die partiellen Ableitungen
0Q 0Q 0Q @ PQ  0°Q

ot’ Oa;” 0Os’ Otda;” OtOs

fir i = 1,...,d der mazimalen Ldsung Q(t;a,s) existieren auf D und sind
0

dort stetig. Ferner sind — bei festem a,s — y;(t) = 5 Q(t;a,s) bzw. y(t) =
a;

—Q(t;a,s) als Funktion von t Losung des linearen Anfangswertproblems

0s

0
U = %(Q(t;a,s),t) Ui, vi(s)=e; (2.8)
bzw. 5 5
i= 2 (QMtia,).t)y. o) = 2L =)

Dabei bezeichnet gv die Jacobimatrix (gw) und e; den i-ten Vektor der kano-
q qj ij

nischen Basis des IRY.

Wir setzen ohne Einschrankung der Allgemeinheit s = 0 und bezeichnen die
maximale Losung (), ihr Existenzintervall £ sowie dessen obere Grenze 7 als
Funktion von gy € Gy bei festem s = 0 auch mit Q(¢;qo) = Q:(qo0) := Q(¢; qo, 0),
E(qo) := E(qo,0) und 7(go) := 7(go, 0).

Wir bezeichnen mit D° den Definitionsbereich von Q
D :={(t,q) : g € Go,t € E(q0)}
mit DY den Definitionsbereich von Q;, das ist der ¢-Schnitt von D°
D} :={q € Go:teE(q)}
DV ist eine offene Teilmenge des IR*™, denn D ist der (s = 0)-Schnitt der offenen

Menge D. Folglich sind auch die Mengen D? offene Teilmengen von Gy.

Hieraus folgen gewisse Regularitéitseigenschaften der Grenzen 7 und 7~ des Exi-
stenzintervalls F(qo) der maximalen Losung als Funktion von gq: 7 ist eine unter-
halbstetige Funktion von ¢qq, 77 ist oberhalbstetig. Insbesondere sind 7 und 7~
mefbar.

20



Weiter bezeichnen wir mit Z den Bildbereich von @)

Z:={(q,s) € G:3qo € Go mit s € E(qo) und ¢ = Qs(q0)}
und mit Z; den Bildbereich von Q)

T, :={q€ G :3q € Go mit t € E(qo) und g = Q4(q0)}-

7 ist eine offene Teilmenge von G, denn Z ist der (¢ = 0)-Schnitt von D. Folglich
sind auch die ¢-Schnitte Z; offene Teilmengen von G;.

Korollar 2.5 Fir alle t € IR ist die Abbildung

Q- D? — Ly, qo—> Q(qo)

0
ein Diffeomorphismus. Fiir die Funktionaldeterminante det 0Q (qo) gilt fir qo €
9o
Dy

oQ

det 8— (qo) = exp </ divo(Q(s; qo), )ds) . (2.9)
o

Beweis Die Eigenschaft, dafi @); ein Diffeomorphismus ist, folgt aus den oben

zitierten Sétzen und Definitionen.

Fiir die Aussage iiber die Funktionaldeterminante beachte man Gleichung (2.8):

Fir g9 € Go, t € E(q) und i = 1,...,d lésen die Funktionen y;(t;q0) =
9,

dqo;

Q(t; qo) das lineare Anfangswertproblem

dy;
dt

= At;q0) yi, vi(0) =¢; (2.10)

mit A(t; qo) := gU(Q(zﬁ; qo),t). (o ist hierbei als Parameter aufzufassen. A(t;qo)
q

ist stetig fiir ¢t € E(qo), also existiert nach dem grundlegenden Satz tiber Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen linearer Differentialgleichungen die Losung y;

auf E(q). Y(t;q0) = (v1(t;q0),-- -, va(t;q0)) = (z%(qo) bildet ein Fundamental-
0

system von (2.10), also erfiillt die Determinante die Gleichung

det Y(t) = det Y(0) exp (/Ot sp A(s; qo) ds)

(siche z.B. [KnKap], Satz 11.2.3), und mit detY(0) = 1 und sp A(s;q) =

d )
> gq (Q(s:a0), 5) = divo(Q(s: o), 5) folt Gleichung (2.9). .

=1
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2.2.2 Die Kontinuitiitsgleichung und die Aquivarianz von

[¥]°

Wir haben bereits in der Einleitung an einem einfachen Beispiel gezeigt, dafl
man nicht erwarten kann, dafl fiir alle qo € Gy 7(q0) = oo gilt. Wir werden
deshalb zeigen, daB 7(g9) = oo ist fiir eine Menge vollen Mafles beziiglich ei-
nes von der Dynamik ausgezeichneten Mafles auf Gy, d.h. eines Mafles, das sich
unter dem Transport durch die Teilchenbewegung in einfacher Weise entwickelt.
Fiir die statistische Analyse der Newtonschen Mechanik ist das Lebesgue-Maf}
im Phasenraum ausgezeichnet, denn der Liouvillesche Satz garantiert, dafl Vo-
lumina im Phasenraum unter der Newtonschen Dynamik erhalten bleiben, d.h.
das Lebesgue-Maf ist invariant unter der Newtonschen Dynamik. Bei Bohmscher
Mechanik ist das Geschwindigkeitsfeld im Konfigurationsraum im allgemeinen
nicht divergenzfrei (abgesehen von Spezialfillen wie etwa v = 0, was beispielswei-
se bei reeller Wellenfunktion auftritt), also ist das Lebesgue-Maf nicht erhalten.
Fiir Bohmsche Mechanik wurde der Begriff des , dquivarianten Mafles* gepragt
[DGZ92a]: eines Mafles, das unter der Zeitentwicklung seine Form als Funktional
der Wellenfunktion ¢ beibehilt, py = F(1y) = p; = F(¢;). Diese Uberlegung
fithrt auf das Maf p = [|%.

Sei P ein Maf§ auf (der Borel-o-Algebra von) Gy mit einer Dichte py (beziiglich
des Lebesgue-Mafes), die stetig differenzierbar sei. Korollar 2.5 garantiert, dafl
das Bildma8 von P unter der Abbildung Q;, das MaB P, = P o Q; ! auf Z,, eine
Dichte p; besitzt: fiir y € Z; gilt geméafl Transformationssatz

ply) = pggft W) (2.11)

det —~(Q;*
e (@7'w)
Lemma 2.6 p € C'(Z) und erfiillt fiir (q,t) € T die Kontinuititsgleichung (1.6)

Ipe(q)
ot

+div (v(g,t)pe(q)) = 0.

Beweis Die Differenzierbarkeit folgt aus dem Satz {iber differenzierbare
Abhéngigkeit von den Anfangswerten und Korollar 2.5. Gleichung (1.6) sieht man
folgendermafen [D94]: Man betrachte fiir t € IR, f € C3°(Z;) den Erwartungwert

E(f) = [ f@mla)da= [ foQiaon(a)da.
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K bezeichne den Triger von f. Wir betrachten zunéchst [z, f(q)p:(q) dg. Es gibt
ein Intervall J C R mit ¢ € J so daBB K x J C Z ist. Denn K x {t} ist ein
Kompaktum in Z, Z ist offen, und folglich hat K x {t} einen positiven Abstand
d zum Rand von Z. Man wéhle also zum Beispiel J = [t —6/2,t + §/2]. Weil der
Integrand auf K x J stetig partiell nach ¢ differenzierbar ist, gilt

o s@n@di= [ 10”5 dg

Analog argumentiert man, dafl / . f o Qi(q)po(q) dg nach t stetig differenzierbar
Dt

1st mit
© [ Fe@uamla o= [ VAQU@) - v(Qua).1) pola) da

(Weil Q; ein Diffeomorphismus ist, ist der Triger Q; '(K) von f o Q; kompakt in
DY. Q; ist auf der offenen Menge D stetig partiell nach ¢ differenzierbar.) Man
transformiert das Integral zuriick auf Z; und integriert partiell

[, VHQila) - v(@i(a).t) po(@)da = [ (V) Qula) polg) dg

[ (V)@ pda)ydg == | fla)div(v(a1) pla)) da

Hiermit wurde gezeigt, da8 fiir alle t € IR und f € C§°(Zy)

apt
| 1) = — | f(@)div (v(a.1) pu(a)) da,
folglich gilt (1.6) auf Z. O

|90|* erfiillt ebenfalls die Kontinuitéitsgleichung (1.6): Unter den Voraussetzungen
von Satz 2.2 ist ¢ € C°(2 x IR) und erfiillt die Schrodingergleichung klassisch.
Folglich gilt die quantenmechanische ,, Kontinuitatsgleichung*

2
6“/};)(75 ) +div ¥ (¢) =0 fiir (¢,t) € Q2 x R (2.12)
mit dem ,, Wahrscheinlichkeitsstrom® j¥ = (ﬁ, ey ﬁv)
i = (Vi — ) = - (V) (213)
Auf G ist j¥ = v |2, demnach gilt
0 2 ,
T | i (o(a D)) =0 fir (g €6 (214)
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Korollar 2.7 Das Maf mit der Dichte ||* ist dquivariant:

po(@) = [o(9)I* = pela) = [u(q)*  fir (q,1) €T (2.15)

Beweis Vergleiche (2.14) mit (1.6): [¢/|? und p erfiillen dieselbe quasilineare par-
tielle Differentialgleichung erster Ordnung auf Z C G. Weil die Anfangsfunktionen
iibereinstimmen, po(q) = [1o(q)|? fiir ¢ € Gy = Ty C IR?, stimmen die Lésungen p
und |¢|* aufgrund der Eindeutigkeit von Losungen quasilinearer partieller Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung auf dem Bereich, auf dem die Charakteristiken
existieren, das ist in unserem Fall Z ¢ IR*!, iiberein (siche z.B. [CHII], Kapitel
2, oder die Formulierung fiir unser Problem in Satz 4.1 im Anhang). Folglich gilt

(2.15). O
Hieraus ergibt sich, dafl das Mafl mit der Dichte [¢/|*> durch die Bohmsche Dy-
namik ausgezeichnet wird. Das Mafl mit der Dichte py = [1|? entwickelt sich

unter der Bohmschen Teilchenbewegung zu dem Mafl mit der Dichte p; = |1|?,
und die quantenmechanische ,, Kontinuitétsgleichung® (2.12) ist tatséchlich eine
Kontinuititsgleichung im klassischen Sinne.

Wir bezeichnen das MaB mit der Dichte |ig|* auf Gy mit P. Wegen der Annahme
A3 st o € L2(Q) mit [[tho]| = / Wo(q)|?dg = 1, so daB P ein Wahrscheinlich-
Go

keitsmafl auf G, darstellt. Wir erinnern daran, dal wir sagen, eine Eigenschaft
gilt typischerweise oder fiir typische Anfangswerte gy, wenn sie fiir P-fast alle

qo € Go gilt.

Wir zeigen im folgenden, daf fiir typische qo 7(qo) = oo ist, d.h. wir zeigen, dafl
die Losung zu (1.2) P-fast sicher global existiert

P(1 < >0) =0,

oder, dquivalent dazu,
VI'>0: P(r<T)=0. (2.16)

Bemerkung 2.8 Die zeitumgekehrte Bahn Q(t) = Q(—t) erfiillt eine Bohmsche
dO ~ - -

Gleichung dcf = v¥(g,t) mit ¥(q,t) = (g, —t)* = CU_,C(q,0), wobei C die
komplexe Konjugation bezeichnet. 1 erfiillt eine Schrédingergleichung mit dem
Hamiltonoperator H = CHC. Wenn H reell ist, gilt H = H. Wir zeigen in
Lemma 2.23 und Bemerkung 3.3, dafl die in Korollar 2.22 und Satz 3.1 betrach-
teten Hamiltonoperatoren reell sind. Dann folgt aus P(7 < oo) = 0, dafi auch
P(7~ > —o0) = 0. Es geniigt also, die positive Zeitrichtung zu betrachten.
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Bemerkung 2.9 Aus dem Beweis der globalen Existenz der Dynamik folgt p =
|4|* auf dem Konfigurationsraum Q. Dies ist wesentlich fiir die Ableitung des
quantenmechanischen MefBformalismus aus Bohmscher Mechanik [DaDGZ]. p;
ist zwar eigentlich nur auf Z;, dem Bildbereich von Gy unter der Bohmschen
Dynamik, definiert, wihrend |¢4|* auf ganz Q erklirt ist. Aber die Mengen Z;
haben volles [1);|>-Mafl P;, denn P(Z;) = P(D?) = P({qo € Go : t € E(qo)}) = 1.
Indem wir also p; = 0 auf Q\ Z; setzen, erhalten wir p; = [1;|? fast {iberall im

Konfigurationsraum (2.

2.3 Eine hinreichende Bedingung fiir fast siche-
re globale Existenz der Teilchenbahnen

2.3.1 Die Grenzpunktmenge

Das grundlegende Kriterium fiir globale Existenz ergibt sich aus den aus Eigen-
schaften der Grenzpunktmenge der maximalen Losung. Die 7-Grenzpunktmenge
L(Q(.;q0)) der Trajektorie () zum Anfangswert ¢ ist die Menge

L(Q(5q)) :={q" € R¢ : 3 Folge (tr) ke, tr /" T(qo) mit ]}erolo Qtx; q0) = q"}.

Lemma 2.10 Fiir alle qo € Gy gilt

a) Entweder L(Q(.;q0)) # 0 oder limy s-(40) |Q(¢; qo)| = 0.
b) Wenn 7(q0) < oo ist, dann gilt fir alle ¢* € L(Q(.; q0)), daff (¢*,7) € 0G ist.

(Diese Aussagen sind beispielsweise in [KnKap] als Satz I11.1.1a und Satz I11.2.2
zu finden.) Man beachte, dafi die maximale Losung @ nicht notwendig stetig ist
bei t = 7, d.h. L kann mehr als einen Punkt enthalten, und es kann zusétzlich
Folgen t; — 7 geben, entlang welchen |Q);, | — oo strebt.

Hieraus ergibt sich das Programm fiir den Beweis der globalen Existenz: Wir
werden untersuchen, ob die Teilchenbahnen in endlicher Zeit den Rand von G
erreichen oder unbeschrinkt werden. Hierfiir wiahlen wir eine aufsteigende Folge
von offenen Mengen (G"),e in G, G" C G, G™ C G™ fiir alle ny < ny, G C G
fiir alle n, die rdumlich beschréankt seien: fiir alle n und 7' sei

Giory == G" N (R? x [0, T7)

beschrénkt. Fiir ¢y € G bezeichne 7"(qo) die obere Grenze des maximalen Exi-
stenzintervalls der Losung Q™ des Anfangswertproblems (1.2) auf G". Die Folgen
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T"(qo) sind aufsteigend in n. Es gilt das folgende Korollar (vergleiche Korollar
II1.1 in [KnKap]):

Korollar 2.11 G" sei offen mit G* C G und QEB’T] beschrinkt fir alle T < oo.
Dann gilt:

a) Fir alle g0 € G mit (qo) < 00 ist 7"(qo) < 7(qo) und (Q(7™(qo); q), 7" (q0)) €
ogn.
b) Fiir alle T < oo gilt

{20 € Go: 7(q0) <T} C(Go\Gy)U{q € Gy :7"(q0) < T}

und damit

P({go € Go: 7(q) <T}) <P(Go\Gg) + P({q € Gy : 7"(q0) <T7}). (2.17)

Wenn die Folge (G")new aufsteigend ist, ist die rechte Seite von (2.17) mono-
ton fallend in n.

Beweis

a) Aus G" C G folgt zunéchst 7"(qo) < 7(qo) fiir alle gy € Gf. Aus 7(qp) < o0
folgt also 7"(qo) < oo. Weil Gjg -n(,y beschréinkt ist, muf es nach Lemma
2.10 a) mindestens einen Punkt ¢* € L(Q"(.;qo)) geben. Ware 7 (qo) = 7(qo),
so ware (¢*,7(qo)) € (0G™ N 0G) nach Lemma 2.10 b), 0G" N 0G wire also
nichtleer im Widerspruch zu G» C G. Also gilt 7(qo) < 7(qo). Die Aussage
(Qrn(g0)(20); T"(q0)) € OG™ folgt aus der Stetigkeit von @ im Punkt 7"(g) <

7(qo)-
b) folgt unmittelbar aus a). O

Um also fast sichere globale Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Bohm-
schen Mechanik zu zeigen, geniigt es, fiir eine geeignete Folge von Mengen G™ zu
zeigen, daB die rechte Seite von (2.17) fiir n — oo gegen 0 strebt. Wir werden G”
aus 3 verschiedenen Teilen aufbauen, den 3 verschiedenen problematischen Gebie-
ten entsprechend. (K") sei eine aufsteigende Folge von offenen Kugeln im IR?, (S9)
sei eine absteigende Folge von abgeschlossenen Umgebungen von S := 9 in IR,
und (N¢) sei eine absteigende Folge abgeschlossener Umgebungen von A in RO,
G" bezeichnet die Menge der “e-d-r-guten” Punkte in der Konfigurationsraum-
Zeit, vgl. Abbildung 2.1,

G = (KT N\ &%) x R) \ N,
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Abbildung 2.1 Die Bohmschen Bahnen verlaufen in dem weiflen Bereich
Gor = (K" N Q)\ 8 x R) \ N°. Die Menge S x IR ist gestrichelt, Kno-
ten der Wellenfunktion sind durch x gekennzeichnet. Fortgesetzte Bahnen sind
punktiert.

und QE‘”’ bezeichnet den Schnitt zu einer Zeit ¢ € IR
O — (K" N Q) \ (S°UNY).
Auflerdem setzen wir
Gl = ((K7\ 8*) nQ) x [0,7]. (2.18)

Mit Korollar 2.11 und der (offensichtlich mefibaren) Abbildung
Xe&'rT . g(e)ér N 8ge5r U ng
w0 — X"(q0) == (Qmin(r (qo), T); go), min(7" (q0), T))
gilt fiir alle e > 0,0 >0, r < oo und T' < o0
{goe G 7" < T} C {qegs : X" oG n (R x [0,T])}
= {q € G’ : X c ON*N gfo’;ﬂ} U

{go € G : X € (88° x [0,T]) NG} U
{go € G- XUT € (8K" x [0, T]) N G}.
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Es folgt

P({g € G : 7" < T}) < P({ao € G5 : XV € IN“ NGy })
+P({go € G : X" € (98° x [0, T]) NG})
+P({q € G : XU € (0K" x [0,T])) N G}). (2.19)

Unter Beachtung von (2.17) folgt (fast sichere) globale Existenz, wenn fiir geeig-
nete Mengen A€, S° und K" die rechte Seite von (2.19) und P(G, \ G5°") gegen
Null gehen im Limes € — 0, 6 — 0 und r — oo in beliebiger Reihenfolge.

2.3.2 Der Fluf3 durch Oberflichen

Wir leiten in diesem Abschnitt eine Abschétzung fiir die Terme auf der rechten
Seite von (2.19) ab. Sei ¥ zunéchst eine beliebige relativ abgeschlossene Teilmenge
von G. Wir definieren fiir die Bahn Q(¢; qo), die bei gy € Gy startet, die Zeiten
T>(go), zu denen X zum n-ten Mal erreicht wird, und die Zeiten A%(go), zu denen
) nach der n-ten Beriihrung wieder verlassen wird:

Ti'(qo) = inf{t €[0,7(q)) : (Qt:q).t) € B}

und schrittweise fiir alle n € IN

A (@) = inf{t € (T (q), (%)) : (Qt; ), t) & =},
Ti() = inf{t e (47 (%), 7(q0)) : (Qt;q), 1) € T},

wobei wir jeweils, wenn die Menge, von der das Infimum genommen werden soll,
leer ist, die entsprechende Grofle gleich 7(qo) setzen. In Lemma 4.2 im Anhang
zeigen wir, daf die Funktionen 7> und AZ mefbar sind. Aus der Stetigkeit von
s = (Q(s;q),s) fir s < 7(qy) und der relativen Abgeschlossenheit von ¥ in G
folgt

(QT(q0); 1), T (q0)) € X falls T (q0) < 7(a0)

und - (Q(A3 (): q0). A7(q0) € S falls A7 (q0) < 7(qn).

Wir bezeichnen die Teilmengen von Gy, fiir die die dort startenden Bahnen ¥
mindestens n-mal erreichen, mit C

C’E = {q € Go : TE(QO) < 7(q)}-
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Wir betrachten die Abbildungen X> die die Punkte ¢y € C> auf den n-ten
Eintrittspunkt in X transportieren:

XZ:C% % qr— X (q) = (Q(TnE(QO)%CIO) TZ(QO)) €2

rTn

Aus der Eindeutigkeit von @) als Losung der Differentialgleichung (1.2) folgt, dafl
diese Abbildungen injektiv sind, die Bildmengen der C> unter X

B> := X*(CY) = Ran X >

disjunkt sind und in Z liegen. Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar, daf fiir

2 =N NGYy, B =(88° x [0,T)) NG und £ = (9K” x [0,T]) NG
{@eGd : XTex} c G nCr. (2.20)

Wir werden im néichsten Abschnitt die Mengen N¢, S° und K" so wihlen, daB ihre
Rénder und damit auch die oben angegebenen 3. stiickweise glatte Hyperflachen
sind im folgenden Sinn:

Definition 2.12 X heiflt stickweise glatte Hyperfliche, wenn ¥ = ¥,ep U Yging
mit

1) X,e setzt sich zusammen aus hochstens abzéihlbar vielen d-dimensionalen dif-

ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten Efe reg = U Ereg;

Ysing = U Esmg soll die eventuellen Kanten und Ecken von ¥ enthalten, von

denen Vorausgesetzt wird, dafl jedes der héchstens abzéhlbar vielen Zsmg eine

vp-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit mit v, < d ist.

Wir berechnen nun fiir eine beliebige stiickweise glatte Hyperfliche ¥, die eine re-
lativ abgeschlossene Teilmenge von G ist, P(CZ>), die Wahrscheinlichkeit, dafi die
Bahn Q mit |1)|?-verteiltem Anfangswert gy € Gy die Hyperfliiche ¥ mindestens
n-mal erreicht. Auf ¥, existiert ein Einheitsnormalenfeld U. Wir bezeichnen mit
w := (v, 1) das Feld der Tangenten an die Bahnen ) in der Konfigurationsraum-
Zeit und teilen X, weiter auf in X,eq 0 U g+, Wobei

Yrego = {2 € X :w(z) -U(x) =0} und
Yregt = {x € g w(x)-U(x) # 0}.
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(In Xeq 0 liegt die Tangente an die Bahn in der Hyperflidche, in ¥, 1 kreuzen die
Bahnen die Hyperflache.) Weil die Aufteilung ¥ = 3,5 + U Eieg 0 U Xging disjunkt
ist, gilt
P(CY) = P((X) 7 (BY N Shas)) +
P((X2) /(B NSiego)) + P((X) T (BY N Saing) ). (2.21)

Zunéchst berechnen wir P((X ) (BE N Eregi)), danach zeigen wir, daf§
P((XE)_ (BZ N Yrego) ) P((X>)(B>n Zsmg)) = 0 ist. Wir bezeichnen fiir
)

) e g ) Sie it o) ) = I = TP (ogl
(2.15)).

Lemma 2.13 Es gilt

P((X) (B Nega)) = [ Jwl@) - U@) ple) do

B%ﬂEreg,i

Beweis Es gibt fiir jeden Teil Ereg einen abzéhlbaren differenzierbaren Atlas

(K% ©%)en mit offenen K% C IR? und reguliren® Karten

(péi - Kb N IRd+1, (pZZ(K&) C ¢

reg

k= (k... k) — ¢"(k) = (o1, od, o) (k) = (a(k), (k).

Wir zeigen, daf fiir alle £, gilt

P((X7) 7 (BY N Srege N6 (K)) = [ w(z) - U(x)| plz) do

BESreg £ N (K )

die Behauptung folgt dann, indem man 3,, mit den Karten ¢ geeignet iiber-
deckt. Wir halten also ¢, fest und verzichten im folgenden auf diese Indizes. Mit
den Bezeichnungen K := ¢ (B> N Syepz N@(K)), Do == ¢ (BX N p(K)) und
®: Dy — Gy, ® := (X>) o lautet die Behauptung

P@(K) = [ lw(@)-U@) plx)do. (2:22)
Fiir die rechte Seite gilt
[ 10 @) U@ pla)do = [ Julo(k) - Ule(k))] p(o(k)) /o(k) dh

9" (k)
ok
auch zu den anderen Begriffen zur Integration auf Mannigfaltigkeiten [Kow], §§35 und 36.

5 d.h. stetig differenzierbar, injektiv und fiir alle Punkte k € K* ist Rang

=d, vgl.
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dpT o

mit g(k) = det 9 Bk und die linke Seite von (2.22) soll mithilfe des Transfor-
mationssatzes umgeformt werden
. 0P (k
P@(E) = [ miayds = [ po(o®) faet 2 . 23)
(K) K ok

oD (k)
ok

®(k) = (X)) (e(k)) = (X)) (a(k), t(k)) = Q(0:q(k), t(k)) = Q(0; (k).

Zunéchst berechnen wir det im Punkt k € Dg. Es gilt

Gemif (2.6) setzen wir (X>)~! zusammen aus der Abbildung von ¥ nach )

und der Abbildung Qt_(;)

Q05 (k). t(k)) = Q(0; Q(t(k); q(k), (k) t(k)).

® ist differenzierbar mit

0P(k)  9Q(0;¢,t(k))

9Q(t(k); 4, )
q:Q(t(k),ap(k)) a(Q7 t)

ok dq

(g:t)=wp(k)

0Q(t(k); q.t)
d(q,1)

iiber differenzierbare Abhéngigkeit von den Anfangswerten einfach berechenbar:

An der Stelle k = k ist die d x (d + 1)-Matrix mit Hilfe des Satzes

0Q(t(k); q(k), t(k)) 0Q(t(k);q.t) | 0Q(t(k);q,1)
d(q,t) ok dq ot

wobei (Id)y die d-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet und = = ¢(k). Die

dp(k) Oy

ok Ok
0P

an die Hyperflache X,y. Zur Berechnung der Determinante von % stellen wir das

Produkt der rechten zwei Matrizen in (2.24) mithilfe des Normalenvektor U(x)

(d+1) x d-Matrix enthélt in den Spalten die Tangentenvektoren s; =
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von Y., der auf allen Tangentenvektoren senkrecht steht und auf die Lénge 1
normiert ist, folgendermaflen dar:

Uy
0Q 5 Uz 0Q
dq,t e T - d(q,t) Ok
(q,t) o (q,t)
Uq
Uy U Ug Uy U 0 0|1
t
Man berechnet
~ —U1
0QUHFR); a(k), (1)) . |
det d(q,t) wi | = det d ' = w(z)-U(x)
g
0() U ... Ug| Uy

Insgesamt ergibt sich nun

det M = det w

ok dq

| 890(1?))
(@) lgp=ppy K

(d tagtq(k (Q(O,q(k),t(k:))>>_ (w(z) - U(x)) det <8g§f),U(x)> (2.25)

mit z = (k). Diese GroBe ist ungleich Null fiir k£ € K; die Anwendung des
Transformationsssatzes in (2.23) ist also gerechtfertigt. Mit der Gleichung fiir die
Bilddichte (2.11) ergibt sich fiir den Integranden in (2.23)

po(®()) |det 8‘”’“)\ = pla) o) Ul >|]d (%5 v

ok ok ’
und mit
Op 5
dpT 0 a7 dp &p
°r Yr ok =
g(k) = dtak o = det Ul <8k U(z) det TR ,U(2)
folgt die Behauptung (2.22). O

Lemma 2.14 FEs gilt P((XE)*(BE N Ereg@)) = 0.
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Beweis Wir zeigen, daf fiir alle ¢, gilt
P (X)) (BY N S0 N (K1) = 0;

die Behauptung folgt dann, indem man ¥,., mit den Karten ¢* geeignet iiber-
deckt. Wir halten also ¢, fest und verzichten im folgenden auf diese Indizes. Mit
den Bezeichnungen K := ¢~ '(B> N Yireg0 N@(K)) und @ : Dy — Gy wie oben
lautet die Behauptung

. 0P
Auf K gilt geméf (2.25) det %= 0, also ist mit dem Sardschen Lemma (siche

~

z.B. [BarFl], S. 323) der Bildbereich ®(K) eine Lebesgue-Nullmenge, insbesondere
also auch eine P-Nullmenge. O

Lemma 2.15 Es gilt P (X)) (B} N ) = 0.

Beweis Wir wihlen fiir jeden Teil Efing von Yine einen abzahlbaren differenzier-
baren Atlas (L%, ¢");cn mit reguliren Karten ¢ und L% C IR™, wobei v, < d

die Dimension von Eging

ist. Wir zeigen, daf} fiir alle ¢, gilt
P((X7) (B n"(L1)) = o.

Wir verzichten im folgenden auf die Indizes ¢,i. Mit den Bezeichnungen L :=
e Y (BN (L)) und ® : L — Gy, ® := (X>)~! 0 ¢ lautet die Behauptung

® ist eine stetig differenzierbare Abbildung von L C IR¥ mit v, < d nach Gy C
IR?. Folglich ist ®(L) eine Lebesgue-Nullmenge in Gy (siehe z.B. [For], §7), also
auch eine P-Nullmenge. |

Wir bezeichnen mit J(z) := p(z)w(z) = (p(x)vw(:c),p(x)) den Fluf. Weil fiir
T € Yiego J(2) - U(x) = 0 ist, ergibt sich aus (2.21) und den Lemmata 2.13, 2.14
und 2.15:

Korollar 2.16 Es gilt P(C>) = /E |J-Ul|do.
Bn

Wir setzen auf G \ Z die Dichte p durch 0 fort, p(z) =0 fir x € G \ Z. Mit dem
Quantenflufl (vgl. (1.7)) JY = (5%, [v|?) gilt |J(z) - U(z)| < |J¥(z) - U(z)| auf G.
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Aus (2.20) und Korollar 2.16 erhalten wir, indem wir jeweils das Integral statt

nur iiber BY iiber ganz Y ausdehnen, die folgenden Schranken an die Terme in
(2.19):

eorT € or < Y, =
P(X" € (AN NGY) < /Wﬁg& 7% - Ul do = N(e, 6, 7),

[0,T]

P(X“T € (08 x [0,T)NG) < |JY - Uldo = S(5), (2.26)

/(886 x[0,T))NG

P(XT ¢ (OK" x [0,T])NG) < |JY - Ul do =:I(r).

/(azo x[0,T])NG

Die Integrale sind jeweils als Summe der Integrale iiber die regulédren d-
dimensionalen Teil-Hyperflachen zu verstehen.

Anhang: Der Erwartungswert der Durchkreuzungen von X

Wir beweisen in diesem Anhang (der fiir den weiteren Beweisgang nicht notig
ist), dafl das Integral iiber den absoluten Fluf3

/|J~U|da mit ¥ := 20 (R x [0, 00))
E/

die anschauliche Bedeutung des Erwartungswertes der Durchkreuzungen von X
hat. Wir definieren fiir ¢y € Gy die Anzahl Z* der Eintritte der Bahn Q(t; qo) in
3 durch

Z%(q0) = max{n € IN: T>(q) < 7(q0)},

wobei Z*(qp) = 0 bzw. = oo zu setzen ist, falls {n € IN : T>(qo) < 7(q0)} = 0
bzw. = IN ist. E bezeichne den Erwartungswert beziiglich des Wahrscheinlich-
keitsmafles P.

Lemma 2.17 s gilt E(Z%) = / 1J-U|do.
E/

Beweis Fiir alle n € IN ist
{00 € Go: Z%(q0) > n} = C,.

Mit Korollar 2.16 folgt

B(Z%) = S P(Z°>n) = §P<c§>

n=1

- ;/BEU-UMU — /Z,|J-U|da—R
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mit

J-Uldo =
P

n

-y . |J-Uldo,
YA ((Zéeg)/mz)\unzl BE

denn auf G\ 7 ist p(z) = 0 = J(x) = 0. Wir setzen

|J - Uldo
>

/E’\U‘jf’1 B /(zfnz)\Ujjl BE

COZO = {q € Go: Zz(qo) = 00}.

1. Fall: P(C%) > 0. Dann gilt die Behauptung von Lemma 2.17 trivialerweise,
denn es ist E(Z*) = oo und / |J-Uldo > > P(CY) = oo (weil C¥ D CF D
¥ n=1

. D CZ). Wenn sich die Hyperfliiche 3 zeitlich bis ins Unendliche erstreckt,
findet man leicht Szenarien, fiir die P(CZ%) > 0 ist: Fiir d = 1 betrachte man
die Teilchenbewegung Q(t;q0) = qo fiir alle ¢t und ¥ = {(q(¢),t) € R x [0,00) :
q(t) =sint}. In Abbildung 2.2 sind Beispiele fiir Hyperflichen ¥ dargestellt, fiir
die bei derselben Teilchenbewegung P(CZ) > 0 ist, ohne daf§ ¥ sich zeitlich bis
ins Unendliche erstreckt.

2. Fall: P(C%) = 0. Wir haben zu zeigen, dafl R = 0 ist. Wie im Beweis von
Lemma 2.13 wahlen wir fiir jeden Teil Zfeg einen abzdhlbaren differenzierbaren
Atlas (K%, ¢");cn mit offenen K%  IR? und reguliren Karten % : K% — R,
QOei ( Kfz) C Ef

reg- WIr setzen

M= {x € ((Bl) NT)\ [.j B> :|J(z) - Ux)| > 0} :

M?* ist die Menge aller derjenigen Punkte z € ((2%,) NZ), fiir die gilt, daB die

reg
Bahn durch « = (g, t,) bei z nicht tangential in ¥ eintritt und zwischen ¢ = 0

und t = t, die Hyperflache 3 unendlich oft erreicht. Q(0;¢,,t,) = Q(0;x) liegt
also in CZ. Fiir alle £, i gilt

J-Ud:/ T(o(k)) - Ulp(k k) dk.
S U1 = [y R U)o (h)

Wir halten wieder die Indizes /,7 fest und lassen sie im folgenden weg. Wir be-
zeichnen M := ¢~ 1{(M* N ¢(K)) und zeigen, daf

I - UGek)] /g (h) dk = 0. (2.27)
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Abbildung 2.2 Beispiele fiir Hyperflichen ¥, die beispielsweise von Bahnen
Q(t;q0) = qo fiir alle t zu Anfangswerten gy € C= unendlich oft durchkreuzt
werden. In der Situation, die im linken Bild skizziert ist, gilt auBerdem T2 (qg) =
AZ(qo) = T (qo) fiir alle n € IN und alle ¢ € CZ.

Hierfiir werden wir zeigen:

(x) Fiir alle k € M gibt es eine Umgebung U(k), so daB U (k)N M eine Nullmenge
in R? ist.

Dann ist M eine Nullmenge, denn aus der Uberdeckung U U(k) von M c R

keM

kann man eine abzihlbare Teiliiberdeckung auswihlen (weil der IR? eine abzihl-
bare Basis der Topologie hat, vgl. z.B. [Kel], Kapitel 1). Also ist M in einer
abzéhlbaren Vereinigung von Nullmengen enthalten, folglich eine Nullmenge, und
das Integral (2.27) ist Null. Damit ist dann Lemma 2.17 bewiesen.

Nun zu (*): Wir betrachten wie im Beweis von Lemma 2.13 die Abbildung & :
K — Gy, ®(k) = Q(0; ¢(k)). M wurde so gewéhlt, daB fir k£ € M geméiB (2.25)

[6)) —
det gk # 0 ist, folglich existieren fiir k¥ € M und ®(k) € Gy Umgebungen U (k)

und V(®(k)), so daB ® bijektiv von U(k) nach V(®(k)) ist. M N U(k) ist das
Bild von CZ N V(®(k)) unter der stetig differenzierbaren Abbildung ®~!, und
weil laut Voraussetzung P(CZ) = 0 ist, CZ also auch eine Lebesgue-Nullmenge
ist, ist M NU (k) eine Nullmenge, was zu zeigen war. O
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Bemerkung 2.18 Wir betrachten die Vorzeichen der Kreuzungen
S>(qo) :=sgn (w-U)(XZ(q)) fiir n=1,...,2%(q)

und S¥(qg) := 0 fiir n > Z*(qo). Wenn die n-te Kreuzung in Richtung des Norma-
lenvektors verlduft, ist S* = +1, wenn sie entgegengesetzt zum Normalenvektor
ist, ist S> = —1. Es gilt

E(S;) = P(S;=+1) — P(S; =-1)
- Ul do —/ ] - U|do

/Bgﬁ{sgn(qu)-‘,—l} BEN{sgn(w-U)=—1}

= J-Udo.

BY

Fiir die Zufallsvariable der ,signierten Kreuzungen*

Zw) = % ) = 3 S

gilt demnach
E(ZL) = /w J-Udo,
U

sig BE

n=1""1

und falls P(C%) = 0 ist,5 zeigt man wie in Lemma 2.17, daf3

E(Z%) = | J-Udo.
E/

sig

Beispiel 2.19 Sei ¥ = 0I" x [0, 7], wobei I ein Kompaktum mit glattem Rand
sei, so dafl das Normalenfeld U orientierbar ist. Der Tréger der Wellenfunktion
liege fiir t = 0in I', P(I') = 1, so daB alle Bohmschen Teilchen in I' starten. Dann

gilt S} = +1 fiir alle ungeraden n und S}’ = —1 fiir alle geraden n. Z3, nimmt

nur die Werte 0 und 1 an, wobei ZSElg = 0 <= das Teilchen ist zur Zeit T'in I,

und Z, = 1 <= das Teilchen ist zur Zeit T" auBerhalb von I'. Folglich ist, falls

P(C2) = 0ist, E(Z5) = P(Z5, = 1) = / J - U do die Wahrscheinlichkeit, da8
b))

sig sig
das Teilchen zur Zeit T auflerhalb des Gebietes I ist.

6 Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist [y, |.J-U|do < oo, vgl. den Beweis von Lemma, 2.17.
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2.4 Ein Existenzsatz

In diesem Abschnitt beweisen wir unseren zentralen Satz iiber die Existenz glo-
baler Losungen der Bohmschen Mechanik. Zusétzlich zu den Annahmen A1-A3
(vgl. Abschnitt 2.1.2) bendétigen wir die folgenden Voraussetzungen:

T
A4: Fiir alle T > 0 sei / / V4|2 dg dt < o0;
0 Q

A5: S |J S8, wobei m < oo sei und die S; (d — 3)-dimensionale Hyperebenen
=1
seien.

Satz 2.20 Es gelte A1-A5. Dann ist P(1 < 00) = 0.

Die (d — 3)-dimensionale Hyperebene S; kann dargestellt werden als §; = {y; =
a;}, wobei y; die Projektion auf Sj* bezeichnet, d.h. die Abbildung IR — IR?, ¢ —
(q-vyi,q-y?, q-vy}) mit den drei orthogonalen Einheitsvektoren v}, y?, v, die
senkrecht auf der Hyperebene S; stehen, und a; € IR? ist eine Konstante.

Die Bedingung A5 an die Form von & = 0 ist sehr natiirlich im (v = 3)-
dimensionalen physikalischen Raum. Fiir ein Zentralpotential — wie der erste
Term von (1.5) — ist §; = {q; = 0}, und fiir ein Paarwechselwirkungspotential
— wie (1.4) und der zweite Term von (1.5) — ist §, = {q; — q; = 0} fur
1 <1i < j < N.Man beachte, dafl im Fall d = vN < 3 die Bedingung A5 S =
verlangt.

Lemma 2.21 Unter der Annahme A5 ist Q¢ = 0f).

Beweis Man iiberzeugt sich leicht davon, daB fiir ein S, das A5 erfiillt, IR? \'S
wegzusammenhingend ist. Deshalb ist IR? \ @ = ), denn sonst wire IR? \ S

darstellbar als Vereinigung der beiden nichtleeren disjunkten offenen Mengen €2
und IR\ Q. O

Folglich brauchen wir — wenn A5 gilt — zwischen L*(Q) und L?(IR%) nicht zu
unterscheiden. Fiir ¢ € Q(H,) gilt

(Vi), Vo) < M (¢, Hytp) mit M := hzzmax(ml, N (2.28)

Die Bedingung A4 der ,endlichen integrierten kinetischen Energie“ kann erfiillt
werden, indem die quadratische Form (Vi);, Vi) < M (¢, Hytpy) durch die Form
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(¢, H1py) beschrankt wird, die endlich und zeitunabhéngig ist fiir ¢y (und folglich
;) aus dem Formdefinitionsbereich Q(H)(D D(H) D C*(H)) des Hamiltonope-
rators H. Dies gelingt unter der Bedingung A2, die A2 ersetzt, an das Potential
und fiir eine spezielle selbstadjungierte Erweiterung, namlich die Formsumme
(vgl. Abschnitt 2.1.1 und Korollar 2.1).

A2V =V +V,, V] € C™(Q) sei nach unten beschrankt, V, € C*°(Q) sei Hy-
formbeschréinkt mit relativer Schranke @ < 1, und H sei die Formsumme
Hy+V.

Korollar 2.22 Fs gelte A1, A2', A3 und A5. Dann ist P(1 < o0) = 0.

Beweis Mit Satz 2.20 ist nur A4 zu zeigen. V5 ist Hy-formbeschrinkt, d.h.
Q(Hy) C Q(V,) und fiir ¢ € Q(H,) existieren Konstanten a,b € IR so dafl

(10, Vab)| < a(v, Hov) + b(1p, ¥).

Weil fiir alle ¢ € Q Vi(q) > —c¢, ¢ € R, erhalten wir fiir v € Q(H) = Q(Hy) N
Q(V1), daB

(1 —a)(¥, Hoy) < (v, (Ho+ V2)¥) + b(th,9)
< (@, (Ho+ Vi +Va)y) + (@, ¥) + b(1p, )

= (W, H) + b+ ) (¢, ).
Folglich gilt mit a < 1, da8 fur ¢y € Q(H) C Q(Hp) und alle ¢

1 1 b+c
M(thath> < (¢4, Hothy) < - a(wt:}hﬁt) Tz a(wt,%)
1 b
= (o, Heho) + 1 [l
Es folgt A4. O

Wir zeigen, daB fiir die in Korollar 2.22 betrachtete Klasse von Potentialen der
Hamiltonoperator reell ist.

Lemma 2.23 Die nach unten beschrinkte abgeschlossene quadratische Form q
mit dichtem Formdefinitionsbereich Q(q) erfiille

(i) CQ(q) = Q(q), wobei C die komplexe Konjugation bezeichne, und

(i) q(C¢,CY) = q(¢™, ") = (a(, ¥))" = Cq(o, ¥).

Dann ist der assoziierte selbstadjungierte Operator A reell.

39



Beweis Es gilt D(A) = {¢ € Q(¢) : 3¢ € H mit q(¢, ) = (p,) fiir alle ¢ €
Q(¢)}, und A¢p = ¢. Sei ¢ € D(A). Zu zeigen ist ¢* € D(A) und A¢* = (Ag)*.
Dies ist offensichtlich mit (¢*) = (¢)*. O

Man konnte g als , konjugationsinvariant® bezeichnen; der Begriff | reell“, der
die Analogie dieser Eigenschaft zur Eigenschaft eines Operators, reell zu sein,
ausdriickt, ist fiir quadratische Formen bereits belegt. Die quadratischen Formen
qu, und gy; erfiillen offensichtlich (i) und (ii), und damit erfiillt auch ihre Summe
qu = qu, + qv, + qu, mit Q(H) = Q(Hy) N Q(V}) die Bedingungen (i) und (ii).
Mit Bemerkung 2.8 folgt, dal unter den Voraussetzungen von Korollar 2.22 auch
P(7~ > —o0) = 0 gilt, d.h. zur Bohmschen Gleichung (1.2) existieren eindeutige
und globale Losungen fiir P-fast alle Anfangskonfigurationen Q.

Bemerkung 2.24 Globale Existenz der Bohmschen Bahnen gilt folglich fiir ei-
ne sehr grofie Klasse von Potentialen: Es sind (vgl. Abschnitt 2.1.1) Paarwech-
selwirkungspotentiale der Form = mit 0 < a < 2 enthalten und deshalb das
physikalisch interessante Potential der N-Teilchen-Coulombwechselwirkung mit
beliebigen Massen und Ladungen (1.4) und das atomare Potential (1.5). (Die
Klasse der Hy-formbeschrankten Potentiale enthilt die besser bekannte Klasse
der Hy-(Operator-)beschréankten Potentiale (vgl. Abschnitt 2.1.1), in der bereits
die N-Teilchen-Coulombwechselwirkung enthalten ist.) Natiirlich sind auch alle
Potentiale, die durch eines der oben beschriebenen Potentiale beschriankt sind, wie
beispielsweise eine abgeschirmte Coulombwechselwirkung, zugelassen. Zusétzlich
sind beliebige nach unten beschréankte Potentiale enthalten: Wichtige Beispiele
sind das harmonische Potential und beliebig starke abstoende (positive) Poten-
tiale.

Bemerkung 2.25 Die Klassen von Potentialen bzw. Hamiltonoperatoren, fiir
die wir in Satz 2.20 und Korollar 2.22 globale Existenz der Bohmschen Bahnen
zeigen, sind also sehr umfassend. Trotzdem kann man sofort sehen, daf§ die Vor-
aussetzungen nicht notwendig sind: Wie bereits erwahnt, ist H,,;, insbesondere
fiir V= —1/r, Q = R*\ {0} (das , Wasserstoffatom*) nicht wesentlich selbstad-
jungiert. Fiir eine bestimmte selbstadjungierte Erweiterung — die Formsumme
— existieren globale Losungen von (1.2) fiir alle ¢y € C*°(H) und P-fast alle
Anfangskonfigurationen Qg geméf Korollar 2.22. Es gibt jedoch (unendlich viele)
andere selbstadjungierte Erweiterungen. Wenn man Kugelkoordinaten einfiihrt
und den radialen Teil des Hamiltonoperators zum Drehimpuls [ = 0 untersucht,
so findet man Eigenfunktionen der anderen selbstadjungierten Erweiterungen, de-
ren Eigenwerte tiefer liegen als diejenigen von Eigenfunktionen der Formsumme.
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! im Unterschied zu den

Eigenfunktionen der Formsumme, die bei r = 0 endlich sind [J6Re]. Fiir diese

Diese Eigenfunktionen divergieren bei r = 0 wie ¢ ~ r~

(reellen) Eigenfunktionen ist v¥ = 0, die Losungen der Bohmschen Gleichung
(1.2) existieren also trivialerweise global, aber die Bedingungen A2’ bzw. A4 sind
verletzt (letztere weil 1/ ~ r=2 bei r = 0, folglich ist V¢ ¢ L?(IR?)).

Beweis von Satz 2.20 Wir zeigen (2.16) — fir alle 7 > 0, P(t1 <T) =0 —
entsprechend der in Abschnitt 2.3 erlduterten Vorgehensweise.

Zunichst wihlen wir geeignete Mengen N, 8% und K". Fiir € > 0 setzen wir

N€ = U C(k), (2.29)
k:Ce (k) NN #£0

wobei (C¢(k))ren eine Zerlegung von Konfigurationsraum-Zeit in abgeschlossene
Wiirfel mit Seitenlédnge e ist, deren Wiirfelkanten mit den Richtungen der ka-
nonischen Basisvektoren des IR*™! zusammenfallen mogen. Fir S° wihlen wir
eine 6-Umgebung von S mit d = (dy,...,d,,) € (RY)™ (wir erinnern daran, dafl
Sc S mitS ={y;=a})

=1
S =S St i={ge R dist(q, &) < 8} = {lyi — al <8}
=1

Um das Entweichen nach Unendlich zu kontrollieren, wéhlen wir offene Kugeln
mit Radien r € IR™

Kr:={qgeR":|q| <r}.

Hiermit erfiillt G die Bedingungen von Korollar 2.11. Mithilfe von (2.17), (2.19)
und (2.26) erhalten wir, daf$ fiir alle 7> 0

P(r<T) < P(G\G) + P(r" < T)
< PG\ G’ + P(XT € (oK™ x [0,T])NG)
+ P(XT € (08 x [0,T))NG) + P(X" € ON N Gyp)
< PG\ G + I(r) + S(6) 4+ N(e,6,7). (2.30)

Das Verschwinden der vier Terme auf der rechten Seite von (2.30) im Limes
€ — 0,0 — 0 und r — oo ist Inhalt der folgenden Lemmata, deren Beweise wir
nachstellen:
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Lemma 2.26 Unter den Annahmen A1-A3 gilt

lim P(Go\ G) =0,

e—0, 6—0, r—oo

unabhdngig von der Reihenfolge der Limesbildung.

Lemma 2.27 FEs gelte A1-A4. Dann existiert fir alle T > 0 eine Folge (7g)ren
mit ry — oo wenn k — oo, fir die gilt

lim I(ry) = 0.

k—o0

Lemma 2.28 FEs gelte A1-Ab und d > 3. Dann gibt es fiir alle T > 0 eine Folge
von (RT)™-Vektoren (§%)) e mit [0%)] — 0 wenn k — oo, fiir die gilt

lim S(6®) = 0.

k—o00
Lemma 2.29 FEs gelte A1-A3. Dann gilt fiir alle T > 0,7 < oo und § > 0

lim N(e, 6, 7) = 0.
e—0

Wir schliefen zunéchst den Beweis von Satz 2.20 ab. Wenn d > 3 ist, folgt aus
den Lemmata 2.26-2.29 daf die rechte Seite von (2.30) gegen 0 geht, wenn zuerst
der Limes € — 0 bei festen § > 0 und r < oo, danach § — 0 und r — oo entlang
der Folgen 6 und 7, in beliebiger Reihenfolge genommen wird. Wenn d < 3 ist,
dann ist nach Annahme A5 S = () und folglich S = 0. Lemmata 2.26, 2.27 und
2.29 zeigen, daf} die rechte Seite von (2.30) gegen 0 geht, wenn zunéchst der Limes
e — 0 bei festem r < oo und danach der Limes r — oo entlang r; genommen
wird. O

Beweis von Lemma 2.26 G5 = (K" N Q) \ (N US?) und deshalb ist
Go \ G = (Go \ K") U (Go N S®) U (Go N NE),
folglich gilt
P(Go\ G&) < P(Go \ K") + P(Go N S?) + P(Go NNE). (2.31)

P ist das Wahrscheinlichkeitsma$ mit der Dichte [1y]?, und die P-Nullmenge Ay
ist aufgrund der Stetigkeit von ¢, die laut Satz 2.2 aus A1-A3 folgt, abgeschlossen.
Damit folgt das Verschwinden der 3 Terme auf der rechten Seite von (2.31) im
Limes r — 00, 6 — 0 bzw. ¢ — 0 jeweils aus dem Satz von der majorisierten
Konvergenz. O
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Beweis von Lemma 2.27

I :/ JV(q) - Ul d
) = oo @ Ul do

T
= / / 159 (q) - u| dsdt / / 15 (q)| dsdt,
aicer 0 Jokrne

wobei ds das (d — 1)-dimensionale Oberflichenelement von K" und u das Ein-
heitsnormalenvektorfeld auf OK" bezeichnet. Man beachte nun (2.13): j¥ =

(3 %) und
| = f\w Vi) = 9Vi7| < *WI Vit < ] [Vt

mit p = i/ min(my, ..., my), folglich gilt [%| < ply| V| Damit ist
T -
D[ [l (Ve dsdt = pT(r),
0 Jokrne

Um zu zeigen, daB I(r) nach 0 geht entlang einer Folge (ry), zeigen wir eine
stirkere Aussage, ndmlich daf I(r) integrierbar iiber r € IR™ ist. Dies gilt, weil

/ I(r) dr das Volumenintegral von || |V,| ergibt, das wie folgt abgeschiitzt
0

werden kann:

/Oooi(r)dr = / /!wt| (V| dgdt < / [ (/ |th‘2dq)1 2dt

< /0 (1+/Q]Vz/1t|2dq) dt — T+/0 /Q]VWqu < o0,

wobei die erste Ungleichung die Schwarzsche Ungleichung ist (aus der Annahme
A4 folgt, daBl Vi, € L*(Q) fiir fast alle t), die zweite Ungleichung elementar ist
(mit A2 = ||¢¢]| = 1 fiir alle ¢), und die dritte Ungleichung wegen A4 gilt. Man
sieht nun leicht, daf es die behauptete Folge (ry)renw mit 7, — 0o wenn k — oo

gibt, entlang der I(r;) — 0. Denn I(r) ist positiv, folglich ist k<in£+1 I(r) =: i >
<r<

0. Es gibt also einen Punkt ri, k < r, < k+ 1 mit 45, < i(rk) < +27% Es gilt
Zi(rk)§22k+2 </ r)dr+1 < oo,
k=1 k=1

folglich ist I(ry) eine Nullfolge. O
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Beweis von Lemma 2.28 Wir werden die folgende Ungleichung verwenden:
fur ¢ € Q(Hp) und d > 3 ist

|9 2
S N </ V|2 dg. 2.32
/]Rd Ay, — ay|? 7= ]Rd‘ vhdg (232)

Dies folgt aus einer wohlbekannten Ungleichung, siche Lemma 4.3 im Anhang.

Wie im Beweis von Lemma 2.27 und mit 0S° C U s, S gilt

S() :/ T (q) - U| do = // ) - | dsdt
(8S% x[0,T])NG 5550

< V| dsdt =: Si(6
< ug/o Lo 1] 190 s ug /(8)

gl(él) iiber 0; = |y; — ay|: Aus der Definition von

Wl vyl
ly: — ay

erhélt. Mit Lemma 2.21, der Schwarzschen Ungleichung, Ungleichung (2.32) und

Wir integrieren nun
ly1 — ay|

S = {ly; — aj| < &} folgt, daB man das Volumenintegral von

Annahme A4 erhalt man

/0 581(51)6[5’ - / /’Yth \‘W‘dth - / /le |yz|1éta! Vel dadt

4 ¢ 2 1/2
< [ (L) ([, |wt|2dq) dt
o \/m!|y; —af?
T
< 2/ / VP dgdt < oo.
0 JR?

Weil 1/6; nicht integrierbar ist bei §, = 0, existiert fir jedes [ eine Folge
(5l(k))k€]N mit 5l(k) — 0 wenn k — oo, entlang welcher Sl(5l(k)) — 0: wegen
inf Si(0;) =: s > 0 gibt es einen Punkt 6l(k), e~ (kD) < 5l(k) < e ¥

e—(k+1)§5l<efk

mit gl(él(k)) < s +27%. Es gilt
S & & et dy 00 S, (6
ZSZ((Sl(k)) < Z(Slk+2_k):1+zslk/ fSl—f—/ l( l) do; < o0,
k=1 k=1 k=1 em(k+D) T 0 0y

folglich ist §l(5l(k)) eine Nullfolge. O

Zu den Beweisen von Lemmata 2.27 und 2.28 vergleiche auch Friedrichs ([Fri], S.
711f.), der in Zusammenhang mit der Untersuchung einer bestimmten selbstad-
jungierten Erweiterung — der sogenannten Friedrichs-Erweiterung — nach unten
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beschrénkter Operatoren auf d&hnliche Weise das Verschwinden von Randtermen
bei der Greenschen Formel zeigt. Zum Zusammenhang zwischen der Selbstad-
jungiertheit des Hamiltonoperators und der globalen Existenz der Bohmschen
Bahnen siehe Kapitel 3, insbesondere den Absatz um Gleichung (3.4).

Beweis von Lemma 2.29 Sein > 0 und ¢/ = (Vw, 1/’) Wir teilen den Teil

von N, der zur Fliche NN Gy 1y beitriigt, in zwei (nicht notwendig disjunkte)
Mengen

= |J C(k) und NE:= J C(k) mit

kel kel
Io:i={keIN:C(k)N{(g,t) : ¥(q,t) = 0, [¢'(q,t)| < m} NGy py # 0,
I = {k e N: C(k) N {(g,t) : (g, t) = 0, [/ (q,t)| > n} NGy # 0}
Dann gilt

N(e, o,7) = /é),/\/’émg‘W |JY(q) - U] do

[0,T7]

< JHg)ldo + [ 17" (q)|do 2.33
< P @ldr & [ 1T @)ldo (2:33)

Nach Satz 2.2 ist mit A1-A3 ¢ € C*(2x R). Auf dem Kompaktum g 6/12%(_7:1) -
Q x IR (vgl. (2.18)) existiert folglich eine globale Lipschitzkonstante L fiir 1’

min(dq, ..., 6p,) 1 :
) gilt
2v/d \@)g

und eine globale Schranke K fir |[¢/|. Fir € < min(

/\/'6 cg 6/12%(_7:{1) Sei also € < min

(min(51, vy Om) L)
2Vd T Vd

Wir betrachten zunéichst N<: Auf dieser Menge ist der FluB |.J¥| sehr klein. Wir
werden das Integral abschétzen, indem wir einfach eine geeignete Schranke an
|J¥| mit der gesamten Oberfliche aller Wiirfel in g[“/ij]” multiplizieren. In
jedem e-Wiirfel C° von N gibt es einen Punkt (¢*,¢*) € N mit [¢'(¢*, t*)| < n.

Deshalb gilt in jedem e-Wiirfel von N und folglich fiir alle (¢,t) € N<
[ (@ )] <n+ Lvd+1e.

Hieraus folgt, da8 ¢ in jedem e-Wiirfel von N< und folglich fiir alle (¢,t) € N<
beschrénkt ist durch

(g, t)| < (n+ LVd + 1e)Vd + 1e =: cime + co€’.
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Der Fluf} ist beschrankt durch

[T = (0P + 15417 < [P+ 157 < TP+ ul] Ve, (2.34)
< (eme + c2€®)? + p(ene + coe®)(n + LV d + 1e).

Um die Oberflache von N ¢ zu beschrianken, zadhlen wir einfach die Oberflachen

(6/2(+1) 3o

aller e-Wiirfel in g[(‘s/f}ﬁ] ) zusammen. Die Anzahl von e-Wiirfeln in Q ST

beschriinkt durch c3/e?™! mit
cs(r, T,d) = (T +2)(2r +2)°,
und die Oberfliche eines einzelnen Wiirfels ist gleich 2(d + 1)e?. Folglich ist

ONe| < 2(d+1)cs
<l = . ,

und insgesamt ergibt sich

/ J¥lde < |ONE| sup|J?| (2.35)
oNe N

< 2(d+ 1)cs (

(c1ne + co€®)? + peine + cae?)(n + LVd + 16)).

Nun betrachten wir die Menge N<. Auf dieser Menge kénnen wir die Grofie
der Flache ONE beschrinken. Wir benétigen eine weitere Einteilung der
Konfigurationsraum-Zeit in Wiirfel (C7(k))renw der Kantenlénge 7, deren Seiten
parallel zu den Seiten der C'*-Wiirfel orientiert seien. Wahle v so klein, daf} jeder

C"-Wiirfel, der einen nichtleeren Schnitt mit N hat, vollstdndig in Q[(6/12Tf:]1)

] . /min(dy, ..., o) 1 } . .

liegt, d.h. v < m1n< S —€,— — e). wird spéter proportional zu
8 g N Nz (v péter prop

n gewdhlt, und wir werden den Limes ¢ — 0 vor dem Limes n — 0 nehmen.
Deshalb ist schliellich v > e.)

Man betrachte den k-ten y-Wiirfel C7(k). Wenn C7(k) einen nichtleeren Schnitt
mit NS hat, gibt es einen Punkt (¢*,t*) € N N CY(k) mit |[¢'(¢*,t*)| > n, wobei
CY(k) :== {(q,t) : dist((g,t),C7(k)) < €} die e-Umgebung von C?(k) bezeichnet.
|V (q*, t*)| > n impliziert mit 1; := Ret und ¢y := Im ¢

WL(q*, )| > \;’5 fiir i = 1 oder fiir i = 2.

Wir zeigen nun, daf} in jedem v-Wiirfel die Anzahl von e-Wiirfeln in N verglichen

mit (y/€)?*! klein ist. Sei e; der Basisvektor von IR*™, der der Richtung von
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Yi(q*,t*) am néchsten kommt, d.h. der, fiir den |ex - ¥}(¢*, t*)| maximal ist. Es
gilt
Ui

|6k'¢;<q*7t*)| > )
20d+1)

und folglich gilt fur alle (¢,t) € C?(k)

lex - (g, )| > —— — LA+ (7 + 2e).

2(d+1)
(Hierfiir muf3 natiirlich + so klein sein, da§ die C?-Wiirfel vollsténdig in Q[(6/12Tf:]1)
liegen.) Wir wihlen nun 7 so dafl Lv/'d + 1(y+2¢) = #, d.h. v = eyn—2¢
2./2(d + 1)
mit ¢4 : (2L\/_(d + 1)) . Dann gilt fur alle (q,t) € C2(k)
/ Ui
lex - bilg, t)] > ——. (2.36)
2./2(d + 1)

Seien = und y zwei Raumzeitpunkte in C7(k) NN mit ¢(y) = 0 und z —y =
lex,l > 0. Dann gilt zum einen

zum anderen folgt aus dem Mittelwertsatz unter Beachtung von (2.36), dafl

In i )

[Yi(z)| > 2o d T D) Durch Vergleich folgt | < 2K+/2(d + 1)e/n =: cse/n. Die
Anzahl der e-Wiirfel in Richtung von ey is demnach beschrinkt durch c5/n + 1.
(Man kann sogar argumentieren, daf} es in Richtung von e, hochstens endlich
viele e-Wiirfel in C7(k) N N gibt, unabhéngig von 7, aber abhiéingig von der
Dimension d.)

In den tibrigen d Richtungen ist die Anzahl beschriankt durch (/€)+2. Die Anzahl
von y-Wiirfeln in 9[5/12Tf{]1 ist beschriankt durch c3/y?*!. Hieraus erhalten wir
eine Schranke an die Oberfldche von N<

¢ Cq7) C3 d
< 1 —_—D 1
oM=< (77 " ) ( € ) (can — 2€)d+1 (d+1)e

|J¥| kann wie in (2.34) beschrinkt werden, wenn man die globale Schranke K fiir
4’| heranzieht: es ist

|JY| < K*(d+ 1)€® + pK2Vd + 1e
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auf N<. Folglich gilt

/ |J¢|d0 (2.37)
N
= cany ! c df 12 2 2
< (@) (SY O ad e (K D+ pK AT )
a <77 i ) ( € ) (cqn — 2€)4+1 (d+1)e ( (d+1)e* + p \/Te)

Aus (2.35) und (2.37) folgt, wenn wir zundchst € — 0 und dann n — 0 gehen

lassen (oder wenn wir n = €* wihlen mit 0 < a < 1/2), unter Beachtung von

(2.33) lir% N(e, 9,7) = 0. O
e—

2.5 Bemerkungen

Bemerkung 2.30 Wir haben gezeigt, daf§ die Menge von , schlechten“ Anfangs-
werten B := {qo € Gy : 7(qo) < 0o} im Hinblick auf ihre Wahrscheinlichkeit ver-
nachlassigbar ist: P(B) = 0. Insbesondere ist B auch eine Lebesgue-Nullmenge in
Go. Ein topologischer Begriff von Vernachlassigbarkeit ist der der ersten Katego-
rie: Die Menge B heifit von erster Kategorie in Gy, wenn sie in einer abzidhlbaren
Vereinigung nirgends dichter Mengen in G, enthalten ist. Das Komplement einer
Menge von erster Kategorie wird oft ,,generisch“ oder ,residual® genannt ([RSI],
S. 85f.). Im allgemeinen fallen der mafitheoretische und der topologische Begriff
von Vernachléssigbarkeit auseinander: eine Menge vom Mafl Null kann generisch
sein. Fiir Losungen einer gewohnlichen Differentialgleichung folgt jedoch unmit-
telbar aus dem Satz iiber die stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten (vgl.
auch [Saal), daB die fast sichere globale Existenz die generische globale Existenz
impliziert:

Lemma 2.31 P(B) = 0= B ist von erster Kategorie in Gy.

Beweis Die Behauptung folgt aus B = |J{q € Go : 7(¢0) < t}, denn die
teN

Mengen B; := {qo € Go : 7(q) < t} = Gy \ D sind abgeschlossen in Gy (vgl.

Abschnitt 2.2.1) und nirgends dicht in Gy. (Wére B, nicht nirgends dicht in Gy,

so giibe es eine offene Kugel U, C B;. Weil aber die Dichte [¢|> > 0 ist auf Gy,

wire P(B;) > P(U,) > 0, im Widerspruch zu P(B;) < P(B) = 0.) a

Bemerkung 2.32 Weil jede Trajektorie in der Zusammenhangskomponente von
G bleibt, in der sie startet, impliziert unser Resultat die Erhaltung der [+;|*-Wahr-
scheinlichkeit in jeder Zusammenhangskomponente von G getrennt.
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Bemerkung 2.33 Unter den Annahmen von Korollar 2.22 folgt, daf} falls
¥ = 0 auf dem Rand einer beschrinkten offenen (nichtleeren) Teilmenge K der
Konfigurationsraum-Zeit wére (wobei ein Stiick des Randes, das in einem einzigen
t-Schnitt liegt, ausgenommen sein kann), dann miifite tatsiachlich auch im Innern
dieser Menge v = 0 sein. Dies kann aber, zumindest wenn V' reell analytisch
ist in €, tatséchlich gar nicht vorkommen, denn dann miifite 1) schon auf einem
ganzen Streifen Q(K)x]ty, t5], wobei Q(K) die Zusammenhangskomponente von
Q, in der K liegt, bezeichnet, gleich Null sein — wenn K eine Umgebung von
{q} x]t1, t2] enthélt, dann verschwindet ¢ identisch auf Q(K) x|y, t5] (vgl. [Raul,
S. 98) — im Widerspruch zur Unitaritét der Zeitentwicklung.

Bemerkung 2.34 Wir haben gezeigt, dafl unter bestimmten Bedingungen an
die Anfangswellenfunktion und den Hamiltonoperator Bohmsche Teilchenbahnen
als Losungen von (1.2) global fiir P-fast alle Anfangskonfigurationen existieren.
In Beispiel 1.1 in der Einleitung haben wir bereits ein Beispiel dafiir gegeben,
dafl dieses Resultat im allgemeinen (unter den Bedingungen von Satz 2.20 oder
Korollar 2.22) nicht fiir alle Anfangskonfigurationen gelten kann. In dem gege-
benen Beispiel ist jedoch die Dynamik eindeutig zu einer globalen Abbildung
Q : R* = IR, (q,t) — Q.(q) fortsetzbar. Es gibt 3 stetige Trajektorien, die pe-
riodisch in Nullstellen der Wellenfunktion laufen, und alle anderen Trajektorien
sind globale Losungen von (1.2). Wie regulér ist eine auf diese Weise fortgesetzte
Abbildung Q;(q) bei N'? Es folgen zwei Beispiele zur (fehlenden) Regularitéit in
q bei festem ¢ und eines zur (fehlenden) Regularitét in ¢ bei festem g.

Beispiel 2.35 Man betrachte den harmonischen Oszillator in 3 Dimensionen
1 1
(mit h =m=w=1) H = —§A+ §(p2 + 2%) und nehme den (n = 0,1 =

1)-Zustand (g, t) = pe=P*+2°)/2¢iee=5it/2 iy Zylinderkoordinaten. Die Wellen-
funktion hat Nullstellen bei p = 0, d.h. auf der z-Achse. Die Teilchen kreisen um

d 1 t
die z-Achse mit Winkelgeschwindigkeit d—f = —, Qt(po, Yo, 20) = (po, o+ —5, %0)
Po Po

fiir pp > 0. Die Abbildung ) kann zu einer stetigen Abbildung fortgesetzt werden,
die jedoch bei p = 0 nicht nach den Ortskoordinaten differenzierbar ist, indem
man definiert Q¢(po = 0, @0, 20) = (0, o, o) fur alle ¢.

Beispiel 2.36 Man kann sogar ein Beispiel angeben, fiir das die fortgesetzte
Abbildung nicht stetig in ¢ bei festem t ist: Man betrachte freie Bewegung in
einer Dimension mit einer Anfangswellenfunktion 1y, die eine gerade, (reelle,
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positive) und unendlich oft differenzierbare Funktion von ¢ ist, und deren Tréger
in [—b, —a] U[a,b] mit 0 < a < b < oo liegt. 1y € C*(Hy), und ¥ ist eine gerade
Funktion von ¢ fiir alle ¢. Deshalb ist das Geschwindigkeitsfeld eine ungerade
Funktion von ¢, und @Q;(0) = 0 fur alle ¢ ist eine mogliche Trajektorie. Es gibt
eine Zeit ¢; mit ¢y, (0) # 0. Wenn man diese Zeit als Anfangszeit wéhlt, ist die
Abbildung @ unstetig in ¢ fiir ¢ = —t;, vgl. Abbildung 2.3. (Dies gilt fiir jede
Fortsetzung der Dynamik!)

Beispiel 2.37 Zur Untersuchung der Regularitét in ¢ bei festem ¢, d.h. der Regu-
laritdt der Trajektorien, untersuchen wir das Beispiel 1.1 mit der Wellenfunktion
(1.8) noch einmal genauer. Wenn man eine Bahn analysiert, die durch den Knoten
bei ¢ = 1, t = 0 lduft, findet man, daB sie lokal die Form hat Q,(1) = (3t%/4)"/?41,
d.h. sie ist nicht differenzierbar bei t = 0, vgl. Abbildung 2.4. Dies kann bei-
spielsweise am Flufl durch ¢ = 1, ¢ = 0 oder, auf dasselbe hinauslaufend, an
der Definition (3.1) (vgl. Abschnitt 3) fiir die Trajektorien als Hohenlinien der

q
Funktion F(q,t) = / |¢;|* dz abgelesen werden. Dieses Verhalten von Trajek-

torien, die in einer Dimension durch eine Nullstelle bei (¢*,t*) laufen, ist in der
Tat typisch. Denn wenn ¥(q,t*) ~ az® mit £ > 1 und 2 = ¢ — ¢*, dann ist

F
F(g.1%) ~ F(g',1%) +ar1 0 = [af/(2k+1), und 5 (g, 1) = 7 (g) ~ ba™

Deshalb ist F'(q,t) ~ F(q*,t*) + az®**1 + ba?s + ¢s? mit s = ¢t — t* in der Um-
gebung der Nullstelle der Wellenfunktion. Die Hohenlinie F'(q,t) = F(q*, t*) hat
fiir ¢ # 0 folglich lokal die Form z ~ (—cs?/a)"/ 1),

Bemerkung 2.38 Die Wahrscheinlichkeit, die Nullstellen der Wellenfunktion zu
erreichen,

P({qe Gy : X7 c oN°N gﬁ{T]}) mit X7 = (Quinreor 1) min(7", T)),

kann auch auf eine andere Art abgeschiitzt werden, in die das Flulintegralar-
gument aus Abschnitt 2.3.2 nicht eingeht. Die Voraussetzungen dieses Lemmas
verglichen mit dem entsprechenden Lemma 2.29 sind stérker, aber das Resultat
ist ebenfalls stiarker, denn die Konvergenz der Wahrscheinlichkeit, die Nullstellen
der Wellenfunktion zu erreichen, gegen 0 im Limes € — 0 ist gleichméflig in 6 und
T.

Lemma 2.39 FEs gelte A1-A4. Dann gilt gleichmdfig in & und r fir alle T > 0

limP({g € G5 : X" € ON“ N Giyn}) = 0.
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a b q
1

Abbildung 2.3 Skizze des Verlaufs der Bohmschen Bahnen in einer Dimension
fiir die in Beispiel 2.36 betrachtete Wellenfunktion.

1 T
0 /2 ®
-1 0

0 1 -2

2 q 0 2 q

Abbildung 2.4 Skizze des Verlaufs der Bohmschen Bahnen — der Hohenlinien
von F' — fiir die in Beispiel 2.37 betrachtete Wellenfunktion. Links ist auf die
Umgebung einer Nullstelle bei ¢ = 1, t = 0, rechts auf die einer Nullstelle bei
q =0, t = 7/2 fokussiert.
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Fiir den Beweis dieses Lemmas wahlen wir fiir e > 0

N={(q,;t) e QxR : |[¢(q)| < €} (2.38)

(Man beachte, dal diese Menge nicht notwendig eine glatte Oberflache hat!) Satz
2.20 kann auch mit diesem Lemma anstelle von Lemma 2.29 bewiesen werden.
Der entsprechende Teil von Lemma 2.26 folgt ebenfalls aus dem Satz von der ma-
jorisierten Konvergenz. In (2.30) wird natiirlich der Term P(X ™" € ON“NGf 1)
nicht durch das FluBiintegral N(e, 0, 7) ersetzt. Die Reihenfolge der leesblldung
spielt dann keine Rolle.

Der Beweis von Lemma 2.39 ist analog zu dem Beweis von Nelson fiir das ver-
gleichbare Problem in stochastischer Mechanik ([Nel85], §15): Man sucht eine
Funktion auf dem Konfigurationsraum, die unendlich wird, wenn die Trajektorie
in eine Nullstelle der Wellenfunktion lauft, und fiir die man eine a-priori-Schranke
hat, die es gestattet, die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis zu kontrollieren.
Die Funktion, die sich hierfiir anbietet, ist log |1, die ,, Entropie®.

Beweis von Lemma 2.39 Wir stellen zunéchst die formale Abschétzung dar,
ohne auf das Problem einzugehen, daf die Losungskurve Q;(q), die bei ¢ beginnt,
moglicherweise nicht fiir alle Zeiten existiert. Aus A1-A3 folgt mit Satz 2.2, dafl
P € C*(Q x R) ist. E bezeichne den Erwartungswert beziiglich des Mafles P.
Wir berechnen fiir beliebige T" > 0

(llong Qr)| _10g|¢0” = E(‘/ 10g|¢t(Qt)|dtD =
E( /T<1 1 9(Qu)]? + Ve (Qr) ,th(Qt)> dtD <

2|9(Q))2 Ot [9:(Q1)|
Tl 1 [aln(Q)P Vo (Q)?
/oE<2|¢t<czt>| o )d”/ ( 0 Qt>|2>dt’ (2:39)

wobel in den letzten Term die Schranken

Vgl <[V¢l und 0¥ < p (2.40)

5

cingegangen sind. Wegen der Aquivarianz von [¢[? (2.15) gilt E( ft(Qt)) =
/ 10:(q)|? f:(q) dg. Wir erhalten fiir die rechte Seite von (2.39)
Q

L

T
dth+u/0 /Q|Vz/)t(q)|2dth. (2.41)
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aW’t(Q)P

ot Uy (@) H(q) — wt(Q)Hw:(Q)‘- Wegen der

Schwarzschen Ungleichung ist der erste Term von (2.41) beschriankt durch

Wir ersetzen

1
durch —
urch -

1 /T T
o [ Il de = 1 | Heoll < o0,
h Jo h

und der zweite Term ist beschrankt fiir jedes T' < oo aufgrund von Annahme A4.

Nun miissen wir lediglich den Prozel noch rechtzeitig abbrechen. Fiir ¢ > 0 sei
or . Ger U {1} — G U {1} definiert durch

eor Qi(q) fiir t < 797(q)

" (q) :={ P it > ror(g). (2.42)

Zur Vollstindigkeit setzen wir Q%" (1) = t fiir alle t > 0. Wir betrachten nun das
Wahrscheinlichkeitsmafl Pg?" auf G U {1} mit der Dichte

P (q) = |olq)®  fiir g € G5

(und natiirlich P (1) = 1 — / S p (q) dq). Das Bildma8 des Prozesses Q"
Gg

bezeichnen wir mit P& := P o (Q7)~1. Man zeigt wie in Abschnitt 2.2.2, daf}
es die Dichte
P = lf? aut Q(GET) NG (2.43)

hat. Aus der Definition von A€ (2.38) folgt
(g€ G X € ON NG} = lae G [W(X™T)| = ).

Weil wir  und r festhalten werden und die Abschéitzungen unabhéingig von ¢

eor

und 7 sind, werden wir auf die Indizes § und r an Q*", G und p®" verzichten.

Wir betrachten nun fiir ¢ € G§ und ¢t > 0
Di(q) = 108 [Yumin(re(q).0) (Quin(re(a) 1) (2))| — 108 [0 (9)]
und Dg (1) := 0. Damit ist mit K (e) := —loge
{aeds: (x| =¢} c {ged: |loglp(XT)|| > K(e)}

{0 €G5:1D7| + [log |¢ol| = K(e)}

-
c {a€G5: D7l = K(e)/2} U{q € G : [log [vol| = K (e)/2}.
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Wir werden zeigen, dafl gleichméBig in e

hrn P({q € Gy :|Dy(q)] > K}) = 0. (2.44)
Dann folgt die Behauptung, denn es gilt auch
Jim P({q € G [log [do(q)l| > K}) = 0
gleichméBig in € (mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz). Es ist
T 9 T
q) = / 5 Dil@)dt = / froQilq)dt
0o Ot 0
mit

B . wt f E'
2l (y))> ot + ¥ (v)] v (y) firy € G

Aus der Markovschen Ungleichung erhalten wir

0 firy=r7
fily) = { 11 9y(w)® | Viv(y) iy

P({g e G Do) > K}) < lzl(E(ng8 /OT foQiat]).  (245)

Man beachte nun, da§ P = F§ auf G§, und dal D7 = 0 und f; = 0 in {. Dann
folgt aus der Definition von pj als Bilddichte von )j auf G;, dafl die rechte Seite
von (2.45) beschriankt ist durch

T
f1< /0 [; pi(a) | fe(q)| dg dt.

Wegen (2.43), der Abschétzung (2.40) (die auf Gi gilt!) und der Positivitét des
Integranden erhalten wir schliellich

P({qegs-|De<>|>K}>s
<L W dgde+p [ [ IVo@P dadr). (240

Die Klammer auf der rechten Seite ist (2.41). Aufgrund von Annahme A4 ist
(2.41) endlich, und folglich geht die rechte Seite von (2.46) gegen Null mit K — oo
gleichméBig in €, § und r. Damit ist Lemma 2.39 bewiesen. O
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Kapitel 3

Globale Existenz der Teilchen-
bahnen und Selbstadjungiertheit
des Hamiltonoperators

3.1 Ein Existenzsatz fiir Bohmsche Mechanik in

einer Dimension

In Korollar 2.22 wurde die (fast sichere) globale Existenz von Losungen der
Bohmschen Mechanik gezeigt unter der Bedingung, dafl der Hamiltonoperator
die Formsumme Hy + V ist, und unter Bedingungen an das Potential V', die
insbesondere dazu fithren, dafl die betrachteten Hamiltonoperatoren nach un-
ten beschrankt sind. Damit sind zwar, vgl. Bemerkung 2.24, die physikalisch
interessantesten Fiélle abgedeckt, aber diese Bedingungen sind sicherlich nicht
notwendig, vgl. Bemerkung 2.25. Fiir den Fall eines Teilchens, das sich auf der
Halbgeraden 2 = (0, c0) bewegt, beweisen wir — fiir eine gewisse Klasse von Po-
tentialen — die (fast sichere) globale Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
der Bohmschen Gleichung (1.2) fiir beliebige selbstadjungierte Erweiterungen von
Hyin (2.2), die nach unten unbeschréinkt sein konnen.

Satz 3.1 Es sei )= (0,00), V€ C>®(Q), und Hy+V sei im Grenzpunktfall bei
Unendlich. Es gelte A2 und A3. Dann ist P(1 < o0) = 0.

Fiir Potentiale, fiir die es k,c > 0 gibt, so dal V(r) > —kr? fiir r > c gilt, ist
Hy 4V im Grenzpunktfall bei Unendlich (siche z.B. [RSII], Thm. X.8).
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Beispiel 3.2 Fiir das Potential V' (q) = —% mit ¢ > 0 grof} genug ist der Hamil-
q

tonoperator H = Hy+ V nach unten (und oben) unbeschrénkt, im Grenzkreisfall
bei 0 und im Grenzpunktfall bei Unendlich (siche z.B. [RSII], Anhang zu Ab-
schnitt X.1). Folglich gibt es eine Ein-Parameter-Familie von (unbeschriankten)
selbstadjungierten Erweiterungen von H,,,. Fiir alle diese Hamiltonoperatoren
existieren globale Losungen der Bohmschen Mechanik fiir P-fast alle Anfangsorte.

Wir fithren den Beweis von Satz 3.1 mithilfe einer anderen Definition fiir die
Teilchenbewegung in einer (Raum-)Dimension, 2 = (a,b) mit —co < a < b <
+00. Q¢(qo) sei implizit definiert durch

Qe(qo0) @
/a (o) Pda = / [to()[*da.

a

Q+(qo) ist wohldefiniert, falls

Flg.t):= [ @) de

streng monoton in ¢ ist. Dies ist nur an solchen Punkten nicht der Fall, an denen
in einer ganzen Umgebung ¢, = 0 ist. Um Q;(qo) fiir qo € €2 global zu definieren,
setzen wir (willkiirlich)

Qi(qo) :==min{q € Q: F(q,t) = F(q,0)} (3.1)

und Q¢(qo) = a falls F'(go,0) =0, Q:(qo) = b falls F'(gp,0) = 1 ist.

Beweis von Satz 3.1 Aus Satz 2.2 folgt, dal ¢» € C*°(Q2 x R) ist. Hieraus, und
aus der Stetigkeit des Skalarproduktes und L2-Differenzierbarkeit der Abbildung
t — 1, folgt, daf3

Plg.t) = [ 1l dz = (Lo, 1)

OF
stetig differenzierbar nach (g, t) ist. Es gilt B0 = [4(q)|* und
q

z = —j"(q) + lim j**(z) = —j%"(q).

OF(q,t) _ 7 0]en()?
N /0 8t d z—0

ot

Die letzte Gleichheit gilt, weil lim 3% () = 0 und folglich auch h_If(l) 3% () = 0ist
aufgrund der Voraussetzung, dafl H im Grenzpunktfall im Unendlichen ist (siche
z.B. [Wei], Abschnitt 8.4).
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Fiir alle t € IR und alle go € Go = Q \ Ny sei Q4(qo) definiert durch (3.1), also
als Hohenlinie von F. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt, dafl die
Abbildung t — Q:(qo) stetig differenzierbar ist fiir (qo, t) mit ¢:(Q+(qo)) # 0, und

d J Ut
daB Qo _ J (Qt>2 = ¥ (Q,) ist; d.h. @ 16st die Differentialgleichung (1.2)
dt (@)l

auf G = (2 x R) \ N. (3.1) stellt also eine Erweiterung (die sogar fiir alle ¢ € L?
moglich ist!) der Definition der Bohmschen Bahnen durch Gleichung (1.2) dar.

Man sieht der Definition (3.1) unmittelbar an, dal Q;(qo) € Q fir alle t € R
und alle g € Gy ist; denn fiir go € Gy gilt 0 < F(go,0) < 1, und F' ist stetig
mit F(0,¢) = 0 und qlL%lo F(q,t) = 1 fiir alle t. Die Trajektorien laufen also

nicht in die (einzige) mogliche Singularitét des Potentials S = {0} oder nach
Unendlich in endlicher Zeit. Nun mufl nur noch gezeigt werden, daf fiir P-fast
alle Anfangswerte qo 7(go) = sup{s > 0: Q¢(qo) € G fiir alle t < s} unendlich ist,
d.h. daf§ (1.2) globale Losungen fiir fast alle Anfangswerte hat. Wir gehen dhnlich
wie im Beweis von Satz 2.20 vor: Wir betrachten die e-Umgebung N¢ (2.29) und
setzen G¢ := (2 x R) \ N€ und G§ = Q \ N¢. Wir definieren fiir gy € G§ die
Stopzeit
7¢(qo) :=sup{s > 0: (Q+(q0),t) € G fiir alle t < s}.

Ahnlich wie in Korollar 2.11 zeigt man, da8

Vao € Gy : T(qo) < 00 = 7(q0) < 7(q0) und (Qre(qe), (o)) € G

Wir skizzieren das Argument: Unendlich kann kein Grenzpunkt von @); sein, wenn
T < oo ist, denn wegen der L2-Stetigkeit von ¢ + 1; geht F(q,t;) lings einer
Folge (qr. — 00, tx — 7€) nach 1. Deshalb ist L€ # (). Analog sieht man, dafl lings
einer Folge (qx — 0, tx — 7°) F(qk,tr) — 0 geht, folglich ist 0 ebenfalls kein
Grenzpunkt von ;. Es gilt also 7¢ < 7. Die Stetigkeit von @, fiir ¢ < 7 impliziert
(Qre, 7°) € OG°.

Es seilen nun 0 < T,r < oco. Wir setzen M, := OrgingF(r,t) und M, :=

max F(1/r,t). Wir wihlen gj so da8 F'(q5,0) = M, ist und g so daBl F'(g},0) =

0<t<T

M, ist. Wir setzen G5 := G5 N (g}, q5) (vergleiche Abbildung 3.1). Es gilt
{20 €Go:7(q) <T} C(Go\Gy)U{q e Gy : m(q) < T}, (3.2)
und deshalb ist
P({qo € Go: 7(q0) <T}) <P(Go\G5") + P({wo € G5" : 7°(a0) < T}).  (3.3)
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t F(q’t):Mr F(q’t)zlvrr

Abbildung 3.1 Die Menge G§" ist durch die punktierte Linie gekennzeichnet.
Die Bahnen, die in G starten, bleiben im Kompaktum [1/r,r] fir 0 < ¢ < T.
Die Bahn, die bei Q(T] startet — die Hohenlinie von F' = M, — bildet den linken
Abschlufl der in G§" startenden Bahnen; entsprechendes gilt fiir die Bahn, die bei
q; startet. Die Nullstellen der Wellenfunktion sind durch x gekennzeichnet, sie sind
jeweils von e-Wiirfeln umgeben. Es sind noch zwei weitere Bahnen eingezeichnet,
von denen eine bei 7¢ < T an einem Wiirfel von N¢ endet.

Um den ersten Term auf der rechten Seite von (3.3) zu beschrianken, betrachten
wir

P(Go\ G5") < P(NG) + P((qp, 00)) + P((0,qp))-
Diese 3 Terme verschwinden im Limes € — 0 bzw. r — oo.

Fiir alle ¢o € G§ bleibt die Trajektorie @ fiir 0 < ¢ < 7' in dem Kompaktum
[1/r,r]. Wie in Abschnitt 2.3 gilt daher mit

X (q) = (Qmin(Tf(qo),T)(QO)a min(7(qo), T))
fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von (3.2)
{go€GY :7(q) < T} C {eegy: X" eagn([1/r,r] x[0,T])}
= {@eqGy : X" eoN n(1/r,r] x[0,T])}

und damit

P({qgo € G : 7(q) < T}) < /

ONen([1/r,r]x[0,

1
|JY - Uldo = N(e,6 =~,r).
7)) r
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Lemma 2.29 (wobei Gy ) = [1/r,7] x [0, T] zu setzen ist) impliziert, daB fiir alle
0 < T,r < oo der zweite Term auf der rechten Seite von (3.3) gegen 0 geht mit
e — 0. Satz 3.1 ist folglich bewiesen, indem der Limes r — oo nach dem Limes
€ — 0 genommen wird. O

Bemerkung 3.3 Fiir die in diesem Satz 3.1 betrachtete Klasse von Potentialen
sind die Defektindizes des minimalen Hamiltonoperators gleich 1. Folglich sind
alle selbstadjungierten Erweiterungen reell (vgl. [RSII], S. 349), und damit folgt
die globale Existenz der Bohmschen Trajektorien auch in die negative Zeitrich-
tung geméafl Bemerkung 2.8.

3.2 Bemerkungen

3.4 Nun stellt sich die Frage, ob vielleicht fiir jeden selbstadjungierten Schrodin-
geroperator Losungen der Bohmschen Gleichung (1.2) global existieren. Dies ist
falsch, wie man beispielsweise an der freien (d.h. V' = 0) Bewegung eines Teilchens
im Intervall 2 = (0, 1) sechen kann. Es gibt zu Hy,;, eine 4-Parameter-Familie von
selbstadjungierten Erweiterungen, darunter solche, fiir die der Fluf} in die Rand-
punkte nicht verschwindet, j(0) = j(1) # 0. (Auch Potentiale auf Q = (0, c0),
fir die Hy + V' im Grenzkreisfall bei Unendlich ist, konnen als Beispiel dienen.)
Der ein- bzw. auslaufende Flufl von Teilchen bei 0 wird durch einen gleichgrolen
aus- bzw. einlaufenden Flufl bei 1 kompensiert. Damit bleibt die Gesamtwahr-
scheinlichkeit ||¢|| erhalten. (Natiirlich kann dieses Verhalten als Bewegung auf
einem Kreis mit einem ausgezeichneten Punkt interpretiert werden.) Im allgemei-
nen erreichen viele Teilchen den Rand von €2, so daf fast sichere globale Existenz
im Sinne von Losungen der Differentialgleichung (1.2) nicht erfiillt ist. Die Be-
wegung ist jedoch in offensichtlicher Weise fortsetzbar, so dafl die Trajektorien
stiickweise Losungen der Differentialgleichung sind, bis sie einen Randpunkt von
Q) erreichen. Die Bewegung wird dann vom anderen Randpunkt aus fortgesetzt.
|9|* ist eine dquivariante Dichte fiir diese Dynamik. Analog zu (3.1) kann die
Dynamik folgendermaflen beschrieben werden:

Q(qo) :==min{q : F(q,t) = F(go,0)}

mit

F(q,t) = (F(q, t) — /Otjs(()) ds) mod 1.
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Eine andere Moglichkeit, eine globale Dynamik fiir diesen Fall zu erhalten, be-
steht in der unmodifizierten Darstellung (3.1). In diesem Fall springen die Teil-
chen nicht von 1 nach 0 oder von 0 nach 1. Dies ist gleichzeitig ein Beispiel dafiir,
daf eine deterministische Dynamik, die vollig verschieden ist von der Bohmschen
7*(a) — j*(0)
[¥e(q)?
riante Dichte haben kann. (Wir erwarten jedoch, dal dann im allgemeinen die
Wahrscheinlichkeit, die Nullstellen der Wellenfunktion zu erreichen, nicht mehr

— (1.1) wird ersetzt durch v**(q) = — ebenfalls als dquiva-
(1.1) wird durch v¥*(q) benfalls |¢|? al i

0 sein wird. Jedenfalls ist der Beweis von Lemma 2.29 nicht iibertragbar.)

Man vermutet jedoch, dal Selbstadjungiertheit die (moglicherweise unstetige)
Fortsetzbarkeit von Losungen der Bohmschen Gleichung (1.2) impliziert, so daf
|4)|* eine dquivariante Dichte ist. Denn die Symmetrie des Hamiltonoperators
fithrt auf

5%0{%00( 05601@(‘7 (q) u) st 81@\85(] (Q) u) S)

mittels partieller Integration (Greensche Formel)
J v tHOdg— [ (Huyedg = —~in [ (¥ (3.4)

fir M = K"\&°. Das Verschwinden der Integrale iiber den absoluten Fluf im-
pliziert globale Existenz von Losungen der Bohmschen Mechanik: in endlicher
Zeit werden die Singularitdten des Geschwindigkeitsfeldes und Unendlich nicht
erreicht. Das Gleichgewicht der ein- und auslaufenden Fliisse bei Selbstadjun-
giertheit des Hamiltonoperators suggeriert Fortsetzbarkeit der Dynamik: manche
der Singularitéiten bzw. Unendlich sind Quellen, andere sind Senken.

3.5 Wenn wir einen Schrodingeroperator H auf einem Definitionsbereich be-
trachten, auf dem er nicht (wesentlich) selbstadjungiert ist, d.h. wo nicht
geniigend oder keine addquaten Randbedingungen gestellt werden, dann ist
zunéchst die Zeitentwicklung der Wellenfunktion nicht eindeutig: Es gibt unend-
lich viele verschiedene unitare Entwicklungen (die von verschiedenen selbstadjun-
gierten Erweiterungen induziert werden), und zusétzlich gibt es Halbgruppen, fiir
die ||1¢|| nicht erhalten bleibt.

Zweitens, (wesentliche) Selbstadjungiertheit ist dquivalent zu Ker(H* +14) = {0},
d.h. wenn H auf einem Definitionsbereich betrachtet wird, wo er symmetrisch,
aber nicht selbstadjungiert ist, hat H* imaginédre Eigenwerte. Zusammen mit der
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(rdumlichen) Regularitit von Eigenfunktionen des elliptischen Operators H* (bei
geniigend reguldrem Potential V') erhalten wir klassische Losungen der Schrodin-
gergleichung mit exponentiell fallender oder steigender Norm. Weil p = [+/|? nach
wie vor auf Z gilt (vgl. Korollar 2.7), fithren diese mit positiver Wahrscheinlichkeit
auf ,,Katastrophen“.

Dieses Problem ist nicht weithergeholt: Wie bereits erwéhnt, ist der Hamilton-
operator fiir ein Teilchen in einem Coulombfeld nicht wesentlich selbstadjungiert
auf dem , natiirlichen“ Definitionsbereich C$°(IR? \ {0}). Folglich ist die Zeitent-
wicklung von Wellenfunktionen nicht eindeutig definiert, und, schwerwiegender
noch, es gibt klassische Losungen der Schrodingergleichung, fiir die die Bohm-
schen Teilchen typischerweise in die Singularitidt des Potentials laufen! Wenn wir
verlangen, dafl Bohmsche Teilchenbahnen als Losungen von (1.2) global existie-
ren, kommen natiirlich nur selbstadjungierte Erweiterungen in Frage. Es gibt
mehrere Eigenschaften, die unter allen moglichen Erweiterungen diejenige aus-
zeichnen, die {iblicherweise als ,,der Coulomb-Hamiltonian“ betrachtet wird —
der ja das experimentell beobachtete Spektrum hat. Wir kennen jedoch kein iiber-
zeugendes physikalisches a-priori-Argument, wenn man nicht beispielsweise ,,den
Coulomb-Hamiltonian“ als kleine Storung des freien Hamiltonoperators ansehen
will [Kato51] oder annimmt, daf§ ,;in Wirklichkeit* die Singularitit geglattet ist.
Auch die Forderung nach globaler Existenz von Teilchenbahnen als Losungen der
Bohmschen Gleichung scheint keine selbstadjungierte Erweiterung auszuzeich-
nen: Unser Satz 2.20 und Korollar 2.22 gilt zwar nur fiir die Formsumme — das
ist ,,der Coulomb-Hamiltonian“ — aber wir erwarten, daf§ Losungen der Bohm-
schen Mechanik auch fiir die anderen selbstadjungierten Erweiterungen global

existieren.!

1 Man kann die Singularitét des radialen Flusses bei 0 fir ¢ = 37, fim(r)Yim(0,¢) €

@2, D(H,,;)®K;, wobei H,; den radialen selbstadjungierten Hamiltonoperator und K; den Ei-
2

h

genraum des Winkelanteils von —2—A zum Drehimpuls [ bezeichnet, wie folgt abschétzen. Aus
m

Hyifim € L%]R‘*',r2 dr) folgt fiir das schlimmste Verhalten von fi,, bei r ~ 0, daB fj,, ~ r®

mit « > 1/2 fir [ > 1 bzw. « = —1 fiir [ = 0 (die Terme der fithrenden Ordnung heben
I 0

sich auf). Wenn man nun den radialen Strom j¥ = — Im (1/1*61/]> berechnet, findet man
m r

als schlimmstes Verhalten bei 7 ~ 0, dal j¥ ~ r~3/2%¢ (weil der Strom in 0 auf D(H, ) fiir
alle selbstadjungierten Erweiterungen verschwindet, vgl. den Beweis von Satz 3.1). Es folgt

/ |7 - u|ds = / 17|72 dw ~ r1/**¢ = 0 wenn 7 — 0. Um globale Existenz der Dynamik
i 2

K S
wie in Satz 2.20 zu zeigen, muf} die Zeitabhéngigkeit dieser Grofle untersucht werden. Die glo-
bale Existenz der eindimensionalen Bewegung fiir alle selbstadjungierten Erweiterungen von
H,; aus Satz 3.1 legt nahe, dal ausreichend zusétzliche Regularitit gegeben ist.
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Dies ist natiirlich nicht so sehr ein ernsthaftes Problem der Theorie, als vielmehr
ein — jedoch theorieinterner! — Hinweis darauf, dafl die Schrodinger-Bohmsche
Theorie selbstversténdlich nicht die endgiiltige physikalische Theorie ist. Wenn
man sich vorstellt, dafl die Schrédinger-Bohmsche Theorie aus einer umfassende-
ren (moglicherweise relativistischen) Theorie in einem bestimmten (nichtrelativi-
stischen) Limes folgt, dann ist es sehr plausibel, da§ die Formsumme von Hy+V
als selbstadjungierter Hamiltonoperator entsteht.

Ein &hnliches Problem stellt sich bei der freien Bewegung (d.h. V' = 0) ei-
nes Teilchens in einer Dimension auf dem eingeschrankten Konfigurationsraum
Q = (0, 00). Der Hamiltonoperator Hy = —A auf L?*(0,00) hat eine einparamet-
rige Familie von selbstadjungierten Erweiterungen H{, deren jeweiliger Definiti-
¥'(0)
¥(0)

Wenn man diesen eingeschrankten Konfigurationsraum versteht als Limes einer

onsbereich durch = a mit a € IR oder ¢(0) = 0 (a = oo) bestimmt ist.

Folge von Potentialen V., die gegen ,,V = 0 fiir ¢ > 0, V = oo fiir ¢ < 0% streben,
so dafl Hy + V! — H{ in einem geeigneten Sinn gilt, stellt man fest, dafl die
selbstadjungierten Erweiterungen mit a # oo nur durch sehr speziell gewéhlte
Potentialfolgen V,* approximiert werden kénnen, wéhrend man im ,, generischen*
Fall H® erhilt [Seba, AGHH, Ber]. (In [Ber] wird auch die Konvergenz der Bohm-
schen Bahnen in diesem Limes gezeigt.)

3.6 Die Bohmsche Mechanik gibt eine natiirliche physikalische Interpretation
des Stroms j als Strom von Teilchen, die sich gem#f der Dichte [¢|? bewegen.
Randbedingungen fiir die Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators von der
Form j = 0 bei den Singularititen oder j(in) = j(out) sind deshalb natiirlich fiir
Bohmsche Mechanik. Das oben erwidhnte Ergebnis einer detaillierten Analyse der
selbstadjungierten Erweiterungen von Hy = —A auf der Halbgeraden (0, co) ist
vom Gesichtspunkt der Bohmschen Mechanik aus naheliegend: v¥(0) = 0, d.h.
Im '(0)

¥(0)

einer Dynamik auf (0, co).

= 0 oder [(0)|* = 0 sind natiirliche Bedingungen fiir die Definition

Fiir stark singulére Potentiale wie das 1/r2-Potential werden neben unitéiren auch
dissipative Erweiterungen des Hamiltonoperators diskutiert [Case, LaLi, Nel64].
Auch hier gibt erst eine tatséchliche Teilchendynamik wie die Bohmsche Mecha-
nik eine Grundlage fiir die physikalische Argumentation: Ob eine absorbierende
oder eine reflektierende Randbedingung an der Potentialsingularitdt anzusetzen
ist, ist eine Frage an das physikalische System, ob ndmlich Teilchen im Kern ver-
schwinden — oder eben nicht. Die Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators
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oder, dquivalent dazu, die Unitaritdt der Wellenfunktionsentwicklung als Axiom
der Quantentheorie aufzufassen, erscheint aus der Perspektive von Bohmscher
Mechanik unangemessen und auch unnotig.

63



Kapitel 4

Hilfssatze

4.1 Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen der Kontinuitédtsgleichung auf 7

Die Kontinuitétsgleichung (1.6) lautet in der aufgeldsten Form, an der man er-
kennt, dafl sie eine quasilineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung ist:

dp(q,1)
ot

+ v(q,t) - Vp(g, 1) = —plg,t) divu(q, ). (4.1)

Gegeben sei das Geschwindigkeitsfeld v € C=(G,IR%), G ¢ IR™™ offen, und
die Anfangsbedingung p(.,0) = py € C'(Gy). Wir betrachten das zugehérige
charakteristische System

¢ = v(gt)
z = —zdivu(g,t).

Q(t; qo) bezeichne wie immer die maximale Losung von (4.2) auf dem offenen
Existenzintervall E(qy) zum Anfangswert Q(0;q0) = qo € Go. Die lineare Diffe-
rentialgleichung (4.3) hat fiir alle Anfangswerte z, € IR die maximale Losung
Z(t; qo, 20) auf E(qo)

Z(t; qo, 20) = 2o €xp <— /Ot divo(Q(s; qo), s) ds) .

Wir formulieren den Satz iiber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der
Kontinuitétsgleichung auf Z = {(q,t) € G : Jq0 € Go mit t € F(qy) und ¢ =
Q(t;q0)} (vgl. z.B. [CHII], Kapitel 2):
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Satz 4.1 a) p(Q(t;q0),t) := Z(t;qo, po(qo)) ist Lisung von (4.1) auf Z.
b) Sei J C G offen, p € CH(T) mit p(.,0) = po. Setze 2(t;q0) := p(Q(t; q0),t) fiir
qQ € Go, t € E(qo) mit (Q(t;q0),t) € J. Dann gilt

(j; = —divo(Q(t; q), t) (¢ qo).

Beweis durch Nachrechnen. O

Teil a) garantiert die Existenz einer Losung p von (4.1) auf Z zur Anfangsbedin-
gung po, und aus Teil b) folgt die Eindeutigkeit von p auf Z aus der Eindeutigkeit
der Losung des charakteristischen Systems. Gleichung (2.9) identifiziert die Dar-
stellung von p; in Satz 4.1 a) mit der Darstellung als Bilddichte (2.11).

4.2 Meflbarkeit der Ein- und Austrittszeiten

Lemma 4.2 Die in Abschnitt 2.3.2 definierten n-ten Fin- und Austrittszeiten
T>(q0) und A%(qy) der Lésung Q von (1.2) 2u Anfangswerten (qo,0) in eine
relativ abgeschlossene Teilmenge 3 von G sind (Borel-) mefbare Funktionen von
qo € Go fiir alle n € IN.

Beweis durch Induktion: Fiir gy € (G\X)g ist 77 (qo) = 79 (qo), wobei 79\ (go)
die obere Grenze des Existenzintervalls der maximalen Losung von (1.2) zu An-
fangswerten (go, 0) auf der offenen Menge G \ ¥ bezeichnet. 79\ ist unterhalbst-
etig (vgl. Abschnitt 2.2.1). Fiir gy € X ist T(qo) = 0, insgesamt ist also T} eine
meflbare Funktion.

Sei T> mefbar. Wir zeigen, dal AZ meBbar ist. Fiir gy mit T>(q0) = 7(qo)
wurde AZ(qy) = T(qo) gesetzt, AZ ist also auf dieser Menge mefibar. Fiir gy mit
T>(qo) < 7(qo) betrachten wir fiir & € IN eine Folge von offenen 1/k-Umgebungen
¥ von Y. Die Abbildung qo — Q(T>(qo); qo) ist meBbar. Wir bezeichnen mit
TIN5k (Q(Tf(qo); ), Tf(q0)> die obere Grenze des Existenzintervalls der maxi-

malen Losung von (1.2) zu Anfangswerten (Q(Tnz(qo); ), Tnz(qo)) auf der offenen
Menge G N ¥; damit sind fiir alle £ € IN die Funktionen

ATE(qo) =TI (Q(TE@O)? ) Tnz(%))
mef3bar. AX*(qq) ist absteigend in k, folglich existiert der Limes

is._ 1 s
Ar = lim AJ*
k—o00
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und ist meBbar. Fiir alle k ist A% > A> deshalb gilt A> > A> Fiir t* €

(T2 (0), 7(q0)) mit (Q(t*; go), 1) & X ist dist((Q(t"; go), "), X2) > 0 weil G\ X offen
ist. Folglich ist A2 (go) < t* fiir k groB genug, und deshalb ist auch AZ(q) < t*.
Es folgt ;l,zl < AZ; insgesamt gilt also AE = A und A¥ ist mefibar.

AbschlieBend zeigen wir, dafi auch T ‘1 meflbar ist. Es geniigt wieder, die Menge
der gy € Go mit AZ(qo) < 7(qo) zu betrachten. Fiir k& € IN definieren wir

Tt (o) == 79 (Q(AY (o) + 1/k3 o), A3 (o) + 1/k)

fiir go mit AZ(qo) +1/k < 7(q0) und (Q(A¥(go) +1/k; q0), A¥ (qo) +1/k) & ¥ und
setzen

T (a0) = A7 (qo0) + 1/k
fitr go mit AY(q0) + 1/k > 7(q0) oder (Q(AT(a0) + 1/k; o). A(0) + 1/k) € =
Auch diese Funktionen sind mef3bar, und 7, +1(q0) ist absteigend in k. Folglich

existiert der Limes
S T Sk
Ty = lim T

n
k—00

und ist meBbar. Fiir ¢ mit 7%, (q) > AX(qo) ist Toi(q0) = T2 i(qo) fiir
k > (T2 (q0) — AZ(qo))~". Fiir go mit T2 (o) = A%(go) liest man an der
Definition der Eintrittszeit T.°, ab, daf es fiir alle € > 0 ein s( ) gibt mit

5(0) € (AZ(a0), AZ(q0) + ©) und (Q(s(6); o), $() € . B folgt T (go) < s(c
fiir & > (s(€) — A%(qo))~*; und deshalb ist T, (g ) A (qo) = T, 1(qo) auch fiir

diese gp. Damit ist insgesamt T =TY, und T)" , ist mefibar. O

4.3 Eine Ungleichung

Lemma 4.3 Fir ¢ € Q(Hy) und d > 3 gilt

¥ / 2
—————dg < dg. 4.4
S Ty —ap S [ IV da (1.4)

Beweis Dies kann aus der folgenden wohlbekannten Ungleichung abgeleitet
werden: fiir ¢» € C5°(IR?) gilt

2
/| 'f'z dr< [ Ve dr (4.5)
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(siehe z.B. [RSII], Kapitel X.2). Man wihle eine Basis im IR? mit Nullpunkt auf
S; und ', y?, 47 als ersten 3 Basisvektoren. Dann ist y; —a; die Abbildung R —
R ¢ = (qu,...,q0) — (q1,q2,3). Sei ¥ € CF(IRY). Fiir alle festgehaltenen
Qs - - qa ist ¥ € CF(IR?), und es gilt mit (4.5)

2 2

]2 51# o
dgy dgs dgs < —1| dgi dago dags.
/IR3 e+ a+ 0 q1 ags aqs / 8(]1 + o0 8q3 q1 aq2 aqs
Damit gilt fiir ¢ € C3°(IR?)
2
[y T T T
R 4|y R |Ogy 9> Iq3
ov|* |ov| oy | 2
< Ol 9 L9 4o dg. (4.6
B /le oq - Oqo - Jr|é?qd 4 /RdWW ¢ (46)

Weil C5°(IR?) dicht in Q(Hy) beziiglich der durch das Skalarprodukt gz, (¢, ¥) +
(¢,v) induzierten Norm | . ||g, ist (siche z.B. [Wei], Kapitel 10), kann die
Ungleichung auf Q(Hy) ausgedehnt werden: Zu ¢ € Q(H,) gibt es eine Folge
(6n), b € CF(IRY) mit ¢, — ¢ in der || . ||z,-Norm. Aus der Dreiecksunglei-
chung fiir \/qm,(.,.) (siche z.B. [Wei|, Kapitel 1) folgt qu,(dn, dn) — qu, (0, ).
Aus der Ungleichung (4.6) folgt mit [ra |[V|* dg < Mag,(1,v) (vel. (2.28)), daBl

——@,, eine L2-Cauchyfolge ist, denn
2yl

2

(¢n - ¢m) S MQH0(¢n - (bmv (z)n - (bm) — O

H2b’z|

Damit folgt die Behauptung (4.4). O

Die Ungleichung (4.5) wird in [RSII] “uncertainty principle lemma” genannt, denn
sie bestétigt ein auf der Unschérferelation beruhendes heuristisches Argument,
daB fiir negative (attraktive) singuldre Potentiale der Form r~* fir 0 < o < 2
der Hamiltonoperator nach unten beschréankt ist ([RSII], S. 323). Eine eindimen-
sionale Ungleichung von diesem Typ geht auf Hardy zuriick ([HLiP], S. 246); fiir
eine systematische Darstellung von verallgemeinerten Hardy-Ungleichungen siehe
[KaWal].
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