
Bestimmt S
hr�odingers Wellenme
hanik die Bewegungeines Systems vollst�andig oder nur im Sinne der Stati-stik? Passage aus einem Notizbu
h von A. EinsteinBekanntli
h herrs
ht gegenw�artig die Meinung, dass im Sinne der Quanten-me
hanik eine vollst�andige zeit-r�aumli
he Bes
hreibung der Bewegung ei-nes me
hanis
hen Systems ni
ht existiere. Es soll beispielsweise keinen Sinnhaben, na
h der momentanen Kon�guration und na
h den momentanen Ge-s
hwindigkeiten der Elektronen eines Atoms zu spre
hen [si
℄. Dem gegen�ubersoll im Folgenden gezeigt werden, dass S
hr�odingers Wellenme
hanik es nahelegt, jeder L�osung der Wellenglei
hung Bewegungen des Systems eindeutigzuzuordnen. Ob diese Zuordnung den Thatsa
hen gere
ht wird, kann danndur
h Ausre
hnung von Spezialf�allen ermittelt werden.Es sei  eine L�osung der zu einer gegebenen potenziellen Energiefunktion� geh�origen S
hr�odinger's
hen Glei
hung� + 8�2h2 (E � �) = 0 : (1)Ist  gegeben, so ist dur
h (1) in jedem Kon�gurationspunkte E ��, d.h. diekinetis
he Energie L bestimmt. Handelt es si
h um eine System von nur einemFreiheitsgrade, so bestimmt L die Ges
hwindigeit zweideutig. Dadur
h ist dieBewegung vollst�andig bestimmt, wenn man die Bedingung hinzunimmt, dassdie Ges
hwindigkeit si
h nur stetig �andern soll. Bei Systemen von mehrerenFreiheitsgraden versagt diese Methode, weil man die Ri
htung der Bewegungni
ht kennt. Es f�uhrt aber folgende �Uberlegung zum Ziel.Gesetzt, es w�are m�ogli
h der Funktion  in jedem Punkte des n-dimensio-nalen Kon�gurationsraumes n vers
hiedene Ri
htungen eindeutig zuzuord-nen, und die kinetis
he Energie in n Summanden zu zerlegen, deren jeder ei-ner dieser Ri
htungen eindeutig zugeordnet ist, Dann k�onnte man jeder dieserRi
htungen au
h eine jenem Summanden entspre
hende Ges
hwindigkeit indieser Ri
htung zuordnen. Die Resultierende aller dieser Ges
hwindigkeitenw�are dann der Ges
hwindigkeitsvektor des Systems im Kon�gurationsraume.Diesen Gedanken will i
h nun dur
hf�uhren.Das Zei
hen � in (1) bezieht si
h na
h S
hr�odinger auf eine Metrik desKon�gurationsraumes, wel
he dur
h2L = g�� _q� _q� = ds2dt2 (2)1




harakterisiert ist. Es ist dann� = g�� �� ; (3)wobei  �� den zweiten kovarianten r�aumli
hen Di�erentialquotienten von  im Kon�gurationsraum bezei
hnet �� = �2 �q��q� � n��� o � �q� : (4)Wir wollen  �� den \Tensor der  -Kr�ummung", � als den Skalar diesesTensors als den \Skalar der  -Kr�ummung" bezei
hnen.Unsere erste Aufgabe ist zun�a
hst die, dem Tensor der  -Kr�ummung nRi
htungen eindeutig zuzuordnen. Ist A� ein Einheitsvektor, wel
her dem-na
h die Glei
hung g��A�A� = 1 (5)erf�ullt, so bestimmt dieser Ri
htungsvektor mit  �� den Skalar ��A�A� =  A :Wir fragen na
h den Ri
htungen A�(�), f�ur wel
he  A zu einem Extremumwird. Lagrange's Methode liefert hierf�ur die Bedingungen( �� � �g��)A� = 0 : (6)Diese involvieren die Determinantenglei
hungj �� � �g��j = 0 ; (7)wel
he nWurzeln (��) hat. Sind diese alle reell und von einander vers
hieden,so bestimmen die Glei
hungen (6) n Ri
htungen, bezw. n EinheitsvektorenA�(�) bis auf das Vorzei
hen (Hauptri
htungen). Diese Ri
htungen stehen aufeinander senkre
ht, wie man erkennt, wenn man von den Glei
hungen( �� � �(�)g��)A�(�) = 0( �� � �(�)g��)A�(�) = 0die erste mit A�(�), die zweite mit A�(�) multipliziert und hierauf beide von-einander subtrahiert. Diese n Ri
htungen bestimmen ein orthogonales Ko-ordinatensystem der ��, in wel
hem die Metrik (im Ursprung) euklidis
h ist2



(g�� = Æ��). Allgemein wollen wir Gr�ossen, die si
h auf das lokale Koordina-tensystem beziehen, dur
h einen dar�uber gesetzten Stri
h bezei
hnen.In diesem lokalen Koordinatensystem l�asst si
h der Tensor  �� der  -Kr�ummung in Summanden zerlegen, deren jeder einer der Haupt-Ri
htungenzugeordnet ist, denn na
h (3) ist� =X�  �� : (8)Jedem  �� entspri
ht na
h (1) ein Summand der kinetis
hen Energie desSystems, wel
hen wir der betre�enden Hauptri
htung zuordnen. Im Lokalsy-stem ist na
h (2) 2L =X� _q�2 : (9)Na
h (1) und (8) ist ferner2L =X� �� h24�2  �� � : (10)Nun f�uhren wir die Hypothese ein, dass die Ges
hwindigkeitskomponentenna
h den Hauptri
htungen, den auf sie entfallenden Anteilen der kinetis
henEnergie entspre
hen. Wir setzen also demgem�ass_q�2 = � h24�2  �� : (11)Damit sind die Ges
hwindigkeits-Komponenten des Systems (abgesehen vomVorzei
hen) aus der Wellenfunktion  bestimmt, und es bleibt nur die Auf-gabe, dies Resultat auf das urspr�ungli
he Koordinatensystem zu �ubertragen.Dur
h Anwendung von (6) auf das lokale System und auf die dem Index� zugeordnete Fundamentalri
htung erh�alt man( �� � �(�)Æ��)A�(�) = 0 :Da aber A�(�) glei
h 1 ist f�ur � = �, sonst aber vers
hwindet, folgt hieraus �� = �(�)Æ��oder  �� = �(�) �� = 0 (wenn � 6= �) ) (12)3



Andererseits sind A�(�) die Komponenten des Einheitsvektors in der Hauptri
h-tung �. Also ist _q�A�(�) der Anteil aus der �-Komponenten der Ges
hwindig-keit, wel
her aus der Ges
hwindigkeit des Systems in der Hauptri
htung �hervorgeht. Dur
h Summieren �uber alle Hauptri
htungen erhalten wir_q� =X� _q�A�(�) : (13)Aus (13) erh�alt man mit R�u
ksi
ht auf (11) und (12)_q� = h2�X� �s��(�) A�(�) : (14)Diese Glei
hung l�ost { falls die �(�) negativ sind { in Verbindung mit (7),(6) und (5) die gestellte Aufgabe. Zu jeder Stelle des Kon�gurationsraumesgeh�oren 2n m�ogli
he Ges
hwindigkeiten. Diese Vieldeutigkeit ist im Hinbli
kauf die quasiperiodis
hen Bewegungen a priori zu erwarten.Die vorstehende Betra
htung zeigt, dass die Zuordnung v�ollig bestimm-ter Bewegungen zu L�osungen der S
hr�odinger's
hen Di�erentialglei
hung we-nigstens vom formalen Standpunkte aus ebensogut m�ogli
h ist wie die Zu-ordnung bestimmter Bewegungen zu L�osungen der Hamilton{Ja
obi's
henDi�erentialglei
hung in der klassis
hen Me
hanik.Na
htrag zur Korrektur. Herr Bothe hat unterdessen das Beispiel des an-isotropen zweidimensionalen Resonators na
h dem hier angegebenen S
hemadur
hgere
hnet und dabei Ergebnisse gefunden, wel
he vom physikalis
henStandpunkte aus si
her zu verwerfen sind. Hierdur
h angeregt habe i
h ge-funden, dass dies S
hema einer allgemeinen Bedingung ni
ht gere
ht wird,wel
he an ein allgemeines Bewegungsgesetz der Systeme gestellt werden muss.Es wurde n�amli
h ein System � betra
htet, wel
hes aus zwei energetis
hvoneinander unabh�angigen Teilsystemen �1 und �2 besteht; dies bedeutet,dass sowohl die potentielle Energie als au
h die kinetis
he Energie si
h additivaus zwei Teilen zusammensetzt, von denen der erste nur auf �1 bez�ugli
he,der zweite nur auf �2 bez�ugli
he Gr�ossen enth�alt. Es ist dann bekanntli
h =  1 �  2 ;wobei  1 nur von den Koordinaten aus �1,  2 nur von den Koordinaten aus�2 abh�angt. In diesem Falle muss gefordert werden, dass die Bewegungen des4



Gesamtsystems Kombinationen von m�ogli
hen Bewegungen der Teilsystemeseien.Dieser Bedingung entspri
ht das angegebene S
hema ni
ht. Sei n�amli
h� ein Index, der zu einer Koordinate von �1, � ein Index, der zu einer Ko-ordinate von �2 geh�ort. Dann vers
hwindet  �� ni
ht. Damit h�angt dannzusammen (vgl. 7), dass die �(�) von � ni
ht �ubereinstimmen mit den �(�)von �1 und �2, falls jedes dieser Systeme als isoliertes System der Betra
h-tung unterzogen wird.Herr Grommer hat darauf aufmerksam gema
ht, dass diesem EinwandRe
hnung getragen werden k�onnte dur
h eine Ab�anderung des dargestelltenS
hemas, in wel
her ni
ht der Skalar  selbst sondern der Skalar � = log zur De�nition der Hauptri
htungen herangezogen wird. Die Dur
hf�uhrunghat keine S
hwierigkeit, soll aber erst dann gegeben werden, wenn sie si
h anBeispielen bew�ahrt hat.
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