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k = Q(0) & ganz , mkIx] sei

In =0 das Mipo

Q

⑧ = K sei eine Ordnung ,
z .
B

.

0=[0]

: Op-maximal <D pt FOn : 8]

· Fr :== [x/JmeI : xepOy
Satz von PZ : Sei

8: = [xck(x Fp = f) = 0
Dann gilt : Entweder

(i) & = 0 und O ist p-maximal

oder

Gis 0'0 und plt0 : 07 1p"

Betrachte
p mit /d(e) und

itriere mit PZ.



Dedekindkritvium Sei

m(x)= in F

Zined
. paarweise verschieden

Setze: g(x) :=mit in EEX
I normierte Lifts

Dann gilt :
(1) Fr = pRI] + gldkIe]
[ bez

.
0 =[0] .

(2) Sei [k)=EX] ·
Dann gelt

f(x) := (g(x)h(x) - m(x)) = EEX]

und

O = EE] p-max .

E (Fig ,m) = 1 in

FpEx]

(3) sei in = Effigin) in FEx].

Dam gett :
(8 = ce] + fu(e)z]
(ii) Falls d : = deg (Fig , h) ,

so gilt :



[0]] = p , do) =d
Beweis :

() blar
, pe Fp

/g" => g(t)" = 0 (modpEFe])
=> g(t)eFp

=> pELE] + g(@FE] = Fr
sei umgekehrt Fp = EFT =0.

All mit AzkIX]

Sei xpETE] für geeignetes me IN .
Also gilt :
" (8) = 0 in ETE]/ErEJ

V=y ist ein Fp-VR der Dim~

mit Fp-Basis T , E
,
..., 1.

Multiplikation mit ist ein Endorphismus
von V mit Minimalpolynamn().
kle: (x) / Mipo von Mult . mit I
-

Weil I, , ...,E1 . u
. /Fp



gibt Gleichheit .

Nun folgt:
(*) = m())()

=> m
.K)/

*

()
,
Ei

=> mik)/k) , Fi

-g(x))A()
- A() = g(x) vk) (modpEX])
- Alle g(a)Fe] + pEFe]

(2) folgt aus (3) (ii)

Zu (3) Aus (1) folgt :

x 0' = (xek) +Fp =Fp(xp , xg(t) Fp

= x= mit AEEX]

Lemma : (1) xpeFpg/E in FEx]

# ( sei E=/Fig)· Dann gilt :

xgeFp IE/Ä



Beweis des Lemmas am Ende.

Weiter in Beweis des Dedekindschen Lemmas .

X=/ undE

EgV(j , hE) / E

Nutze die Fernuln

EqV(g92)=Vgl.
hrgV (gngz)

=> bgV(j , [ , E) = i

Insgesamt folgt :

xFp / A , (e) PEL] +HEL]

Exce] + Tu()[] .

Zu (3) (ii) : Ein Votvetesystem vonÖ/]
ist gegeben durch

THALE
mit ÄK)EFpEX] ,

so daß



deg(1) < deg(m) - deg(i) (Ehrung)

Bareis von Lemma(*)
,
Teil (i) :

xpt Fp = pETt] +g(t)()
E) An() = pEEE] + g(d[8]

#1 E
Teil (ii) siehe Buch von Cohen,

#

Der Round 2-Algorithmus
Starte 0 = [1].

Faktorisiere die) und für jedes p mit p:/d(e)
gehe folgendermaßen vor :

Wende das Dedekindkriterium ein

=> entwed O ist p-maximal
oder 80

Falls p/d(0) ,
berechne O nach PZ

, solange
bis 8' = 0 .

Dann ist Op-maximal



Gehe über zur nächsten Primzahlg mit (d(0)

ZIEL : Brechung
,
die MNF von Fp und O's

ausgehend von di MNF von O) alle HNF's

werden bit . der E-Basis 1. 0... -, )

Lemma : sei j71 mit ptzn = [k : 0].
Dann giltfür R = /D :

rad(r) = br(x)- xxt)
T wegen cher (R)

=

p ist

dies eine #p-lineare
Abb ., denn :

(x+y)0 = xp +y
(ax)p = aXP für

ap ,
x

,yER.
zur Erinnerg :

radir) = [fER/JmeIn : fr =a=
Beweis : I

-

= + = bi(xiext) = x = 0

W

Sei x rad(R)
=> m : R +R

,
r> X5

,
ist nilpotent

E Mult .
mit X



=> mx ist ein Fp-Endom , von R
,
dessen

Eigenwarte gleich 0 sind

=> Xk) = x " in FIX]
E char . Polynom
~

= O nach Cayley - Mamilton=>
=> x = 0

#

Beobachtung : Sei R = /D .
Dann gilt :

Fp = Lift (ad()) + pO
Bew : Lihung

Sei we .
---

, Wu die die MNF von O.

=>
,
---

,
win ist Fp-Basis von R = O/O

Berechne Tür Fp ,
so daß gilt :

-pi
sei Ä = Jährli . Dies ist die
darstellende Matrix von X +-> x0t.



Dann gelt :

rad(R) = ki(Ä)

kr(t) ist leicht zu brechnen

~ liefert geliftete Elemente in K

Brechne nun die HNF von diesen Elementen
und phin--- , pun .

Dies liefert die MNF von Fp.

Noch zu tun : Berechne

d = (xk) +F = Fp)
mittels lineare Algebra über Fp.
Lemma : Sei 11 der Kon der Fp-linearen Abb.

0 - End(FF)
-1- (513 [B)

Dann gilt :
0 = FU .

Beweis :

Sei xxpeFp O

=> x =
*

/ mit einem O



Z .
z

. X, U

Dies ist äquivalent zu:Bepfp , FBEFp
Dazu :

aß =p EpFp
E Fp ,

da xeO

Sei B = 0 in Fr/pfp für alleße Fp
=> aß EpFp , fBEFp

=> BeFp ,BEFp

= & #

Anwendung zur expliziten Brechung von & :

Aus der Brechung von Fp haben wir eine -Basis

E --- , In von Fp . Eine Fp-Basis von Flip ist
also gegeben durch
--- , Ju

Eine Fp-Basis von End (FYf) = Mat (n .Fp)
ist gegehen durch die Fp-linearen Abbildungen

dij. stiI



Vier obigem Isomorphismus entspricht dies der Matrix,
die genau an der

Stelle (ji) ein 1 hat und

sonst 0.

Zur Brechung der darstellenden Matrix von

80 -> End (Fr
1 (51)

bez . der Fp-Basen ,
---,in und tij , eigen

berechne man AbijFp , so daß gilt

=j Fj
Dann gilt: E=iptij) (F)
d .
h

. die Multiplikation mit üb auf FFp ist

gleich
rigtij,

oder mit anderen Warten : die Matrix

B = ) Bij) (ij) Zeilenindex
E

↳ Spaltenindex

ist die darstellende Matrix . Berechne nun den Kon von B.



Dies liefert
.
--- i e /O .

Lifte zu

V .
---

, Vs
EO und berechne die HNF zu

Vi --- , Vg , ph--- , prom

Dies liefert 21 und damitOl

Ein Beispiel : K = da) dx = 8

& = 15

m() = x2 - 450

d(e) = 4 . 450 = 3252.

Natürlich wissen wir : On = E]
Wir wollen trotzdem Raund2 von p

= 3 und p = 5

durchführen.

#3 Eigentlich könnten (and sollten) wir

zunächst das Dedezindkriterium anwenden
.

Zur Übung
wenden wir jedoch direkt PZ an.

Brechung von F3 : W = 1 , we = 15 = &

j = 1 genügt

w = 1
,
2 = 15 . 2 . E = 2 . 152. We

=> i = (2)



=> bo() = Fp(i)
Also ist die MNF von (9) zu brechnen

~ (89)
=> Fp =p

+ TO (für p = 3)

Boechne run 0' : = p .2 =@

Wit = J , rg = E

= 155 . 3 = 0 (modpo)
wa8 = (15) = 2 . 152 = 0 (modpO)

=>

O O

B = (
O

(·1 O

=> u = bi (B) = # (9)
Also ist die MNF von



10
zu brechen u (9)

-0 = (zp + x0)
= k + 7 .5

Wegen d)0 = 52 . 2 ist O3-maximal.

* Zur Übung wenden wir das Dedekindfritrine

anfür 0= +.5 = EF5] , 0=
Es gilt

m(x) = x - 50 = X (modp)

g() = X ,
h() = X

,
fk) = 0

=> ggt (Fig , 2) = X

=> O ist nicht 5-maximal.

Wir erhalten UK) = X und

0 =) +1 ·5(Fe]

=Ee] +E



= <1
,5,,55

= 1, 207 = <1 ,% = Ok
.


