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1 Grundlegendes und Motivation

1.1 Grundlegende Definitionen
In dieser Vorlesung wird K in der Regel ein Zahlkorper sein.

Definition 1.1.1 Eine Z,-Erweiterung von K ist eine Galoiserweiterung K, /K mit zu Z,, isomor-
pher Galoisgruppe. Dabei ist der Isomorphismus ein Isomorphismus von topologischen Gruppen.

Die zyklotomische Z,-Erweiterung
Sei nun p eine Primzahl. Wir setzen ¢ := p fiir p # 2 und ¢ := 4 fiir p = 2 und betrachten fiir
n € N den Kérperturm Q C Q(¢;) € Q({gpn ). Sei

y 1+qZ
Gal(Q(Cyr)/Q) = (B/a"Z)* = & x L,

wobei A fiir p # 2 die Untergruppe der Ordnung p — 1 und im Fall p = 2 die von —1 erzeugte
Untergruppe bezeichnet.
Dann ist Q((pe)/Q((q)) eine Zy-Erweiterung, wobei wir hier Q({p~) := U,, Q({pn) setzen. Weiter-
hin ist

Qo = Q(CPW)A
eine Z,-Erweiterung von Q und heilt zyklotomische Z,-Erweiterung von Q. Fiir einen Zahlkorper
K heilit KQ zyklotomische Z,-Erweiterung von K.

Im Weiteren sei Ko,/K eine beliebige Z,-Erweiterung. Wir schreiben I' := Gal(K/K) und no-
tieren I' multiplikativ. Sei v € T ein topologischer Erzeuger von I'. Die Untergruppen I'?" ~ D" Ly
sind genau die nicht-trivialen abgeschlossenen Untegruppen von I'. Wir setzen I'y, :=T'/ I'?". Dann

ist '), zyklisch von der Ordnung p™. Setzt man K,, := K, ;”", so hat man also

K=K CKiCK:C...CK,C...C Ko =(J

mit Gal(K,,/K) ~ T, zyklisch von der Ordnung p".

Sei nun F'/Q, eine endliche Kérpererweiterung und O = Op der Bewertungsring in F. Sei p C O
das maximale Ideal und 7 ein Element vom Wert 1, also p = (7).

Definition 1.1.2 O[[I] := @n O[I';,] heiit komplettierter Gruppenring.
Ein erstes Ziel der Vorlesung ist der Beweis von

Satz 1.1.3 Die Zuordnung v — 1+ T induziert einen (nicht-kanonischen) Isomorphismus



Satz 1.1.4 (“Teilen mit Rest*) Seien f,g € O[[T]],
f=ao+aT+aT?+.. . +an T ' +a,T"+...
mit ag,...,an—1 € p und a, ¢ p. Dann gibt es eindeutig bestimmte Elemente
q € O[[T)),r € O[T],r =0 oder deg(r) <n,
sodassg=qf +r.
Definition 1.1.5 Ein Polynom P(T') € O[T heiit ausgezeichnet, falls

P(T)=T"+a, 1T ' +...+a1T + ag

mit ap—1,...,a9 € P.
Satz 1.1.6 (“Weierstrass Preparation Theorem”) Sei f(T) = > aT" € O[T]] mit
ag,---,0p_1 € P, ay € p. Dann kann man f eindeutig in der Form

f(T) = P(T)U(T)

schreiben, wobei U(T') € O[[T]]* eine Einheit und P(T') € O[T ein ausgezeichnetes Polynom vom
Grad n ist. Allgemeiner: Jedes 0 # f € O][T]] kann man eindeutig in der Form

f(T) =pP(T)U(T)
mit p € Zxo, U(T) € O[[T]]* und ausgezeichnetem P(T') € O[T schreiben.

Folgerung 1.1.7 Sei 0 # f € O[[T]]. Dann gibt es nur endlich viele x € C, mit |z|, < 1 und
f(z) =0.

Lemma 1.1.8 Sei g(T) € O[T] und P(T) € O[T] ausgezeichnet. Dann gilt:

9(T) 9(T)

Nach diesen Vorbereitungen wurde der Beweis von Satz 1.1.3 erbracht. Hier nochmals zur Erinne-
rung:

Satz 1.1.9 Die Zuordnung 7+ 1+ T induziert einen (nicht-kanonischen) Isomorphismus
O[[I) ~ ofT]].
Im Weiteren schreiben wir stets A = O[[T7]].

Satz 1.1.10 A ist ein kommutativer, nullteilerfreier, noetherscher und faktorieller Iokaler Ring.
Die irreduziblen Elemente sind gegeben durch m und die irreduziblen ausgezeichneten Polynome.

Lemma 1.1.11 Seien f,g € A. Dann gilt:
f und g sind zueinander prim <= |A/(f,g)| < oo.
Bemerkung 1.1.12 Fiir alle f € A\ A gilt |A/(f)] = 0.
Satz 1.1.13 A ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal (w,T). Die Primideale sind gegeben durch
0, (m, T), (m) und (P(T)),

wobei P(T') die ausgezeichneten irreduziblen Polynome durchléuft.



1.2 Struktursatz fiir e-e A-Moduln

Definition 1.2.1 a) Ein endlich-erzeugter A-Moudul heifit pseudo-null, falls |M| < oo.

b) Zwei endlich erzeugte A-Moduln M und M’ heiflen pseudo-isomorph, falls es einen Modulho-
momorphismus f: M — M’ gibt, so dass ker(f) und cok(f) pseudo-null sind.

Wir schreiben dann: M ~ M’.

Wir werden spiter folgende Aquivalenz zeigen:
M pseudo-null <= M, = 0 fiir alle Primideale p mit ht(p) = 1.
Man beachte, dass die Relation pseudo-isomorph nicht symmetrisch ist. Allerdings gilt
Bemerkung 1.2.2 Sind M und M’ endlich erzeugte A-Torsionsmoduln. Dann gilt:
M~M < M ~ M.

Satz 1.2.3 (Struktursatz fiir endlich erzeugte A-Moduln)
Sei A = O[[T]] und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann hat man einen Pseudo-Isomorphismus

MA@ (69 A/(w"w) o [ @Ar/m™)
i=1 j=1

wobei r,s,t,n;,m; € Z>o und f;(T) € O[T] ausgezeichnet und irreduzibel ist. Die r,s,t,n;, m;
und die f; sind durch M eindeutig bestimmt.

Definition 1.2.4

a) (M) := r heifit Rang von M.

b) p(M) :=>"7_, n; heiBt Iwasawa p-Invariante von M.

c) A(M) := Z;Zl m; deg(f;) heiBt Iwasawa A-Invariante von M.

d) Moduln der Form A/(n™) oder A/(f(T)™) mit f € O[T] ausgezeichnet und irreduzibel nennt

man elementar.
d) char(M) := 7#M) H§:1 f;(T)™ nennt man das charakteristische Polynom von M.

Beim Beweis von Satz 1.2.3 orientieren wir uns an Kap. V im Buch von NSW (Neu-
kirch/Schmidt/Wingberg).

Sei ab jetzt A ein kommutativer, nullteilerfreier, noetherscher und ganz abgeschlossener Ring. Sei
K := Quot(A) der Quotientenkorper. Sei P(A) die Menge der Primideale von A der Hohe 1.

Bemerkung 1.2.5
1) Fir p € P(A) ist A, ein diskreter Bewertungsring.

2) Es gilt:
A= |J 4,
peP(A)

Definition 1.2.6 Sei M ein e-e A-Modul.
a) M* := Homu (M, A) nennen wir das A-lineare Dual von M.
b) M heiit reflexiv, falls die kanonische Abbildung

oM — MTT
m = (f=f(m))

ein Isomorphismus ist.



Bemerkung 1.2.7 Falls M reflexiv ist, so ist M torsionsfrei.

Fiir e-e torsionsfreie A-Moduln M setzen wir V := K@M und V := Hompg (V, K). Dann hat man
kanonische Abbildungen R
M~ Vund MT — V.

Mit dieser Identifizierung gilt:

Mt ~ {NeV|Am)eAYme M},
(M%) =~ {NeV|Xm)e Ay, Vm e My}~ (My)*.

Wir schreiben daher im weiteren M, fiir (M™1), oder (M,)*. Es sei auBerdem
P(A) := {p|p ist Primideal der Hohe 1}.

Lemma 1.2.8 Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreier A-Modul. Dann gilt:
(a) M+ = Hpe]P’(A) Mcf

(b) M** =Tl,ep(a) Mp-

(c) M = [l epay Mp <= M ist reflexiv.

Folgerung 1.2.9 Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreier A-Modul. Dann ist M+ reflexiv.
Wir geben nun eine weitere Definition des Begriffs “pseudo-null”.

Definition 1.2.10 Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) M, = 0 fiir alle p € P(A).

(ii) Anng (M) Cp = ht(p) > 2.

Falls M eine dieser dquivalenten Bedingungen erfiillt, so nennt man M pseudo-null.

Remarks 1.2.11 (1) M pseudo-null = M) = K®&aM = 0.
(2) Falls A ein Dedekindring ist, so gilt:

M pseudo-null <= M =0.
(3) Sei A ein lokaler Ring der Dimension 2 mit maximalem Ideal m. Es gelte |A/m| < co. Dann
gilt:

M pseudo-null <= |M| < oc.

Wir setzen
Supp(M) = {p | M, # 0}.

Lemma 1.2.12 Sei M ein endlich erzeugter A-Modul und sei oo € A\ {0}. Es gelte
Supp(A4/aA) N (Supp(M) NP(A)) = 0.

Dann ist die Abbildung M — M, m +— am, ein Pseudoisomorphismus.

Sei nun

Ta(M) := Torsionsteilmodul von M = {m € M | Ja € A\ {0} mit am = 0},
M/T4(M).

=
=
i



Satz 1.2.13 Sei M ein endlich erzeugter A-Modul.
(i) Dann gibt es einen Pseudoisomorphismus

f: M%FA(M)EBTA(M).

(ii) Es gibt eine endliche Familie {p;};c;r von Primidealen der Héhe 1, natiirliche Zahlen {n;};cr
und einen Pseudoisomorphismus

g9: Ta(M) = P A/p}.

iel
Die p; und n; sind eindeutig durch M bestimmt.

Bemerkung 1.2.14 Fiir endlich erzeugte A-Torsionmoduln ist Pseudoisomorphie symmetrisch,
d.h. fiir endlich erzeugte A-Torsionmoduln M und N gilt

M= N «— N5 M.

Satz 1.2.15 Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreier A-Modul. Dann ist @p: M — M™T ein
Pseudoisomorphismus. M+ ist reflexiv.

Satz 1.2.16 Ein reflexiver A-Modul iiber einem 2-dimensionalen lokalen reguldren Ring ist frei.

2 Asymptotisches Wachstum von p-Klassengruppen in Z,-
Erweiterungen

In diesem Abschnitt ist K /K stets eine Z,-Erweiterung und wir setzen I' := Gal(K/K). Sei v
ein topologischer Erzeuger von I und A = Z,[[I']] ~ Z,[[T]] der komplettierte Gruppenring.

Satz 2.0.1 Sei K /K eine Z,-Erweiterung. Sei
A, = Zp®zclKn

die p-Sylow-Untergruppe der Idealklassengruppe clg, . Dann gibt es ganze Zahlen A\ > 0, > 0
und v, allesamt unabhéngig von n, und ng > 0, so dass

|A,| = p® mit e, = A+ pup” + v,Vn > ny.

Zusatz: Sei Loo/Ks die maximal abelsche unverweigte p-Erweiterung von K., und X :=
Gal(Loo/Koo). Dann ist X ein e-e A-Torsionsmodul und es gilt :

A=MX), p=pX).

Zum Beweis sei L,, der Hilbertsche p-Klassenkérper von K, und X, := Gal(L,,/K,,). Dann liefert
der Artinautomorphismus eine Isomorphie A,, ~ X,,. Die Erweiterungen L,,/K sind galoissch und
wir setzem G,, := Gal(L,/K).

Sei Lo := Uy Ly,. Dann ist auch L, /K galois und wir setzen

X := Gal(Loo/Koo), G := Gal(Loo/K).

Es gilt dann: X = kinn X, ~ @n A, = A,.
Wir werden spiter einsehen, dass in K, /K stets ein Primideal verzweigt und nehmen im Folgenden
an

Voraussetzung (V): Alle Primideale, die in K, /K verzweigen, sind voll verzweigt.



Die exakten Sequenzen
0—X,—G, —TI,—0

induzieren eine Wirkung von I'), auf X,,, die vertraglich ist mit I',y1 — 'y, X541 — X, und
Apy1 — A, (mittels der Norm). Wir erhalten damit eine Wirkung von I" auf X ~ A, d.h. X
wird zu einem A-Modul.

Im weiteren diskutieren wir Verzweigungstheorie in (nicht notwendig endlichen) Erweiterungen
k/Q. Hierzu sei auf [Was, Appendix, §2] verwiesen.

Allgemein, also ohne die Voraussetzung (V), gilt:

Satz 2.0.2 Sei K, /K eine Z,-Erweiterung. Dann gilt:

(a) Es gibt ein verzweigtes Primideal.

(b) Falls p C Ok verzweigt, so ist p|p. D.h. K /K ist p-verzweigt.

(c) Es gibt ein ng > 0, so dass alle in K,/ K verzweigten Primideale voll verzweigt sind in Ko/ Kp,,.

Obacht: Mindestens ein Primideal p iiber p ist verzweigt, aber im Allgemeinen verzweigen nicht
alle p|p.

Wir nehmen nun wieder (V) an. Seien p1,...,ps die verzweigten Primideale in K. Fiiri =1,...,s
fixieren wir Primideale p;|p; in Lo /K und schreiben I; := I(p;/p) fiir die jeweilige Verzweigungs-
gruppe. Dann gilt firi =1,... s

I;~G/X ~Tund G =LX = XI,.

Unter I; ~ G/X ~ T gelte o; — 7. Dann gibt es fiir ¢ = 1, ..., s ein eindeutig bestimmtes a; € X
mit o; = a;01.
Mit w,(T) = (14 T)?" — 1 und der Identifikation v = 1 + T setzen wir

w "
Up = —=1+4+~y+...4~7 L
wo

Lemma 2.0.3 Es gelte (V). Sei

Yo = (X" as,...,as)
und Y,, := v,Yy. Dann gilt fiir alle n > 0:
X, ~X/Y,.
Im Beweis geht folgendes Lemma ein.
Lemma 2.0.4 Sei G’ der Abschluss der Kommutatoruntegruppe von G. Dann gilt:
G =X"'=TX.

Lemma 2.0.5 (Nakayamas Lemma)

Sei X ein kompakter A-Modul. Sei m = (p,T) das maximale Ideal in A. Dann gilt:

(i) X =mX < X =0.

(ii) X ist e-e iiber A <= X/mX ist endlich.

(iii) Falls die Restklassen von 1, ...,x, € X den Z-Modul X/mX erzeugen, so erzeugen sie auch
X als A-Modul.

Unter Verwendung von Nakayamas Lemma kénnen wir nun den folgenden Satz zeigen.

Satz 2.0.6 Es gelte (V). Dann ist X ein endlich erzeugter A-Torsionsmodul.



Im Folgenden lésen wir uns von der Voraussetzung (V). Sei e > 0 gro§ genug, so dass K, /K, die
Voraussetzung (V) erfiillt. Sei A’ := Z,[[Gal(Kw/K.]]. Dann ist X ein e-e A’-Torsionsmodul, der
wegen A’ C A ebenfalls e-e als A-Modul ist.

Betrachten wir K, als Grundkorper, so liefern die unter (V) erzielten Ergebnisse ein Yj bez. diesem
Grundkorper. Dieses taufen wir jetzt Y.. Es stimmt nicht mit dem alten Y. = v.Y} iiberein.

Setzt man 5 " N
l/n’e:_—nzfnzl_yfyp _|__“_|_fy:0(17 -1)
Ve We

so gilt mit YV, := v, (Ye
Xn~X/vpeYe, Vn>e.

Wegen X/Y, ~ X, und |X.| < oo gilt Y, ~ X und der Struktursatz fiir e-e A-Moduln liefert
Y.~X~F
mit )
E=@A ™) o @A/
i J
Hierbei sind die f; ausgezeichneten Polynome.

Satz 2.0.7 Sei E ein elementarer Modul wie eben. Seien p und A die p- und A-Invariante von E.
Sei E /vy, E endlich fiir n > ng. Dann gibt es eine Konstante ¢ € Z so dass gilt:

|E/Vn,eE| = phP ’+)\n+c’vn > ng.
Zum Beweis dieses Satzes zeigen wir:

V=Ap"A = |V/u, V|=pmP te
V=A/fA = |V/v,V]|=prdeedte

wobei ¢ jeweils eine von n unabhéngige Konstante bezeichnet.
Zusammen mit dem néchsten Satz vervollstindigt dies den Beweis von Iwasawas Satz.

Satz 2.0.8 SeienY und E zwei A-Moduln mitY ~ E und elementarem E. Es gelte |Y /v, Y| < 00
fiir n > e. Dann gibt es eine Konstante ¢ und ng € Ny, so dass

|Y/Vn7eY| =p° |E/Vn7eE‘ .

3 Dirichletsche L-Reihen

In diesem Abschnitt werden (ohne Beweise) zentrale Resultate aus der Theorie der Dirichletschen
L-Reihen dargestellt.
Sei x: (Z/mZ)* — C* ein Dirichletcharakter mit Fiihrer f = f,. Sei

n=1

- (-

p

o0
x(n)
L(s, = , R > 1,
(520 = S5 Re(s)
-1

)
die (primitive) Dirichletsche L-Reihe.
Bekannte Tatsachen:
1) L(s,x) hat eine meromorphe Fortsetzung auf C. Fir x # 1 ist diese Fortsetzung holomorph.
Fiir x =1 ist L(s, x) holomorph aufler bei s = 1, wo ein Pol erster Ordnung vorliegt.



2) L(s, x) geniigt einer Funktionalgleichung der folgenden Form

s/2 (1-s)/2
()" () (e

wobei
T
T(x) = ix(a)e””“f,
=

W, nennt man Wurzelzahl. Es gilt |W, | = 1.

3) Aus der Eulerproduktentwicklung folgt L(s, x) # 0 fiir Re(s) > 1. Es gilt ebenfalls L(1, x) # 0.
4) Die Funktionalgleichung zusammen mit den Eigenschaften der I'-Funktion impliziert fiir n € Z>q
L(1-n,x) # 0, fallsn=4J (mod 2),

L(1l—n,x) = 0, fallsn#d§ (mod 2),

sowie L(0, xo) = ¢(0) = —1/2. Hierbei schreiben wir oft xq fiir den trivialen Character (mit Fiihrer

1).
Die Bernoullischen Zahlen sind definiert durch

oo

Lt
e'f—liZ "nl

n=0

Die verallgemeinerten Bernoullischen Zahlen sind definiert durch

f

x(a)te™ & tm
eft—1 ZB”’XE.
a=1 n=0
Offensichtlich gilt: B, , € Q(x), wobei Q(x) := Q(x(a) : a € (Z/mZ)*).

Satz 3.0.1 Fiir allen > 1 gilt L(1—n,x) = _B

=X Insbesondere ist L(1—n,x) € Q(x) fiirn > 1.

Satz 3.0.2 Es gilt

L(l,x) = wiT(fX)BLX, falls x(—=1) = —1,
IRCORS ol falls w1
Llx) = -= > " x(a)log|1 — (¢, falls x(—1) = 1 und x # xo.
a=1

Hierbei ist (f := e2™/7.

4 Stickelbergers Satz

4.1 Gaufische Summen

Sei ¢ = p™ und ¢, € C* eine fixierte primitive p-te Einheitswurzel. Sei T': F, — I, der Spurope-
rator und x: F* — C* ein Charakter. Wir setzen x(0) := 0.
Wir definieren einen additiven Charakter

Y Fy — CX, s (I,



Definition 4.1.1 Die Gaufische Summe zu y ist definiert durch
9(x) ==Y _ x(a)¢(a).
a€l,

Falls x™ = 1 gilt, so folgt g(x) € Q({mp). Ferner gilt: g(1) = 1, wobei hier 1 den trivialen Charakter
bezeichnet.

Lemma 4.1.2  (a) g(x) = x(-1)g(x)-
(b) Falls x # 1, so gilt: g(x)g(X) = x(~1)g.
(¢) Falls x # 1, so gilt: g(x)g(x) = q.
Definition 4.1.3 Fiir zwei Charaktere x1, x2: qu — C* nennt man
J(x1,x2) == — Z xi(a)xe(l —a)
acF,
die Jacobische Summe von x; und xs.
Lemma 4.1.4 1. J(1,1)=2—gq.
2. Firx#1gilt J(1,x) =J(x,1) = 1.
3. Fiir x # 1 gilt J(x, x) = x(—1).
4. Falls x1 # 1,x2 # 1 und x1x2 # 1, so gilt:

9(x1)g(x2)
g(xixz)
Folgerung 4.1.5 Falls ord(x1) und ord(x2) Teiler von m sind, so gilt

J(X17X2) =

g(x1)9(x2)
g(xixz2)

Fiir (p,m) =1 und b € Z mit (b,m) = 1 definieren wir o, € Gal(Q({p, (n)/Q) durch o,((,) = (p
und o) = ¢

m*

€ Z[Gm]-

Lemma 4.1.6 Sei (p,m) =1 und x™ = 1. Dann gilt:
b
1800 — ()= € QGn).

2. 900™ € Q(Gm)-

4.2 Stickelbergerelemente und Stickelbergers Satz

Sei M/Q abelsch mit Gruppe G und m minimal mit M C Q((,). Wir nennen dann m den Fiihrer
von M. Fiir a € Z mit (a,m) = 1 sei 0, € Gal(Q((,)/Q) definiert durch o4 ((n) = (2. Wir
schreiben ebenfalls o, fiir die Restriktion von o, auf M.

Fiir z € R schreiben wir {z} fiir den gebrochenen Anteil von x, d.h. z — {z} € Z und 0 < {z} < 1.

Definition 4.2.1 1. Das Stickelbergerelement zu M ist definiert durch

O=0M)= Y {%}aa‘le@[G].

2. I(M) := Z|G] N ©Z[G] nennt man das Stickelbergerideal zu M.

Satz 4.2.2 (Stickelberger) I(M) annuliert clys, oder explizit: Sei a € I ein gebrochenes Ideal
und 3 € Z[G], so dass ©8 € Z|G] gilt. Dann ist a®® ein Hauptideal.



4.3 Beweis von Stickelbergers Satz

Sei p eine Primzahl und ¢ = p/. Sei L = Q({,—1) und p ein fixiertes Primideal von Oy, iiber p.
Dann gilt O /p ~ F,. Wir definieren einen Teichmiillercharakter

. X
w=wp: F — pg—1

durch die Forderung w(a) = a (mod p), Va € Op \ p.
Betrachte nun den Kérperturm Q(¢;—1,¢)/Q({y—1)/Q. Das Primideal p ist voll verzweigt (vom
Grad p— 1) in Q({4—1,¢p)/Q({y4—1) und wir bezeichnen das Primideal iiber p mit .

Definition 4.3.1 Fiir a € Z setzen wir s(a) := vg (9(w™?)).
Lemma 4.3.2 1. s5(0) =0.
2. 0 <s(a+ ) <s(a)+s(p).
3. s(a+8) = s(a) + 5(8) (mod (p—1)).
4. s(pa) = s(a).
5. Yiis(a) = (¢ =S - 1)/2.
Lemma 4.3.3 s(1) =1 und s(a) > 0, falls a Z 0 (mod (¢ — 1)).
Proposition 4.3.4 Sei 0 < a < g—1 und
a:ao—|—a1p+a2p2—|—...—|—af_1pf71 mit 0 < a; < p.

Dann gilt:
s() =ap+a1+...+ar_1.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum eigentlichen Beweis von Stickelbergers Satz.
Schritt 1: Sei pg ein Primideal in Q(¢,,)/Q tiber der Primzahl p. Es gelte (m,p) = 1. Wir werden
zeigen, dass pJ'? ein Hauptideal ist.

Sei f := ord(p) in (Z/mZ)™ und q := pf. Dann ist m ein Teiler von ¢ — 1 und wir setzen d :=
(q—1)/m.

Wir wihlen nun ein Primideal B tiber pg in Q(¢4—1)/Q({m) und betrachten den Teichmiillercha-
rakter

w=wp,: By — pg1.

Dann ist x := w™% ein Charakter der Ordnung m und somit g(x) € Q((m, () und g(x)™ € Q(¢im)-
Man zeigt nun:

(90)™) = v’
Insbesondere folgt hieraus, dass m# die Idealklassengruppe von Q((,,,) annulliert.

Schritt 2: Sei nun M C Q((,,) mit dem Fithrer m von M. Sei a ein ganzes, zu m teilerfremdes
Ideal von M. Wir schreiben
aOq(c,.) = [ #i

mit (nicht notwendig verschiedenen) Primidealen p; von Q((,,). Das Teilresultat aus dem ersten

Schritt liefert
mé m
(a0g(c,))"" = <Hg(><pi) )

10



mit Charakteren X,,, die a priori von der Wahl eines Primideals 3; iiber p; abhéngen. In Schritt
3 zeigt man jedoch, dass dies tatséchlich nicht der Fall ist.
Fiir § € Z|G] mit 860 € Z|G] erhalten wir dann

(a0g(,)™" = (+7™) mit v = [] gxp.)-

K3

Es gilt: v € Q({mp) mit P := [[, p;. Wir wollen zunéchst in der obigen Gleichung m aus dem
Exponenten eliminieren.

Dazu zeigt man, dass Q((m,¥?)/Q(¢r) unverzweigt an allen endlichen Stellen ist. Hieraus folgt
Q(¢m,¥?) = Q(Gn). Die Beweise zu diesen beiden Asusagen stehen noch aus und sind als pdf
angefiigt.

Es folgt v € Q({,,) und daher

86
(a00(.) " = (+%)-
Schritt 3: AbschlieBend zeigt man v# € M, woraus

o = (2

folgt.

5 Iwasawas Konstruktion der p-adischen L-Funktionen

Sei p eine Primzahl und ¢ := p falls p # 2, baw. ¢ = 4, falls p = 2. Fiir d € N mit (p,d) = 1 und
d # 2 (mod 4) setzen wir

qn = qp"d, K, := Q(an>7 Koo :=UpKp.
Dann ist Ko /Ky eine Z,-Erweiterung. Wir setzen wie iiblich
= Gal(Ky/Ko), T,:=T/I?" =Gal(K,/Kp).
Dann gilt
Gal(K,,/Q) ~ A x T,
wobei wir A mit Gal(K(/Q) identifizieren.
Fiir a € Z mit (a,qo) = 1 sei 0, € Gal(K,,/Q) definiert durch o4((gpra) = (fyng- Wir schreiben
0a = 0(a)¥n(a) mit §(a) € A, v,(a) € Ty,.

Sei nun x ein Dirichletcharakter mit Fithrer f,, = dp’,j > 0. Falls Q(Capi) € Ky, so kann man x
als Charakter von Gal(K,,/Q) auffassen und wir schreiben dann

x =0y mit 0 € A el,,.

Definition 5.0.1

Adn
(a) &, := —Stickelbererelement zu K,,/Q = fi o ad(a) "ty (a)Tt.

(a,40)=1
(b) N == (1 = (1 +qo) (1 +q0) ") &n-

Sei nun y = 0 ein gerader Dirichletcharakter (vom Fiihrer dp’ wie oben). Wir setzen 0* := wf =1,
wobel w den Teichmiillercharakter bezeichnet.
Fiir 6 € A bezeichne ¢y € Q,[A] das iibliche Idempotent,

€ = ril Z 0(6)5 L.

dEA
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Dann gilt
CplGal(K,/Q)] = Y Cplln], A (Aep).

e
Es gilt
€0+&n = &nlO)go~,  €ovmpn = Nn(0)eo-,
wobei
60) =~ Y (B0,
(a,q0)=1
Ma(0) = (1= (14 qo)v(l+q0)™") & (6).

Sei nun Ky := Q,(0(d) : 6 € A) und Oy C Ky der Bewertungsring in Ky. Dann gilt:
&n(0) € Ko[l'n], 1o € Op[T].

Satz 5.0.2

(@) 3m(®) € Olr,].

) %gn(o) € Op[D,], falls 0 # 1.
(©)  Nm(0) = na(0), En(0) — &,(0), falls m > n.

Wir definieren nun Potenzreihen ¢(T',0), h(T,6) verméoge
Op[[l]] = lim Op[T'] =~ Op[[T1],

{nn(e)}zo:o = g(Ta 9)7
{1-(1+q)m1+q)}—y = h(T,0),
und setzen
9(T.0)
hT,0)

f(T,0) =
Satz 5.0.3 Sei x = 0 ein gerader Dirichletcharakter. Sei

Gy =11+ q0) = x(1+ qo)-

Dann gilt:
L;U(Sa X) = f(C¢(1 + qO)S - 179)

Die p-adische L-Funktion L,(s, ) ist eine auf {s € C,, | |s| < gp~'/~Y} meromorphe (analytisch
falls y # 1) definierte p-adische Funktion, die durch die Interpolationsbedingung

m—l) B"%X‘U_m

Ly(1-m,x) = —(1-xw "(p)p -
= (1—xw ™@PpP™ LA —m,xw ™).

eindeutig bestimmt ist. Es ist also zu zeigen, dass auch die rechte Seite dieser Interpolationsbedin-
gung geniigt.
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6 pnu=20

Satz 6.0.1 Sei K/Q abelsch und K, /K die zyklotomische Z,-Erweiterung. Sei Ao = lim A,,

wobei A,, die p-Sylowuntergruppen der Idealklassengruppen von clk, bezeichnet. Dann gilt "

1(Aso) = 0.

Es bezeichne h,, = h(Q({,,)) die Klassenzahl von Q(¢,,) und h;f = h(Q((,,)") die Klassenzahl
des maximal reellen Teilkérpers Q((y, )™ ) von Q((y, ). Dann ist

R
hn = E

eine ganze Zahl.

Satz 6.0.2 Es gilt:

K

11 I re=1.0) |-

(#1,folqo.0 gerade ¢p™—1
¢#1

mit einer Einheit u € 7.

Satz 6.0.3 Sei e, = v,(h,, ). Dann gibt es ganze Zahlen A\~ > 0,u~ > 0 und v, so dass
e, =u prH+An+v"

fiir alle n > ng, ng geeignet.

Bemerkung 6.0.4 Der Beweis zeigt, dass p~ = 0 gilt, falls keines der f(T,0) € Op[[T]] durch p
teilbar ist.

Im folgenden schreiben wir p(K) fiir die p-Invariante p(Ao) in Satz 6.0.1. Die Aussage u(K) =0
wird zuriickgefiihrt auf den Beweis von u~ = 0. In der Vorlesung begniigen wir uns damit, die
Riickfithrung zu beschreiben.

Man benoétigt die folgenden Tatsachen:

1. Fiir beliebige Zahlkoérper K C K’ gilt u(K) < pu(K').
2. Falls ¢, € K, so gilt fiir p = p(K)
p=p"+p und pt =0, falls p= = 0.
Hierbei legen wir die Zerlegung Ao, = AT & AL mit

AL = {a€ A, | J(a) =a},
AL = {a€As|J(a)=—a},

zugrunde und setzen
W g (AR,
J bezeichnet die komplexe Konjugation.

3. Falls e,, = An + pp" + v fiir Koo/K und K’ := K,,, so gilt fiir die Invarianten von K., /K’

N=X u=p"u, v =v+m.
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7 Die Leopoldtvermutung

Sei K ein Zahlkérper und p eine Primzahl. Fiir p | p in K/Q bezeichne Up1 < U, = (’)IX<p die
Gruppe der Einseinheiten. Wir setzen

U=t U =]]Us

plp plp

und betrachten fiir E := Og > die Einbettung

t:E—U, e—(g...,¢).

Sei Ey = t~H(U") das Urbild der Einseinheiten und E; der topologische Abschluss in U'. Dann
ist E1 ebenfalls ein Z,-Modul und es gilt kg, (E1) < rkz(E1) = rkz(E) = ry + 72 — 1.

Leopoldts Vermutung: -
rkZp(El) =7r1+70 — 1.

Im weiteren sei K total reell. Sei €1, ...,¢, ein System von Fundamentaleinheiten von FE, wobei
r := 11 — 1 den Einheitenrang bezeichnet. Seien o1, ...,0,41: K — C, die Einbettungen von K
in C,.

Definition 7.0.1
R,(K) := det (IOgP(Ui(Ej)))lgi,jgr

heif}t p-adischer Regulator von K.
Der p-adische Regulator ist bis auf das Vorzeichen wohlbestimmt.
Satz 7.0.2 Sei K total reell. Dann gilt:
Ry(K)#0 < rky, (Ey) =r  —1 <= Leopoldt fiir K gilt.
Sei nun K/Q abelsch. Mit transzendenten Methoden kann man R,(K ™) # 0 zeigen. Es folgt:
Satz 7.0.3 Sei K/Q abelsch. Dann gilt Leopoldts Vermutung fiir K.

Bemerkung 7.0.4 Leopodts Vermutung ist ebenfalls fiir abelsche Erweiterungen eines imaginér-
quadratischen Zahlkorpers bewiesen.

Definition 7.0.5 Sei rkZP(E’l) =ry+r3—1—39 mit 6 > 0. Dann nennt man 6 = §(K) den
Leopoldtdefekt.

Satz 7.0.6 Sei K ein Zahlkorper und K das Kompositum aller Zy-Erweiterungen von K. Dann
gilt: ~
Gal(K/K) ~ 77211,

Bemerkung 7.0.7 1) Falls K total reell ist und Leopoldts Vermutung fiir K gilt, so gibt es nur
die zyklotomische Z,-Erweiterung.
2) Fiir einen imaginér-quadratischen Zahlkorper K ist Gal(K/K) ~ Z2. Es gilt

R = Kcchanti

mit der zyklotomischen Z,-Erweiterung K.,./K und der anti-zyklotomischen Z,-Erweiterung
Kanti/ K
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