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1 Die Quanten-Fourier-Transformation

Definition 1.0.1 Sei n € N und {|j)™: 0 < j < 2"} die Rechenbasis des H®". Weiter sei
w = exp(2mi/2").
Dann ist die Quanten-Fourier-Transformation F' gegeben durch
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Die Zahlen yg,...,yan_1 sind gerade die diskreten Fouriertransformierten der komplexen Zahlen
LQyeowydon_1.

Lemma 1.0.3 Die Quanten-Fourier-Transformation ist unitar. Fiir die Inverse F~! gilt:
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Definition 1.0.4 Fiir ay,...,a,, € {0,1} setzen wir
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Lemma 1.0.5 Sei |z)™ ein Element der Rechenbasis und xz = Z;:Ol z;27 mit z; € {0,1} seine
2-adische Entwicklung. Dann gilt:
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Definition 1.0.6 Sein € N.
a) Fiir 0 < j < n setzen wir
Hj = id®" ") Heid®
mit der Hadamardtransformation H.
b) Fiir j,k € {0,...,n — 1} mit j > k setzen wir 6;; := 7/27~% und definieren den bedingten
Phasenschieber durch

Py = id® 7R @ 0)(0] @ id®* +
id® ) @ [[0)(0] + e 1)(1]] @ id®VTFY @ [1)(1] @ id®*,

Satz 1.0.7 Fiir die Quanten-Fourier-Transformation gilt

n—1 J—1
F = S(”>H< 11 P Hj>
=0 k=0

= S™ HyPigH, PooPoy HyPsoPs1 PsoHy -+ Pry_1,0Pn—1,1 -+ Poo1n—oHy1.

Hierbei ist S(™) eine einfache Transformation, die die Reihenfolge der qBits umkehrt.

Folgerung 1.0.8 Zur Berechnung der Quanten-Fourier-Transformation bendtigt man O(n?) ele-
mentare Rechenschritte.

2 Die wichtigsten Quantenalgorithmen

2.1 Der Phasenschiatzer

Sei U: 9H®™ — 9H®" ein unitéirer Operator und |u) ein Eigenvektor. Sei Ulu) = €2™|u) mit
0 < <1 Essel p=0.p10203... mit p; € {0,1}. Ziel des Phasenschétzers ist die Berechnung
einer guten Approximation an .

Wir setzen voraus, dass wir {iber zwei schwarze Schachteln verfiigen:

Black Box 1 priipariert den Eigenzustand |u).

Black Box 2 berechnet ein kontrolliertes U?’ fiir j € Ny.

Der Algorithmus nutzt zwei Register: ein t-Qbit-Register, das zu Anfang auf |0)! gesetzt wird sowie
ein n-Qbit-Register, dass zu Anfang den Eigenzustand |u) enthélt.
Schritt 1 Durchlaufe den folgenden Schaltkreis.



2wl
X [0S m . loyee 1S
EQlks | :‘
' oy
lo> ——Tul ’ lo>ee 1>
| m> wul—uwt— - |- l"‘>




Schritt 2 Fiihre eine inverse Quanten-Fourier-Transformation im ersten Register durch.
Schritt 3 Miss das erste Register.

Im ersten Schritt geht der Zustand |0)!®|u) iiber in den Zustand

— ® (10+e741) ol

k=t—1
Das erste Register ist also im Zustand

jv) = % k§1 (10 + €21y )

Man beachte, dass
e2mi25 0 _ 2mi0.0k 11 Pk 42013

gilt. Im Fall ¢ = 0.p109...p:—1 bewerkstelligt die inverse Quantenfouriertransformation nun
gemifl Lemma 1.0.5 in einem polynomiellen Schritt die Zustandséinderung |v) — |z)! mit

t—1
T = Z gpj2j.
3=0

Wir erhalten also durch z/2" den exakten Wert (.

Im Allgemeinen messen wir ein |z) und setzen ¢ := x/2'. Sei nun m € N und £ > 0 gegeben. Um ¢
mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit > 1 — € und einem Fehler | — @] < 1/2™ zu berechnen, muss

man 1
t= 1 24 —
m + ’70g2 ( + 2E>—‘

wéhlen.

2.2 Simons Algorithmus
Sei f:{0,1}"™ — {0, 1}" eine Funktion, die folgender Bedingung geniigt. Sie ist entweder bijektiv
(Typ B) oder es gibt ein s € {0,1}™ mit s # 0, so dass gilt:
f(x)=f(2') <= x@®s=2a"oder z =2’
f ist dann periodisch (Typ P) mit Periode s.

Ziel von Simons Algorithmus ist die Bestimmung des Typs und gegebenenfalls der Periode s.
Wir brauchen zwei n-Qbit-Register H4 und H®” sowie ein Quantenorakel

Up: HAoH? — HA2H?5,
[@)" @) = |a)"elbo fa)".

Schritt 1: Pripariere den Zustand |¥;) = |0)"®][0)™.
Schritt 2: Wende die n-fache Hadamardtransformation H®™ auf das erste Register H4 an. Wir

erhalten dadurch den Zustand
2m—1

1
|Wa) = NeT ; |z)"®]0)".

Schritt 3: Wende das Quantenorakel Uy an. Wir erhalten

, el
|W3) = Noo IZZO |z)" [ f (x))".



Schritt 4: Miss das zweite Register H5.

Schritt 5: Wende nochmals H®" auf das erste Register H* an.

Schritt 6: Miss das erste Register H4.

Schritt 6 liefert ein z € {0,1}"™. Wir wiederholen die Schritte 1 - 6 solange, bis wir n — 1 linear

unabhéingige Vektoren z1, ..., z,—1 gefunden haben. Dies ist der Quantenteil des Algorithmus. Es
folgt ein klassischer Teil.

Schritt 7: Lose das lineare Gleichungssystem
z1:t=0 (mod2),...,2,_1-t=0 (mod 2).

Dieses lineare Gleichnugssystem hat einen eindimensionalen Losungsraum, also eine zweielementige
Losungsmenge {0, s}
Schritt 8: Falls f(0) = f(s) gilt, so ist f vom Typ P mit Periode s. Andernfalls ist f vom Typ B.

Wir beginnen die Analyse des Algorithmus mit der Messung in Schritt 4. Sei |y)* € H? das
Messergebnis und « ein Urbild von y, d.h. f(z) = y.
Falls f vom Typ P ist, so projeziert die Messung das Quantensystem in den Zustand

W) = —= ([2)" + |z @ 5)") @ f ()"

L
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In Schritt 5 wird |¥y) in den Zustand

2" -1
Us) = Y a.(]2)"®lf(@)")
z=0
transformiert, wobei die Amplitude «, von |2)"®|f(x))™ durch

o — j—%ﬂ, falls z- s =0 (mod 2),
0, falls z-s =1 (mod 2)

gegeben ist. Wir messen in Schritt 6 also stets ein z mit der Eigenschaft z - s = 0 (mod 2), d.h.

wir finden eine nicht-triviale Gleichung fiir s.

2.3 Shors Faktorisierungsalgorithmus
2.3.1 Motivation

Sei N eine natiirliche Zahl, die wir faktorisieren wollen. Gute Faktorisierungsalgorithmen versuchen
eine ganze Zahl x zu finden, so dass

=1 (mod N) (1)

gilt. Falls dann  # £1 (mod N) ist, so liefert ggT(N, x £ 1) einen echten Teiler von N.

Um Kongruenzen der Form (1) zu finden, wihlen wir zufillig a € {1,..., N —1} mit ggT(a, N) =1
und schreiben @ € (Z/NZ)™ fiir die Nebenklasse von a modulo N. Wir berechnen nun die Ordnung
r := ord(a) und falls r gerade ist, so setzen wir x := a’/2. (Natiirlich rechnen wir an jeder Stelle
modulo N.) Mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit ist 7 gerade und es gilt zusiitzlich @ # +1
(mod N).

Die Quantenkomponente in Shors Algorithmus beschrinkt sich auf die Berechnung der Ordnung
r = ord(a).



2.3.2 Ordnungsbestimmung

Sei N € Nund G = (Z/NZ)*. Sei 0 < x < N und es gelte ggT(x, N) = 1. Dann ist Z € G und
wir wollen ord(Z) bestimmen.
Sei L := [log,(N)]. Wir betrachten den unitéren Operator

U: M — dH®L,

) =

ly {|xymod NYL falls0<y < N —1,

)L, sonst.
Lemma 2.3.1 Fir0<s<r—1 sei

r—1
1
lus) := 7 kZ:Oexp(—27Tisk/r)|xk mod N)T.

a) Fiir 0 < s <r —1 ist |us) ein Eigenzustand von U mit Eigenwert exp(2mis/r).
b) Es gilt

1 r—1
77 2w =1
s=0

Wendet man nun den Phasenschétzer auf den Zustand |0)!®[1)L an, so erhiilt man einen Zustand
1 r—1
= Z |s) ®us).
\/F s=0

Setzt man @, := z5/2!, so ist @s mit einer positiven Wahrscheinlichkeit eine gute Approximation
an die Phase s/r. Genauer kann man zeigen: Setzt man t = (2L 4 1) + [log,(2 + 5-)| und fixiert s,
so misst man ¢, mit Wahrscheinlichkeit 1/r und mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit > (1 — ) ist
@5 eine Approximation an s/r mit einer Genauigkeit von 2L + 1 Bits, d.h. |@s — £| < g1 (vgl.
Aufgabe 1, Blatt 10).

Mit Hilfe der Theorie der Kettenbruchentwicklung kann man nun aus der Kenntnis der Approxi-
mation @ die Ordnung r berechnen. Es gilt (vgl. Aufgabe 4, Blatt 7):

Satz 2.3.2 Sei £ € Q und es gelte |2 — ¢ | < 5. Dann ist s/r ein Teilbruch in der Kettenbruch-
entwicklung von @g.

Falls wir also eine gute Approximation an s/r haben, so produziert uns die Kettenbruchentwicklung

von @, endlich viele Zahlen pg, qo, p1,¢1, - .. so dass fiir ein 7 gilt
5 _Pi
T4

Man beachte, das der Bruch % stets gekiirzt ist. Wir durchlaufen nun die endliche Liste qg, q1, . . .
und testen, ob % =1 (mod N) erfiillt ist.

Im wesentlichen konnen zwei Dinge schief gehen.

1) Mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit wird ein schlechter Schétzwert fiir die Phase s/r berech-
net. In diesem Fall starten wir einen neuen Versuch (eventuell sogar mit dem gleichen x).

2) Falls wir ein s messen, so dass s/r nicht gekiirzt ist, so liefert der Kettenbruchalgorithmus einen
echten Teiler 7' von r. Auch in diesem Fall starten wir von neuem.



2.3.3 Der Faktorisierungsalgorithmus im Uberblick

Eingabe: Eine zusammengesetzte Zahl N mit mindestens zwei Primfaktoren.
Ausgabe: Ein nicht-trivialer Teiler von N.

Laufzeit: O ((log2 (N))g)

Schritt 1: Wéhle b € N mit 1 < b < N und bestimme d := ggT(b, N). Falls d > 1, so gib d aus
und beende den Algorithmus.

Schritt 2: Bestimme r := ord(b) mit dem Quanten-Algorithmus zur Ordnungsberechnung. Falls
r ungerade ist, so gehe zu Schritt 1. Andernfalls gehe zu Schritt 3.

Schritt 3: Berechne d := ged(N,b"/2 £1). Falls 1 < d < N, so gib d aus. Andernfalls gehe zu
Schritt 1.

2.3.4 Ordnungsbestimmung mit Fouriersampling

Sei 1 < b < N mit ggT (b, N) = 1 gegeben. Betrachte die Abbildung f = f, n: Ng — Ny gegeben
durch f(n) = b" (mod N). Sei L := |2logy(N)| +1 und K > [logy(N)]. Sei HA := ¢H®E und
HPB = 1H®K Sei weiter Uy das Gatter, dass durch

Us: HAoH? — HAoHP, |2)loly)k — [o)tely @ flx)X

gegeben ist.

Schritt 1: Pripariere |¥g) := [0)X®[0)X und wende im Register H# die L-fache Hadamard-
Transformation H®% an. Wir erhalten

2l

[72) *@Z‘

Lg|0yK

Schritt 2: Wende Uy an. Dies liefert

2l

W) : \/27 > lytelf@)s.

x=0

Schreibt man x = jr + k mit j € Ny und 0 < k < r, so erhélt man
1
Uy) = —=> > |jr + k) elf(k)*

Schritt 3: Wende die Quanten-Fourier-Transformation auf H4 an. Man erhélt

2l

Ws) = o ZZ > exp(2mi(jr + k)28 D ol f (k).

i 1=0

Schritt 4: Miss das erste Register H4.

Mit geniigend groBer Wahrscheinlichkeit messen wir ein z € {0,...,2% — 1}, so dass ein [ = [, mit
der Eigenschaft |zr — 2F1| < r/2 existiert. Fiir solch ein z gilt

z l,
2L p 2r2’

Man kann also aus der Kenntnis von 57 mit der Kettenbruchmethode die Ordnung r berechnen.



3 Das versteckte Untergruppenproblem (Hidden Subgroup
Problem (HSP))

Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Sei S eine endliche Menge und f: G — S eine
Abbildung. Man sagt, “f versteckt die Untergruppe H”, falls fiir alle g1, g2 € G gilt:

flg1) = flg2) <= g1 H = g2 H.

Die Abbildung f induziert also eine injektive Abbildung G/H < S. Man beachte aber, dass im
Allgemeinen G/H keine Gruppe ist.

Das HSP ist nun das Problem, zu gegebenem f die versteckte Untergruppe H zu bestimmen. Falls
G abelsch ist, so sprechen wir vom AHSP (Abelian Hidden Subgroup Problem).

3.1 Das abelsche versteckte Untergruppenproblem (AHSP)

Ab jetzt sei G endlich und abelsch. Sei G = {gi,...,9|¢|} und sei n := [log, |G|]. Wir wéhlen eine
Teilmenge der Rechenbasis des H®" der Kardinalitéit |G| und taufen ihre Elemente |g1), ..., |g/¢|),
d.h.

{lgr)s - lgie} S {lo)" 1 0 <z <27} © THO™

Setze HA == (|g1), ..., l9jc))c © YH®™. Dann ist H# ein Hilbertraum mit ONB |g;), ..., l91c1)-
Sei m :=|S| und HB := 9H®™. Sei S = {s0,...,Sm—1}. Wir definieren
8 —{0,...,m—1}, s;—7,

und identifizieren s; mit |s;) = |j)™ € HB.
1.Schritt im AHSP-Algorithmus Préapariere den Zustand
€ HA®H?P.

|Wo) = \/FZM@)'O

geqG

Remark 3.1.1 Dieser Schritt hdngt von der Gruppe G ab. Wir nehmen an, dass die Préparation
von |¥g) polynomial in n ist.

2.Schritt im AHSP-Algorithmus Wir nehmen nun an, dass wir ein Gatter
Us: H'oH? — HA@H?,
g™ = gely® f(9)™

zur Verfiigung haben, das ebenfalls in polynomial (in n) vielen “elementaren Rechenschritten”
realisiert werden kann.
Wir wenden nun Uy auf |¥y) an und erhalten den neuen Zustand

1) = Uyl = = 3 )l o)™

geG

Nach dem zweiten Rechenschritt ignorieren wir das zweite Register H?Z. Das Teilsystem H# wird
durch den Dichteoperator p beschrieben. Beziiglich der ONB {|g1), ..., |g|c|)} hat die darstellende
Matrix die Koeffizienten
A {Clﬂ’ falls g1 H = go H,
Pgi.92 =

0, sonst.



Im Folgenden schreiben wir [g] = gH fiir die Nebenklasse von g € G nach H und setzen
T 2= g 2ol
te[g | heH

Es gilt dann:

A |H]| A\ A
] > gl

lgleG/H

Wir wenden nun im ersten Register H4 die Fouriertransformation

Fe = fZZ

9€G xeG
an. Hierzu schreiben wir G = {|x1), ..., IX|@) } und identifizieren die Mengen {|x1), ..., |x|¢)} und
{lg1),---,lg9c))}- Die Anwendung von Fg auf Register H 4 transformiert den gemischten Zustand

in den Zustand ngAFG
Wieder nehmen wir an, dass sich auch die Anwendung von F in polynomial (in n) vielen elemen-
taren Rechenschritten realisieren laft.
Die Berechnung des Dichteoperators F(;pAFé liefert

For'Fi=1g % i | T @) | T dwe

lgleG/H xla=1 ¢lu=1

Sei nun H+ := {x € G : x|z = 1}. Nach den Gesetzen der Quantenmechanik berechnet sich die
Wahrscheinlichkeit P ein festes ( € G zu messen nach der Formel

P ="Tr (IQ)(C|Fap™Fe) = (ealC)(C|Fap® Feea),

a

wobei hier {e,} € H* eine ONB von H* bezeichnet. Wir nehmen hier oE {e.} = {|x1),- .-, |x|q)}-
Man sieht leicht, dass stets ein ¢ € H* gemessen wird, und die Rechnung zeigt fiir ( € H*

| H|
Pr=—.
© Gl
Wir durchlaufen nun den Algorithmus L mal (L geeignet, siehe unten) und messen (,...,(r, € H+.

Sei P((¢1,...,¢) = H*Y) die Wahrscheinlichkeit, dass (1, ...,(; die Gruppe H* erzeugen. Dann
gilt:

G|
P[]

P({Cr,..., Gy =HY) > 1-

Setzen wir also zu gegebenem ¢ > 0 fiir die Rechengenauigkeit L > [logz (I‘HIL)—‘ an, so erhélt

man P({(y,...,(t) = H*) > 1 — ¢. AbschlieBend beachte man, dass unter der Voraussetzung
(ClyeesCr) = H* gilt:

ﬂker G) =

Mit Wahrscheinlichkeit > 1—¢ kénnen wir also mit diesem Algorithmus die versteckte Untergruppe
H berechnen. Unter geeigneten Voraussetzungen ist das Verfahren polynomial in n = [log,(|G|)].



3.2 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe. Eine Darstellung von G ist ein Gruppenhomomorphismus
o: G— GI(V),

wobel V ein endlich dimensionaler C-Vektorraum ist. Durch Wahl einer Basis von V erhilt man
einen Homomorphismus

Asvr.vn: G— GL,(C), n:=dimc(V).

Vermoge o wird V' zu einem G-Modul: fiir € G und v € V setzt man zv := o(z)(v). Man beachte,
dass die Wirkung von G auf V linear ist. Sei umgekehrt V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum
mit einer linearen G-Wirkung. Dann ist die Abbildung z +% (v — xv) eine Darstellung. Wihlt man
eine Basis vq, . .., v, von V und definiert A, (z) € GlL,,(C) durch (zv1,...,zv,) = (v1,...,0n)As (),
so erhélt man

Asvr,vn: G— GL,(C), n:=dimc(V).

Wir machen im Weiteren keine Unterscheidung zwischen der Darstellung ¢ und der basisabhéngigen
Matrixdarstellung A, und benennen beides mit o. Es ist stets aus dem Kontext klar, was gemeint
ist. Den Vektorraum V nennen wir den Darstellungsraum von o.

Definition 3.2.1 Sei o eine Darstellung. Dann nennt man d, := dim¢ (V') den Grad der Darstel-
lung.

Definition 3.2.2 Zwei Darstellungen 0: G — V und ¢’: G — V' heiflen isomorph, falls es

einen Vektorraumisomorphismus f: V — V' gibt, der vertriglich mit der G-Wirkung ist, d.h.
f(zv) =z f(v) fur alle z € G,v € V.

Man beachte, dass isomorphe Darstellungen stets denselben Grad haben. Wahlt man Basen in V
und V'’ und betrachtet ¢ und ¢’ als Homomorphismen G — G1,,(C), so gilt:

V ~ V" als G-Moduln <= dM € G1,(C)Vg € G: a(g)M = Mo'(g).

Eine erste Tatsache: Zu einer Darstellung ¢ kann man kann stets eine invertierbare Matrix S
finden, so dass S™1o ()9 fiir alle z € G unitér ist. Wir setzen daher ab jetzt voraus, das o(x) eine
unitidre Abbildung bzw. Matrix ist.

Darstellungen kann man addieren: Falls V und V' zwei Darstellungsriume sind, so ist auch V &V’
ein Darstellungsraum. In Matrizen:

(c@a)(g) = < U(Og) O.I(<)g) >

Definition 3.2.3 Eine Darstellung ¢ heifit irreduzibel, wenn man o nicht als Summe von Dar-
stellungen schreiben kann.

Einige weitere Tatsachen:

e Fs gibt bis auf Isomorphie nur endlich viele irreduzible Darstellungen. Genauer: Die Anzahl
der irreduziblen Darstellungen (modulo Isomorphie) ist gleich der Anzahl der Konjugations-
klassen von G. Wir bezeichnen mit G die Menge der irreduziblen Darstellungen (modulo
Isomorphie).

e Jede Darstellung ist isomorph zu ®0€é nyo mit eindeutig bestimmten n, € Ny.

Definition 3.2.4 Sei o eine Darstellung. Dann nennt man x,: G — C, x,(g) := Tr(o(g)) den
Charakter von o.

10



Man beachte, dass isomorphe Darstellungen denselben Charakter haben.
Eine weitere Tatsache:

e 0 ~0 <= X5 = Xo-
Ferner gilt:

e \,(1)=d,.
* Xo(z7h) = X0 (@)
® Xo@®o! = Xo T Xo'-
Lemma 3.2.5 (Schur) Seien o und o’ zwei irreduzible Darstellungen und M € C > erfiille

o(z)M = Mo'(z),Vx € G.

Dann gilt:
(a) o o’ = M =0,
(b)o=0 = M=qal,;,,acC.

Schurs Lemma impliziert die Identitdten des folgenden Satzes.

Satz 3.2.6 Secio,o’ € G.
a) Fiir alle1 < 4,5 <d, und 1 <4, j <d, gilt

dgy y 1, fallso=d",i=1,j=7,
= o(x)5o' (2)yy =
|G| Z (@)io (@)is {0, sonst.

zeG

b)

1 — 1, fallso=o’,
(XonU’) = @ Z Xo(x)XU’ (.13) = { :

— 0, sonst.

Wichtige Beispiele fiir Darstellungen sind die links- und die rechtsregulire Darstellung. Sie sind
definiert durch

L(x)ly) = lzy), R(x)ly) := [yz ™).
fir z,y € G.

Satz 3.2.7
a) L~@P(oel,).

oe@@

b) R~ Is,®0").

UGG

Die néchste Folgerung verallgemeinert die bekannten Charakterrelationen aus der Theorie der
abelschen Gruppen.

Folgerung 3.2.8

a) Y d2=|G|.

oe@@

|G|, fallsx =1,
b oy () = .
) EG:G Xo (@) {0, falls 7 £ 1.

11



3.3 Die nicht-abelsche Fouriertransformierte

Wie im AHSP identifizieren wir die Gruppenelemente g € G mit Elementen der Rechenbasis
lg) € HA := TH®", wobei n := [log,(|G|)]. Wegen Y. _~d2 = |G| kénnen wir die Menge
{(0,i,7) | 0 € G 1<ij< d,} mit derselben Menge der Rechenbasis identifizieren und |o, i, j)
schreiben. Wie friither setzen wir H4 := (|g): g € G)¢c = (|o,i,7): 0 € G, 1 < 4,5 < dy)c
Wir definieren nun die Quanten-Fouriertransformierte Fg: H4 — H* im nicht-abelschen Fall.
Dazu setzen wir
|9) = Fglg) = Jal Y dslo,o(g
UEG

mit

d

q
U
q

H
bl
Il
X
é
Q ||~.
ol
=
=z

j=

Aquivalent kénnen wir schreiben

= > Falg)gl =Y _layel =D > Z 9)jklo, 5, k) (g]

geG geG 9€G 5y ] k=1

Man beachte, dass die Definition von F abhéingig von der Wahl einer Basis des Darstellungsraumes
V. ist.

Lemma 3.3.1 F ist unitér.

3.4 Weak Fouriersampling im NAHSP
Schritt 1: Erzeuge den Zustand

|G|Z|x Y e HA,

zeG

Schritt 2: Wende das Gatter Uy an und erhalte

1 —
z€G
Hier ist wie im AHSP m = |S| und H? := 1H®™,
Schritt 3: Vergiss das zweite Register H”. Der Zustand in H# wird dann beschrieben durch den
Dichteoperator

pt = py = Z |xH){xH|,
|G| zeG

wobei wir fir z € G
|xH) : Z |lzh
Vv heH
definieren. Man nennt pg den “hidden subgroup state”. Eine Rechnung zeigt nun, dass FgppF¢
beziiglich der gewahlten Basis die Matrixdarstellung

FapuFy = |G| P (14, @0 (H)*) mit o(H) := > o(h) € Mg, (C)

pr=tel heH
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hat. Die Matrix zu Fgpn Iy, ist also eine Blockdiagonalmatrix der Form

\CI;| o(H)*
aeé

Da diese Matrix Blockdiagonalgestallt hat, kann man o € G messen, und zwar mit der Wahr-
scheinlichkeit J 0, H|
Plo) = i D xo(h) = o (L Resfi(0)

Es stellt sich nun die Frage, ob diese Informationen ausreichen, um das NAHSP in polynomialer
Zeit (in n) zu 16sen. Im Allgemeinen geht das nicht auf diese Art und Weise, es reicht aber, um
normale Untergruppen H zu finden. Falls ndmlich H ein Normalteiler ist, so folgt

| H]| \
Plo) =4 o falls H C ker(o),
0, sonst.

Wir kénnen daher wie im AHSP vorgehen.

4 Literatur

Die Vorlesung orientiert sich iiber weite Strecken an dem Buch [Sch] von Wolfgang Scherer. Ein
sehr einfacher Einstieg ist durch [Hom] gegeben. Aus diesem Buch ist die Priisentation von Simons
Algorithmus entnommen. Ein wichtiges Buch in dieser Theorie ist [NC00]. Thm ist unter anderem
die Darstellung des Phasenschétzers entnommen.

Fiir das HSP (und auch anderes) sind [CvD10] und [HRTS03] interessant.
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