Prof. W. Bley 15.11.2023
Andrei Lavrenov, PhD

5. Ubungsblatt zur Algebraischen Zahlentheorie

Aufgabe 1

Sei O ein Dedekindring mit Quotientenkoérper K. Fiir ein Polynom f(z) €
K[z]\ {0} sei ay das gebrochene Ideal, das von den Koeffizienten von f erzeugt
wird. Fiir ein maximales Ideal p von O definieren wir

vp(f) == vp(ay).

Zeige:

(a) Fir f1, f2 € K[z]\ {0} gilt ap f, € agpap und Up(fle) 2 UP(fl) + Up(f2)~
(b) In (a) gilt tatséichlich Gleichheit.

(¢) Fiir normierte Polynome f,g,h € K[z] mit f(z) = g(z)h(z) und f € O[z]
gilt g, h € Olz].

Teil (c) ist die Verallgemeinerung des Gauflschen Lemmas.

Aufgabe 2
a) Zeige, da} die quadratischen Zahlkérper mit der Diskriminante

5,8,13, -3, -4, 7,8, —11

die Klassenzahl 1 haben. Verwenden Sie dazu die Minkowski-Konstante.
b) Berechne die Klassenzahl von Q(+/—26).

Hinweis zu (b):

e 20k = p2 wobei py = (2,1/—26)7.

o 30k = p3p3, wobei p3 = <3, 14+ v —26)2,]373 = <3, 1-— _26>Z~
e 50k = psps, wobei ps = (5,2 4 /—26)z,p3 = (5,1 — /—26)z.
Aufgabe 3

Sei K ein algebraischer Zahlkorper und a ein ganzes Ideal.

a) Zeige, daB es eine natiirliche Zahl h gibt, so dal a” = aOx ein Hauptideal
ist.

b) Zeige, dafl a im Kérper L = K({/a) ein Hauptideal wird, d.h. aOp, = aOp,
fiir ein geeignetes a.

c) Zeige, dafl es zu jedem Zahlkorper K eine endliche Erweiterung L gibt, in der
jedes Ideal von K ein Hauptideal wird.

Aufgabe 4
Sei K ein algebraischer Zahlkorper und R ein Teilring von Ok . Zeigen Sie, dass
die folgenden drei Aussagen dquivalent sind.



(a) [Ok : R] < 0.

(b) R enthilt eine Q-Basis von K.

(¢) Quot(R) = K.

Teilringe R, die diese dquivalenten Bedingungen erfiillen, nennt man Ordnungen.

Sei nun R eine solche Ordnung. Zeigen Sie:

(i) R ist Noethersch.

(ii) Jedes Primideal p # (0) ist maximal.

(iii) R ist genau dann ganz abgschlossen in K, wenn R = O gilt.

(iv) Im Fall R # Ok hat R nicht invertierbare gebrochene Ideale.

(v) Sei nun K ein quadratischer Zahlkorper. Zeigen Sie, dass die Ordnungen in
K von der Form R=7Z+ fOgk, f € N, sind.

Besprechung der Aufgaben am 21.11.2023 in der Ubung



