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4. Ubungsblatt zur Algebraischen Zahlentheorie

Aufgabe 1
Sei R ein Dedekindring mit nur endlich vielen Primidealen. Zeigen Sie, dass R
ein Hauptidealring ist.

Aufgabe 2 Sei O ein Dedekindring und a, b gebrochene Ideale in K := Quot(O).
Sei S C O eine multiplikative Menge. Zeige:

(a) S‘ (ab) S~ta.S~1e.

(b) S~1(0: a) = (5710 S~1a)

(c) Sei p ein Primideal und Sy, := O\ p. Dann ist S, 1® ein Hauptidealring.
(d) Fiir ein Hauptideal a = aO gilt: (O: a) = 10O.

Aufgabe 3

Fiir ein ganzes Ideal a <Ok, a # (0), definieren wir N(a) := |Ok /a|. Zeigen Sie:
a) Sei p ein Primideal und pZ = p N Z. Dann ist N(p) eine p-Potenz.

b) N(p™) = N(p)™ fiir alle Primideal p und alle n € N.

c) N(ab) = N(a)N(b) fiir alle Ideale a,b <1 Ok . (Hinweis: Nehmen Sie zunéchst
an, dafl a + b = Ok und wenden Sie den Chinesischen Restsatz an.)

Aufgabe 4 Seien K; und Ky zwei Zahlkérper mit ny := [K; : Q] und ny :=
[K2 : Q). Sei K := K1K> und es gelte [K : Q] = ning sowie (dk,,dk,) = 1.
Seien

Wiy -y Wy und fy, ..., iy

Ganzheitsbasen von K bzw. K. Zeige:

(a) wipj, 1 <i<m,1<j<m,ist eine Ganzheitsbasis von K := K K.
(b) dr = dg di,.

Hinweis: Sei o = Z” ajjwip; € Og mit a;; € Q. Zeige dann: dg,a;; € Z fur
i =1,2. Es folgt (a).

Besprechung der Aufgaben am 14.11.2023 in der Ubung



