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Hilbertsche Verzweigungtheorie

L / K Galoiserweiterung von Zahllöp .

Dann sind

Q ,µ , IL , , ok

G- Mengen ,
wobei G : = Gal (L / K ) .

Zum Beispiel : G wirkt auf I, vermöge

an gebratenes Ideal} ⇒ • (a) c- In6 C- G

Ode G wirkt auf R = Hauptideale .

⇒ C wirkt auf die = IYß
vermöge :

o (AR ) : = • (a) R .

Hier Studiere die G- Wirkung auf I.
Beobachtung : • c- G , 71g ⇒ • (A) / g
Denn : • (7) nQ = • ( Pna ) = • (g) = y .

Satz : G wirkt transitiv auf der Menge
{ Alg } der Prim ideale über g.



Beweis : Seien 1a
'

,
tz Prinidealeütwg .

Angenommen : • (A ) t K ,
Hr c-G .

Finde nach CR × c-Q mit

✗ = 0 (mod to
' )

✗ = 1 (mod 6171 ) ,
traf .

⇒ Nuuk) =Eik) c- 7 ' n =

g
Andererseits :

x ¢-617) , traf ⇒ srk ) ¢7 ,
Hr

⇒ Nackt = Ein ¢ AnQig !
•

Definition : Sei Aly in LIK
.
Dann

heißt
C.
µ

: = { • c- G / • 171 =P }
Zerlegungengruppe von K .

Der Fixkörpet
2-
µ
c- L heißt Zolegungskp . von 7 .
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!!) ,

Lemma :

a) # Italy} = Th : Gta]
| = [Zpn : K]
K

b) Gp =L⇒ Zpi L

⇒
g
ist voll zerlegt .

c) ↳ =L⇐ Zpik
⇒
y
ist unzvbaft

d) Sei • c- G .

Dann gilt :

Lg, = rfgö
'

Beweis : b ) und c) folgen aus a) .

a) folgt aus : Sei ✗ eine G- Menge .

Dann gilt :

✗ = %; × ,
wobei

✗ c- ✗In

✗ ~y :<⇒ ] c- c- G : ily ) = × .

C.× = Stabat ) .

Nutze zusätzlich Transitivität .



Zu d) = c- Gap ,⇒ a- HAB = • Ita)
⇐ &" :o) (A) = 7<=3 ö- c- Gpn
⇐ c- c- rcyaö ' ☒

Erinnerung : Im Allgemeinen
L = Q ? GQ =p? - . - für
nl 1 [ eifi = n

K ? Ok ? g in

f : :-. [Er : Eg] .

Satz : Falls 4K galoissch ist , so gilt :
f. = _ . . = fr = : f

er = . _ .

= Er = : e

Also auch :
• efr = n .

• you = •MaßeG-chk.pe
Beweis : Sei • (A) =p

' für 7,7 '

übrig .

Dann induziert 5 : Q ⇒Q einen



Isomorphismus

Qq ±> Qq ,

✗ + Ja ↳ Hat + tä

von Eg - VR ⇒ f. = f
'

Wegen • (gd ) = sry)Hat = GQ
folgt weiter

tä / GQ <⇒ Hi / GQ
☒

GQ a- fä
I

GQ =p
"

Also : e-- e
'

•

Satz : Sei Hz = An Zpn .

Dann gilt :

④ Kz ist unterlegt in L / Zpn .

( i) R hat über Zpn den Uozweigrgeindex
e = eckig) und den Rertklaesenkp . grad
f = f (Kvg ) . D.h.kz@ = He



[ ii ) Verzweigung index und Retklastenkp . grad
von 12.1g sind gleich 1 ,

d.h.

e. (taz /g) = 1 = ftp.z/y ) .

Ciu ) Falls ftp.EG ,
so ist

y
voll zerlegt

in Zip .

L 12

1) 4. I

Zip Kz = An -2g
I I
K

g

Beweis : efr = IG / = [ii. rief
er = [G : Gq] -- [zpiüf } ⇒

⇒ [L : Zpif = et ☒

Zu (i ) : L / 2-µ ist Galoissah mit Gruppe Gß .

↳ wirkt transitiv auf { of / taz } = f-11414,}
in 47h

= { & } .



Aus G) folgt :
et = e. (KME ) f /KHz)

Man zeigt leicht :

e = eklig ) =

!
eltaltaz ) elpzlg)

f. = fltalg ) =

!

ftp.ltaz/ftRzlg ) .

Hieraus folgt (ii ) und ( iii ) .

Zu Ciu ) : Folgt aus Zpn / Kgalaissch.BZ/EL:-StudiweL/Zpbzw
. interpretiere e

gruppen
theoretisch

.

Sei • c- Gya .

Dann induziert T einen

Atem .

ö : Qq ±> Qq
✗ + 1a → ok) -1K

.

Setze : KH ) : =
µ , Ktg ) : -04g .

Satz : Gp → Gal / 747)/Ky) ,
• ⇒ F

ist surjektiver Cruppenhem .



Def . : Der Kern von r⇒ ö heißt (Boz : Ita
)

Trägheitsgruppe oder Verzweigunggruppe Tank .

Der Fixkp . Tp : = ER heißt Trägheitskp .

Es gilt : •¥4 = Collalto)/ Kvg ))

• / Ip / = e = efklg )
Beweis des Satzes :

L R Wegen 9% = 04g
1
F--Zpn & Kz kann man OE K= F

| |
voraussetzen

.

K g

Sei Ö ein primitives Element für
9217) / Klug ) , d. h .

IHK ) = KG ) (Ö) ,
OE

.

G- c-&
.

Seife [×] das Mipo von -0 über K
.

Sei ägk ) c- Ily )[×] das Mipo von Ä



Sei fk ) = t.FI/--Q)7f-9iknivte
von ① , paarweise verschieden

f- (E) = 0 ⇒ g- / f- in KYLE]
„

FH -E)
Sei ö c- halt KIKI / Ktg ) ) .

ö (E) ist Nst
. von g- ,

also auch von f- .

Also gibt es eine Nsf . Q: um f mit

% = ö (E) (mod 7)

Sei sei c- G (KH
,
%) definiert durch

a- ↳ ① io

Sei 6
,
:L →2 eine Festsetzung von ai .

Dann gilt : ET = F .

L
↳

→ < a-KI
Ko)
^

•

!


