


Lemma : Sei 1111 ein Betrag auf K und es gelte
die verschärfte A- Angleichung .

Sei Ü die komplette-g
bez . 1111 . Sei ✗ 1=0 ein Element in Ü

repräsentiert durch die CF (a)„c- µ ,
✗
n
c- K

.

Dann wird ( Han /1)
„„µ

wird stationär
.

Beweis : ( Hank )
" ,µ konvergiert , denn :

Hx - ytt = / Alt - Kyll / , Kx , y c- K

Also : | Hank - Hank / e- Man - ✗will
n ZMZN
- 0

Sei ✗ 1=0 ⇒ (a) „ c.µ ist keine Null folge
⇒ JE > o ,

MEIN ff m2 M : kmh Z E

Angenommen ( Ikrk)nen wird nicht stationär

⇒ Km > 0 ] n > m : Kult =/ Kann

⇒ Han - ✗mit ! max / Kuh ,
kmh) Z E

I zur CF- Eigenschaft von (✗a)nein . MR

Bemerkung : Für K = ④ und HH = / Ip gilt :

Hp c- p
?

v10 }



Hp = 0 ⇐ ✗ = o

Sei KIQ ein Zahlkp .
Für max . Ideale g-Q,

haben wir die ( endlichen) Beträge 11g ,
/ ✗ Ig : = Ng

- Y "
,

✗ c- K - {0}

1dg : = o

Für T : K→ R hat einen ( unendlichen)

Betrag lt i

lat : = 1=411
Wir haben also endlichen Beträge und rts

und endliche Beträge .

Sprechweise : Man spricht von den Stellen von K .

Geschlossenheitrelation : Sei ✗ c- K? Dann gilt :

IT 1dg . IT Kk = I .

J = : Ka>¢

Beweist
.
S

.

= IT Nj
"""

. II HIHI
g



= N ( gut
")
- ^

. / Nr.# IN /
= N ( ✗Q)

- ^

/ Na ,@ IN /

= / Nina K) /
- ^

/ Na ,@ IN / = 1
.

-

•

Definition : / | heißt nicht - archimedisch
( oder endlich) , falls In / für ne /N beschränkt

ist .

Satz : I | ist endlich ⇒ Ixty / e- max / KI , Hl),
¥

, YE K .

Beweis : ⇐
" In / = 11-1 . . . -111--111=1 .

„
⇒ "

Sei In / = N ,
tu c- IN

.

Sei ×
,y c- K mit 1×1>-1×1 .

2-
•
z
. 1×-1×1 = 1×1

Es gilt : KT /y/
""

= KI
"

, tue IN

⇒ 1×-1×1
"
= E. / ( ö ) /Kiki

"

E N ( n-1^31×1
"



⇒ 1×-1×1 e- N
"

( n + e)
""

Kl 1×1

Satz : Jede Bewertung von Q ist äquivalent zu
1 Ip oder | ↳ = 11ps = | | .

Beweis für den endlichen Fall :

Sei AN eine endliche Bewertung auf Q .
Dann

gilt : Hz H e- 2
,
F 2- c- Z .

Sei p eine Pz
.

mit Hp U - I ( sonst wäre
Halt = 1 für alle ✗ c- ) .

Betrachte a : - { a c- Z / Hatte 1 } 7=2
Festhalten
A- Ungleichg

Es gilt : pE
E at ¥ Z

⇒ pz = oe

Sei a c- Z
,
a =p

"

b
, ptb ⇒ beta

⇒ Hbk = I
⇒ man = up "

"

= la Ips für s =-¥gY÷
"

p-vptas-pn.ms



EIHL : Neukirch
,
Satz ( 3.7) .

Zu einem endlichen Betrag | / von K

definiert man eine Bewertung durch

✓ (x) : = - leg 1×1 ,
× -1-0

, v41 : = •

Es gilt dann : vk ) = so <⇒ ✗ = 0

✓Ky ) = v4) + ✓ (y) , Faye K

v /✗+y ) Z min (v41 ,
✓HD ittxyek .

Zwei Bewotngeürhüßen äquivalent , falls
vn = svz mit SER> o .

Satz :
Sei 11 ein endlicher Betrag auf K .

Dann ist

• = { ✗ c- K | 1×1=1} = {✗c- K / ✓ K) > o}
ein Integritäts bereich mit

! = { ✗ c- K / 1×1=1 } = { ✗ c- K / vk) --0 }
und einzigen maximalen Ideal

y
= { ✗ c- K / 1×1<1 } = {✗ c- K / vk) >o} .



Beweis: O ist ein lokaler Ring ,
d. h

.

O -O a 0
.

So

Bemerkungen :

^) Äquivalente Bewertungen ( Beträge) führen
zu denselben Bewertungssingen 0 .

2) Für ✗ c- K gilt : ✗ c-0 oderÄZO

( vgl . mit der Definition eines Bewertungsringes
z.B

.

in A - MD)
Def . : Eine Bewertung ist diskret , falls
sie einen kleinsten positiven Wert s hat

. Eine

diskrete Bewertung heißt normiert , falls s = 1
ist . Jedes + c- 0 mit ✓ (ir ) = 1 nennt man

Pvimelement oder Uniform' sinnende
,
falls v

diskret und normiert ist .

Lemma : Falls v diskret ist
,
so gilt

✓ ( K) = s Z
.

Beweis : vlt) = s ⇒ vlt") = ns
,
Fn c- Z

.

Sei ✗ c- K"und v4 ) = st mit 1- c-R
.

2- iz
.

t c- Z



Dazu : v ( Thx ) =nu (F) + v12 )
= s ( t +n)

Falls 1- ¢-2
,
so gibt es ne Z mit

O e t -in e 1
. tz Bum

Lemma : Sei v eine diskrete
,
nvmiute Bewertung

auf K und T ein Primelement
,
d. h

. vlt ) =L .

Dann besitzt jedes ✗ c- K" eine eindeutige

Darstellung
✗ = T.mn

,
m C- Z

,
u C- Ö .

Beweis ✓ (x) = m c- Z ⇒ ✗ = T
"

(r-"x)
-

c- @
× Bo

Beispielen
) K = Q

,
/ | = | /

p , p
Pz

.

,
✓ =

Vp it =p .

0 = { G- c- Q / ( a , b) =L , ptb} = Zu,
= 52 mit

S = Z - PZ .

① = { G- c- Q / ( a. b) = 1 , ptab }

g = { G- c- 0 | (a. b) =L , ptb , pla }



2) K Zahlkp . , ja max .

,
I I = 1 Ig
v =

vg
wähle T c-

y
-

y
? Dann gilt : vgl)

= 1
.

0 = Lokalisierung von Q nach 9=9 ' y
= { G- | a. bc-Q.ibc-Q.iq } .

① = { ÷ | ab c- Qiy }

maximales Ideal von @ = { G- | be On if
a c- g }

Satz : Sei v eine diskrete Bewertung
auf K .

Dann ist

0 = { ✗ c- K | vk) zo}
ein tlauptidealning . Falls v normiert ist ,
so sind die von Null vertriebenen Ideale

gegeben durch

g
"

= +
"

O = { ✗ c- K / vk ) zu} ,
Knzo

.



Es gilt : JYGN" = 9g
Beweis Wie bei Zp .

ME

ZIEL-KZ-kp.iq QQ, max . Ideal

11g , vg
normierte diskrete

komplettiere
um> Kg zog = j

Beirat- g
auf K .

Qp ? Zp ? p Zp
Sei R ein VS von of/j

= Ey .

Dann hat jedes ✗ c- 0g eine eindeutige

Darstellung in der Fern

✗ =Ear÷ mit aper .

8=0

Hierbei ist T ein

fixiertes Primelement .




