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Explizite Klassenkorpertheorie 1 Bewertungen und Komplettierungen

0 Einleitung

Sei K /Q abelsch. Dann besagt der Satz von Kronecker-Weber, dass K C Q((,,) fiir ein geeignetes
n gilt, wobei (, eine primitive n-te Einheitswurzel ist. O.E. konnen wir (,, € C annehmen, z.B.
¢n = exp(2mi/n). Binheitswurzeln sind dabei genau die Punkte endlicher Ordnung auf S C C.

Sei k imagindr-quadratisch, und E'/C eine elliptische Kurve. Dann ist ¥ 2 C/A fiir ein Gitter
A = Zwy ® Zws C C mit wy,ws R-linear unabhingig. Betrachte E = C/Oy. Sei k(1) der
Hilbertsche Klassenkorper von k, d.h. die maximale unverzweigte abelsche Erweiterung von k.
k(1)/k ist endlich Galois, mit Galoisgruppe Gal(k(1)/k) = cly. Es gilt k(1) = k(j(E)), wobei
j(—) eine wichtige Invariante von elliptischen Kurven ist.

Sei weiter k(m) ein Strahlklassenkoérper mod m = my, da k keine reellen Stellen hat. Als
Verallgemeinerung des Satzes von Kronecker-Weber gilt, dass jede endliche abelsche Erweiterung
von k in eimem Strahlkorper enthalten ist. Auch diese kann man explizit beschreiben: Es gilt im
Wesentlichen k(m) = k(j(E),7(1 | m)), wobei 7 die Webersche 7-Funktion ist. 7(1 | m) ist
die z-Koordinate eines Torsionspunktes auf £ = C/QO. Solche elliptischen Kurven haben sog.
komplexe Multiplikation, weil sie (im Gegensatz zu den meisten elliptischen Kurven) nicht nur die
Multiplikation mit ganzen Zahlen, sondern auch mit (komplexen) Elementen aus Oy, erlauben.

Bevor wir diese globalen Fragen betrachten, werden wir mit der lokalen Situation beginnen.
Sei k/Q, abelsch. Wie oben wollen wir explizite Beschreibungen von Strahlklassenkérpern k(m)
finden. Dies ist die sogenannte Lubin-Tate-Theorie. Als Literatur werden wir [[wa86] folgen.

Explizite Klassenkorpertheorie in dem obigen Sinn gibt es auch fiir globale Korper mit po-
sitiver Charakteristik, d.h. endliche Erweiterungen von F,(T"). Das ist die Theorie der Drinfeld-
Moduln, die wir hier aber nicht betrachten werden.

1 Bewertungen und Komplettierungen

1.1 Grundlagen

Sei k ein Korper und v : k — R U {oo} eine Bewertung, z.B. k ein Zahlkorper und v = v, fiir ein
Primideal p C O, oder k = F(T) fiir einen Korper F' und v = vp fiir ein irreduzibles Polynom
P, oder 1/00(5) = deg(g) — deg(f).

Definition 1.1. Zu x € k, o > 0 sei
By(z) =N(z,a) ={y € K |v(z —y) > a}.
Dies induziert eine Topologie auf k, die v-Toplogie.

Eine Menge U C k is also offen genau dann, wenn fiir alle x € U ein a > 0 existiert mit
N(xz,a) C U. Wenn v ~ p dquivalent sind, also p = av fiir ein a > 0, dann erzeugen v und p
die gleiche Topologie. Das ist sogar eine Aquivalenz. Setze |z, := a~"(®) fiir beliebiges a > 1.
Das ist ein nicht-archimedischer Betrag auf k. Man sieht

N(z,a) ={y €k ||z —yl, <a™"}.

Beispiel 1.2. Sei k£/Q, endlich. p}! sind (offene und abgeschlossene) Umgebungen der 0, und
jedes N (z, «) ist von der Form x + p} mit geeignetem n € N.

Definition 1.3.  (a) v heif3t diskret, wenn v(k*) = Z fiir ein 5 > 0.
(b) v heiBit normalisiert, wenn v (k™) = Z.
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Sei k' /k eine Korpererweiterung, und v/ eine Bewertung auf k’. Dann ist v = /|, eine
Bewertung auf k. Sei 0" = {z € k' | V/(x) > 0} der Bewertungsring mit Bewertungsideal
p'={z €k |V (z) >0}, und analog O D p fir k. Dann gilt O = O'Nk,p=p'Nk=p'N0O.
Setze weiter k = O/p und £’ = O’ /p’. Dann induziert die Inklusion eine Einbettung xk < «’.

Definition 1.4. e = e(v/' | v) = [V/(K'*) : v(k™)] heiBt Verzweigungsindex, und f = f(V/ | v) =
[" : K] heiBt Restklassenkdrpergrad.

Esgilte, f € NU {o0}.

Beispiel 1.5. Sei £ = Q) und 2 = @ ein algebraischer Abschluss. v = v, hat eine eindeutige
Fortsetzung auf Q, verméoge v/(z) = my(Nk(I)/k(x)) fiir x € €. Man sieht /(%) = Q,
zB. V/(pt/™) = 1. Alsoist e = co. Weiter ist &’ = 5 /Fy = K, also auch f = ooc. § ist nicht
mehr vollstindig beziiglich v/, aber die Komplettierung {2 = C,, von €2 ist sowohl vollstindig als
auch algebraisch abgeschlossen.

Proposition 1.6. Sei (k,v) vollstindig, und k' /k eine algebraische Erweiterung. Dann gibt es
eine eindeutige Fortsetzung v' von v auf k. Falls [K' : k] = n < oo, so gilt

1
V(x) = EV(Nk'/k(l“))
fiir alle x € k'*. In diesem Fall ist (k', V") wieder vollstindig.

Folgerung 1.7. Sei (k,v) volistindig, und k' /k eine algebraische Erweiterung. Sei o : k' — k'
ein k-Homomorphismus. Dann gilt V' o o = V', und daher o(O') = O’ und o (p’) = p’. Weiter ist
folglicha : k' — K/, x + p' — o(x) + p’ ein wohldefinierter k-Homomorphismus.

Bemerkung 1.8. Seien (k/,v’) und (k”,v") vollstindige Erweiterungen von (k,v) mit /|, =
Ve = v. Sei k C k', k" dicht. Dann gibt es einen k-Homomorphismus o : &/ — k" mit
V'(o(z)) = V() fiir alle x € .

Skizze. Seix = V/'-lim,,_, 00 T, mit 2, € k. Setze o(x) := V- limy, 00 T d

Anwendung: Sei (K, 1) /(k,v), und (K, ;1) vollstindig. Schreibe k fiir den topologischen Ab-
schluss von k in K beziiglich der p-Topologie. Dann ist k ein Teilkdrper von K, und (k, p|7)
ist vollstandig: Seien x = p-limy, oo T, y = p-lim, oo yn € k, mit x,,y, € k. Dann ist
x+y = p-limy ooy + Yyn € k, und analog fiir Differenzen, Produkte und Quotienten (ist
y # 0, dann auch y,, # 0 fiir n > 0.). Also ist k ein Korper. Fiir die Vollstindigkeit sei 2, 75, . . .
eine Cauchy-Folge in k. Dann konvergiert (z/,),, gegen ein z € K, da K vollstindig ist. Sei
x!, = v-lim; o0 Tp; mit x,; € K. Definiere x,, := x,; mit ¢ groB genug, sodass |z, — 2| < %

Dann folgt

| — @y = [ — @, + 2 — @] < |z —ap |+ |2, — 2] T 0,

also & = pi- limy, o0 T, € k.

1.2 Vollstindige Korper
Definition 1.9. (%, ) heift vollstindig, falls v vollstdndig und normalisiert ist.

Beispiel 1.10. (i) Sei £/Q,, endlich, v = v,. Dann ist (k,~) mit dieser Definition i.A. nicht

vollstindig, da v,(k*) = 1Z, wobei pO) = p°. Stattdessen ist k beziiglich v, = e,

T e
vollstandig.
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(i) Sei F' ein Korper und k = F'((T')) der Korper der Laurent-Reihen. Dieser ist beziiglich
V(D sk anT™) = k, falls ag # 0, vollstéindig. (Genauer gesagt ist k& die Vervollstandigung
von F'(T') beziiglich der Bewertung assoziiert zu 7'.)

Sei m € k* ein Primelement, d.h. v(7) = 1. Dann sind alle nichttrivialen Ideale von O}, von
der Form 7" Oy, = pt, n > 0. Weiter bilden die p}} eine Umgebungsbasis der 0 in der v-Topologie.
Wegen v(z) > n < v(x) > n — 1 sind die p}? offen und abgeschlossen.

Lemma 1.11. (k, v) ist total unzusammenhiingend und nicht diskret.

Beweis. Sei x € k und U die Zusammenhangskomponente von x. Angenommen x #* y € U.
Setze m := v(x — y) € Z und betrachte

Wy={zeU|v(z—z)>m}>xz und Wy:={ze€U|v(z—z)<m}>y.

Dann gilt W1 N W5 = () und Wy, W5 sind offen, im Widerspruch dazu, dass U zusammenhingend
ist. Dass k nicht diskret ist, ist klar, da zum Beispiel {0} C k nicht offen ist. O

Notation: Wir schreiben k* = (m) x U mit U := Uy := Uy, := O] und allgemeiner
Uy =1+p"={z€k™|v(z—1) >n}

fir n > 1. Sei weiter k := O/py. In der algebraischen Zahlentheorie wurde gezeigt, dass
U/ U1 — K>, nhy — 1+ prund Uy, /Up+1 — pZ/pZH, aldpy1 — a + pi fir n > 1 Isomor-
phismen sind. Verkettet man letzteren mit dem (nicht-kanonischen) Isomorphismus p}/ pZH =

7" O /7" 1O}, — K durch Multiplikation mit 7", erhilt man U, /Uy, 11 = & fiir n > 1.

Bemerkung 1.12. £* ist eine topologische Gruppe, und die 1 + p} bilden eine Umgebungsbasis
der 1. Wie in ist k™ total unzusammenhingend und nicht diskret.

Fixiere fiir jedes n € Z ein Element 7,, € k* mit v(m,) = n (z.B. m, = 7"). Sei A C O ein
vollstindiges Vertretersystem von Oy, /py.

Proposition 1.13 (Verallgemeinerte p-adische Entwicklung). (i) Jedes x € k™ hat eine ein-
deutige Darstellung x = Zfoo«n AnTn mit ap € A. Falls a; # 0 und a,, = 0 fiir alle
n <1, so gilt v(x) = i.
(ii) Fallsx =) ., anmpundy =3 __ ., bymp mitay, by, € A, soistv(x—y) > i genau
dann, wenn a,, = by, fiir alle n < 1 gilt.

Beispiel 1.14. (i) Fiir £ = Q, und 7, = p" erhilt man die gewohnliche p-adische Entwick-
lung.
(i) Sei k = F((T)) wie in Beispiel Dann kann man A = F' wihlen.

Bemerkung 1.15. Sei k' /k endlich, und (k, v) vollstéindig. Sei u die eindeutige Fortsetzung von
v auf k' und Oy der zugehorige Bewertungsring. Dieser ist auch der ganze Abschluss von Oy
in k. Sei pOp = pS, und f = [k’ : k]. Dann gilt ef = n und v/ := ey ist die normalisierte
Bewertung auf &'.

Sei nun (k, v) ein lokaler Korper, d.h. k ist vollstidndig und || < oo, also z.B. k eine endli-
che Erweiterung von Q,, oder £ = F'((T")) mit F ein endlicher Korper. Sei 2 ein algebraischer
Abschluss von k. Sei (Q, 1) die Vervollstindigung von €2 beziiglich der eindeutigen Fortsetzung
w von v auf Q.

Betrachte eine algebraische Erweiterung 2/ F/k. Sei F der topologische Abschluss von F' in
Q beziiglich der z-Topologie. Dann ist (F', fi|3) die Vervollstindigung von F.

Vorlesung 2
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Bemerkung 1.16. Ist [F : k] < oo, dann ist F' vollstéindig. Also ist in diesem Fall F' = F.

Lemma 1.17. Sei Q/E/F/k ein Turm von algebraischen Erweiterungen mit [E : F| < co. Dann
gilt

(i) E=EF.

(ii) Ist E/F separabel, dannist ENF = F.

Beweis. (i) Betrachte die Korpererweiterungen

E
|
EF
/ ‘
E F
7
ENF
|
F

(F, 71|7) ist vollstindig und [E'F : F] < oo, also ist auch (E'F, i| ) vollstindig. Dann ist EF
abgeschlossen, und £ = E'F.

(ii) Sei E’ C Q) der normale Abschluss von E/F. Dann ist E’/F Galoissch, und es reicht zu
zeigen, dass E'NF = F'. Ohne Einschriinkung sei also E/F Galoissch. Dann folgt [E : F| = [E :
ENF]. Andererseits betrachte o : Gal(E/F) — Gal(E/F), o + &, wobei o (fi- limy, 00 ap) :=
p-lim,,_, o o (ay,) fiir Cauchy-Folgen (ay,), C E. Diese Abbildung ¢ ist offensichtlich injektiv,
alsoist[E: F]<[E:F]=[E: ENF]unddamit F = ENF. O

1.3 Einschub: Unendliche Galois-Theorie

Im Folgenden werden wir Galois-Theorie fiir (im Allgemeinen) unendliche Korpererweiterungen
benotigen. Wir sammeln hier kurz die wesentlichen Resultate ohne Beweis. Ausfiihrliche Behand-
lungen dieses Themas findet man zum Beispiel in [Bos20] oder [Neu06]. Sei 2/k eine Galoiser-
weiterung.

Beispiel 1.18. (i) Fiir jedes k& kann man 2 = k¢ den separablen Abschluss, oder Q = k% :=
Uy K mit K/k endlich abelsch betrachten.
(ii) Eine wichtige Erweiterung z.B. in der Iwasawa-Theorie ist Q((pe)/Q.

Die Nebenklassen o Gal(€2/K) fir K /k endlich Galoissch bilden die Basis einer Topologie
auf G := Gal(Q/k), der sogenannten Krull-Topologie. Explizit ist U C Gal(2/k) offen genau
dann, wenn es fiir alle 0 € U eine endliche Galoiserweiterung K /k gibt mit 0 Gal(Q2/K) C U.
Damit wird G zu einer topologischen Gruppe.

Satz 1.19. G ist Hausdorff und kompakt.

Lemma 1.20. Es gilt G = lim Gal(K/k) = Jim G/ Gal(Q/K), wobei K jeweils iiber alle
endlichen Galoiserweiterungen K /k liuft.

Satz 1.21 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Die Zuordnungen K — Gal(Q/K) = {oc € G |
o(a) = a, Ya € K} und Q" <+ H bilden zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijektionen
zwischen den Teilerweiterungen Q) K /k und den abgeschlossenen Unterguppen H C Gal(2/k).
Die offenen Untergruppen entsprechen dabei genau den K /k mit [K : k] < oo. Weiter gelten die
iiblichen Zusditze, z.B. ist K [k normal genau dann, wenn Gal(2/K) < G.
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1.4 Die maximal unverzweigte Erweiterung

Lemma 1.22. Sei (k,v) lokal. Sei )/ k ein algebraischer Abschluss und Q1) F [ k eine algebraische
Erweiterung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) F/k ist unverzweigt, d.h. jede endliche Zwischenerweiterung F/L/k ist unverzweigt.
(ii) p(F>) =27
(i) W(F™) = Z.
Beweis. Ubung. O

Wir schreiben £, fiir die eindeutige unverzweigte Erweiterung von k& vom Grad n. k[ ist der
Zerfillungskorper von X9 — X mit ¢ = |«|. Weiter ist &7 zyklisch mit Gal(k”,) = (apn> wobei
¢n, eindeutig durch @, (a) = a mod pyp fiir alle o € Okn bestimmt ist. Es gilt k] C k' genau
dann, wenn n | m.

Definition 1.23. Wir schreiben K := Ky := |, ki € Q fiir die maximal unverzweigte Erwei-
terung von k (in ). Weiter sei O™ C k. der Bewertungsring und " der Restklassenkorper von

k., und ki der Restklassenkorper von K.

Satz 1.24. (i) kx ist ein algebraischer Abschluss von k.
(ii) Gal(kyr/k) — Gal(kk | k), 0 — o', wobei o' (x+p ) = o(x)+pK ist ein [somorphismus
von topologischen Gruppen.

Beweis. (i) Aus der Definition von K folgt direkt kKx = Un2 k™. Da k als endlicher Korper
genau eine Erweiterung von Grad n (in einem fixierten algebraischen Abschluss) hat, folgt die
Behauptung mit [£" : k] = n.

(i) Gal(ky/k) = lim Gal(kl'./k) = Hm Gal(k"/k) = Gal(kk /k) O

Bemerkung 1.25. Genauer gilt in (ii)
Gal(ky/k) = L m Gal(k LW’”) limZ/nZ =: Z.

Sei ¢, € Gal(ky/k) das eindeutig bestimmte Element mit Bild ¢,, unter den kanonischen Pro-
jektionen Gal(ky/k) — Gal(k]'./k). Dann gilt g5 () = o? mod pg firalle o« € K. ¢y, erzeugt
eine dichte Untergruppe (@) = Z C Z = Gal(ky/k), und es folgt k¥ = k¥ = k, dh.
k() = a genau fiir « € k.

Sei nun F'/k eine endliche Erweiterung. Dann ist F'k,,. / F' unverzweigt, ist also in F,, enthal-
ten. Wir wollen zeigen, dass hier sogar F'k,, = F,, gilt.

Definition 1.26. (i) Vo, C Q* sei die Gruppe der Einheitswurzeln von p’-Ordnung, d.h. von
Ordnung prim zu p.
(i) Vi = ptgn—1 C Voo € Q.

Bemerkung 1.27. Esist Vo = |J,;~; Vi, denn wenn €™ = 1, p { m, dann betrachte L := k(e).
(O

Es gilt L* = W% X prgf—1 X Up”’, und es geniigt zu zeigen, dass U]gl) keine Einheitswurzeln von

P -Ordnung1 enthélt. Aber U g) ist ein Z,-Modul, wenn also n™ = 1 mit m € Z,; gilt, folgt sofort

n=n"" =1

Lemma 1.28. Die Abbildung Voo — K, 1) 7] := 1) + P ist ein Isomorphismus.

Vorlesung 3
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Beweis. Sein =1 mod pg. Dann gibteseinnmitn € pgn 1N(1+px) = pgn 1N (1+pgn) =1
nach der obigen Bemerkung. Also ist die Abbildung injektiv. Fiir die Surjektivitit sei 77 € rj, =
U1 (k™) %. Seiny € (k™) dann ist 7] eine Einheitswurzel der Ordnung ¢" — 1. Diese kann man
mit Hensels Lemma liften. O

Proposition 1.29. Sei n € V.. Dann ist pr(n) = n4.

Beweis. Nach Definition gilt ¢ () = n? mod pg, und die Behauptung folgt aus der Injektivitit
in Lemma O

Sei nun F'/k endlich. Dann ist ky = k(V), also Fky = F(Vy) = Fyr.

1.5 Voll verzweigte Erweiterungen

Bemerkung 1.30. Sei k’/k endlich. Dann ist &’ /k voll verzweigt genau dann, wenn &' N ky, = k:
Seien e, f der Verzweigungs- bzw. Trigheitsgrad von &’ /k. Dann wissen wir aus der Zahlentheo-
rie, dass [k’ N ky] = f.

Sei jetzt F/k voll verzweigt, d.h. k' /k voll verzweigt fiir alle £ C k¥’ C F mit k' /k endlich.
Aus der Bemerkung fiir den endlichen Fall folgt sofort, dass dies dquivalent ist zu ' N Ky, = k.
Notation: Wir schreiben k C ¢ & fiir eine endliche Kérpererweiterung &'/ k.

Lemma 1.31. Sei F C; F' C Fky,. Dann ist F' | F unverzweigt. Also ist F/k eine maximal voll
verzweigte Erweiterung von k in F'k,,.

Beweis. Restriktion liefert eine injektive Abbildung Go(F'/F) < Go(F' N ky/k) = 1. Also ist
F'/F ebenfalls unverzweigt. O

Beispiel 1.32. Sei k = Qy, p # 2. Esist Q) = PP X pip—1 X Zyp, also Q/(Q))?* = Z/2Zx L/2Z,
und nach Kummer-Theorie gibt es genau 3 quadratische Erweiterungen von Q,,, eine davon ist
die unverzweigte k2. Schreibe K7, K, fiir die beiden verzweigten quadratischen Erweiterungen,
dann sind K¢, Ky C K k&r, es gibt also keine eindeutige maximale voll verzweigte Erweiterung
in K1k2.

Lemma 1.33. Sei E/k,,/k mit E/k Galoissch. Sei v € Gal(E/k) ein Lift von py, € Gal(ky,/k).
Sei I := EY). Dann gilt

(i) Fkur =F,

(ii) k,NF =k,
(iii) Die Restriktion Gal(E/F) — Gal(ky,/k) ist ein Isomorphismus,
(iv) F ist eine maximale voll verzweigte Erweiterung in E /k.

Beweis. A priori haben wir folgende Situation:



Explizite Klassenkorpertheorie 1 Bewertungen und Komplettierungen

Es gilt F () kye = kv ™ = £{# = k nach Bemerkung[1.23] Sei F C; M C E, [M : F] = n.
Setze F' = Fk. und F” = M F'.Da (¢) dichtin Gal(E/F) liegt, folgt, dass Gal(F" / F") endlich
zyklisch ist, erzeugt von v|p». Dann ist M = F’, da F” /F also nur einen Zwischenkdrper vom
Grad n hat. Da M beliebig war, folgt (i). (iii) ist dann Galoistheorie, und (iv) folgt mit Lemma

31 O

1.6 Normgruppen
Lemma 1.34. Sei k C¢ k' C Q. Dann

(i) Ny i (U(K')) € U(K) ist eine kompakte Untergruppe.
(ii) Ny p(K'™) C k™ ist abgeschlossen.

Beweis. (i) Ny, : K" — k> ist als Produkt von stetigen Abbildungen stetig. Da U(k') C k'
kompakt ist, gilt das gleiche fiir Ny 1, (U (K')).

(i) Schreibe k% = 7% x U(K'). Dann ist Ny (K) = Ny jp(7)% x Ny (UK)) =
(wfu)% x Ny jx(U(K')) fiir geeignete Primelemente 7/, von &’ bzw. k. Sei (), eine konver-
gente Folge mit z, € N/, (K”) mit 2, — 2 € k. Da Bewertungen diskret sind, wird die
Bewertung von z,, schlieBlich stabil, o.E. gilt also z,, € (7fu)! x N /e(U(K")) fiir alle n € N
und ein festes [ € Z. Schreibe x,, = (7/u)'y,,. Dann konvergiert (yy,),, gegen y := z/(7/u)! und
mit (i) folgt y € Ny, (U(K')), also die Behauptung. O

. . Vorlesung 4
Definition 1.35. Sei k¥ C F' C (). Dann definiert man Normgruppen Mai 5, 2026

(l) N(F/,IC) = ﬂkgfk’gF Nk//k(klx) g k?x,

Aus dem obigen Lemma folgt sofort, dass N(F'/k) abgeschlossen und N U (F'/k) (als abge-
schlossene Teilmenge eines Kompaktums) kompakt ist. Weiter ist NU(F'/k) = N(F/k) NnU(k),
und fiir einen Korperturm & C F C F' C Q folgt N(F'/k) C N(F/k) sowie NU(F'/k) C
NU(F/E).

Lemma 1.36. Sei k' /k endlich und unverzweigt. Dann gilt: Ny /i, (U(K")) = U(E).

Beweis. Setze U := U (k) und U’ = U(K"). Wir wissen U /Uy = k* und U; /U1 = k fiir i > 1,
und ebenso fiir &’ (vgl. die Erlduterungen nach Lemma|I.11)). Betrachte die Diagramme

Yy —— Y —
J/Nk//k. JN.‘Q//K lNk//k \LTI‘KI/,{
u/L{1 — KX Z/Ii/uiﬂ — K

Die Kommutativitit des linken Diagramms ist klar, fiir das rechte sei 7 = 7, ein Primelement in
k.Da k' /k unverzweigt ist, ist 7 auch ein Primelement in £, sodass sich jedes Element in 4] /U], |
als (1 + m'a)U],, mit @ € Oy darstellen lisst. Dann lassen sich die Bilder dieses Elements wie
folgt berechnen:

(1 + ﬁia)Z/[{+1 —_— 7TiOé —|—p;;,r1 P .+ Pps

! I

i =), i
Ny (1 + mo)lUipr —— 7 Try () + pi —— Try (o) + pr,
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wobei fiir (x) die Rechnung Ny /(1 + 7'ar) = [],(1 + 7'o(a)) =14+ 7Y o(a) mod pit
verwendet wurde. Nun sind N/ /,; und Tr,/ ., fiir endliche Korper surjektiv: Nach Hilbert’s Satz
90 gilt H'(Gal(x'/k), ™) = 1,also */ N, (v") = H*(Gal(x' /), k") = 1 via Herbrand-
quotienten. Analog fiir die Spur. Aus den kommutativen Diagrammen folgt daraus, dass auch
Ny i U JU; 1 — Ui /Uiy surjektiv ist, fiir alle 7 > 0.

Per Induktion zeigt man Ny 5, (U')U; = U fiir alle i > 1. Fiir i = 1 ist das genau die Surjekti-
vitidt im linken Diagramm. Gelte die Behauptung nun fiir ¢ — 1, dann folgt analog

U = Ny (U )Ui—1 = N e (U) Np 1 (Ui )Us = N e (U U

Seinun Y > u = x;u; mit x; € Nk//k(U’) und u; € U;. Es folgt x; = uui_l — u fir i — oo. Da
Ny /i (U") abgeschlossen ist, folgt also auch u € Ny 1, (U'). O

Proposition 1.37. Sei k C F' C Q und F'/k unverzweigt. Dann gilt

(i) NU(F/k) =U(k).
(ii) Falls [F : k] = oo, so gilt N(F/k) = U(k).

Insbesondere ist N(k,,/k) = NU(ky/k) = U(k).

Beweis. 1)) NU(F/k) = ﬂkgfk'gF NUK' k) = ﬂkgfk,gu(k) = U(k) nach dem Lemma.
(i) Sei k Cy k' C F,also k' = k. falls [k : k] = n. Es folgt Ny (k") = w2 x U(k), also
N(F/k) =), 7% x U(k) = U(k). O

Proposition 1.38. Sei k C F' C Q. Dann ist F'/k voll verzweigt genau dann, wenn N(F'/k) ein
Primelement von k enthdilt.

Beweis. Nimm zuerst an, dass F'/k eine unverzweigte endliche Erweiterung k' = k.. /k enthiilt.
Sei 7 ein Primelement von k. Dann folgt direkt N(F/k) C Ny (k") = 7% x U(k), was kein
Primelement entilt.

Sei jetzt F'/k voll verzweigt. Fiir k C¢ k' C F schreibe S(k') = {z € N(K'/k) | v(z) = 1}
fiir die Menge der Primelemente in N(k’/k). Sei 7’ ein Primelement von £/, dann ist S(k') =
Ny /i (TU(K')): "2" ist klar, da k'/k voll verzweigt ist, sodass Ny /. (7') prim ist. Umgekehrt sei
x € S(K'). Dann ist £ = Ny /(7" )u mit u € U(k) N Ny (B) = Ny (U(K')). Also ist S(K')
kompakt und nicht leer. Ferner seien k C¢ &/, k5 C F. Dann impliziert die Transitivitit der Norm
S(k,Ky) € S(k}) N S(ky), also S(TTi, kb) = M=, S(ki) firk Cp k} C F,i=1,...,t

Angenommen es wire ﬂkgfk'gF S(k") = 0. Dann ist S(k) = U, (S(k) \ S(K')). Wegen
S(k)\S(K") = S(k)n(k*\S(k")) und S(k") kompakt, also abgeschlossen folgt, dass S(k)\ S (k')
offen in S(k) ist. Da S(k) kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung S(k) = |J:_, (S(k)\
S(k)).also 0 = ), S(K) 2 S(TT, k) # 0. 0
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2 Formale Potenzreihen

Sei R ein kommutativer Ring und

S=R[X1,.... X)) =S Y aX{'-Xjir|acR
iE(Zzo)"

Definition 2.1. Fiir f, g € S schreiben wir f = ¢ (mod degd), wenn f — g keine Monome vom
Grad kleiner d enthilt.

Beispiel 2.2. (i) Sein = 1. f =0 (mod degd) ist dquivalent zu f € X?R[X].
(ii)) Sein = 2. Dann besagt f = X +Y (mod deg?2), dass f(X,Y) = X + Y+Terme vom
Grad > 2.

Sei f € Sund g1,...,9n € R[Y1,...,Y;,] mit g; =0 (mod deg1). Dann ist

folgryeoovgm)=fr(Y1,.. ., Ym)s o oygn(Y1,...,Yn)) € R[Y1,..., V0]

wohldefiniert. Fiir n = 1, also S = R[z] mit maximalem Ideal M = XS, und f,g € M sind
fogund go f definiert, d.h. (M, o) ist ein Monoid mit neutralem Element X .
Ubung 2.3. f(X) =32, a,X™ € M ist invertierbar genau dann, wenn a; € R*.

n=1

Beispiel 2.4. Seien [ = > 7 ja, X" € Og[X] und g(Y) = > 77 bnY™ € Og[Y] mit
by € pg. Dann ist

f(g<Y)) = Zan (Z mem> = chyk
n=0 m=0 k=0

mitco = 7 anbf € Ogund ¢y = > 27 nan_lbg_lbl € Og, da Q vollstindig ist.
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