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Aufgabe 1
Definition Sei A eine abelsche Gruppe und f , g : A −→ A Endomorphismen von A mit der
Eigenschaft f ◦ g = g ◦ f = 0. Dann definiert man

q f ,g(A) :=
(ker( f ) : im(g))
(ker(g) : im( f ))

,

falls beide Indizes endlich sind.

Sei nun G = 〈σ〉 eine zyklische Gruppe, A ein G-Modul und

D : A −→ A, a 7→ (σ− 1)a,

N : A −→ A, a 7→ NGa.

Zeigen Sie: h(A) = qD,N(A).

Aufgabe 2
Sei f = 0 und g = n die Multiplikation mit der natürlichen Zahl n. Sei G zyklisch von
Ordnung n und A ein trivialer G-Modul. Zeigen Sie: h(A) = q0,n(A).
Bemerkung: Falls |G| = p, so ist q0,p gerade die Funktion ϕ aus der Vorlesung.

Aufgabe 3
Sei 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen. Zeigen Sie:

a) Wenn zwei der Quotienten q0,n(A), q0,n(B) und q0,n(C) existieren, so auch der dritte.

b) q0,n(B) = q0,n(A)q0,n(C).
Hinweis: Nutzen Sie hierzu das Schlangenlemma.

Aufgabe 4
Seien f , g zwei miteinander vertauschbare Endomorphismen der abelschen Gruppe A.
Dann gilt:

q0, f g(A) = q0, f (A)q0,g(A),

was wieder so zu verstehen ist, dass alle drei Quotienten definiert sind, wenn nur zwei
unter ihnen definiert sind. Hinweis: Betrachte Sie das kommutative Diagramm:

0 g(A) ∩ ker( f ) g(A) f g(A) 0

0 ker( f ) A f (A) 0
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Aufgabe 5
Sei G = 〈σ〉 eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung p. Zeigen Sie: Ist q0,p(A) definiert,
so auch q0,p(AG) und es gilt:

h(A)p−1 = q0,p(AG)p/q0,p(A).

Hinweise: Die Aufgaben sind vollständig in Neukirchs Buch behandelt. Die Aufgaben 1-4 sollten mit den

Hinweisen ohne zu Hilfenahme des Buches machbar sein. Die fünfte Aufgabe wird ausführlich in der Übung

besprochen.


