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1. MENGEN UND ABBILDUNGEN

Definition 1.1. Eine Menge M ist eine Zusammmenfassung von ge-
wissen Objekten, den sogenannten Elementen von M. Die leere Menge
() ist die Menge, die kein Objekt enthélt.

NB. Diese erste Definition ist nicht prézise; eine genaue Festlegung
des Begriffs einer Menge, und der mit Mengen zuldssigen Operationen,
erfordert eine axiomatische Begriindung der Mengenlehre, die fiir eine
Einfithrung in die lineare Algebra nicht angebracht ist. Wir verwenden
daher nur die obige, naive Definition.

e m € M : m ist Element von M,

e m & M : m ist kein Element von M,

o M ={my,mo,...}: M ist die Menge mit den Elemente my,ms ...,
e M = {z | z erfiillt Eigenschaft P} : Menge der x mit Eigenschaft P.

Beispiele 1.2. (a) N = {1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen;
No ={0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen einschliesslich 0.
(b) Z=A...,—1,0,1,2,... } Menge der ganzen Zahlen.

(¢c) Q=Ap/q | p,q € Z, q# 0 } Menge der rationalen Zahlen.

(d) R Menge der reellen Zahlen.

Definition 1.3. Sei M eine Menge.

(a) Eine Menge N ist eine Untermenge (oder Teilmenge) von M, N C
M, falls jedes Element von N in M liegt. Ist N C M und gibt es we-
nigstens ein m € M mit m ¢ N, so schreibe N C M. Zwei Mengen
M, N sind gleich, M = N, wenn N C M und M C N gilt. Die Potenz-
menge P(M) ist die Menge aller Teilmengen von M; es ist ) € P(M).
(b) Seien N; C M, j € J, J eine nichtleere Indexmenge (nicht un-
bedingt endlich). Die Vereinigung und der Durchschnitt der N; sind
definiert als die Mengen

.UJNj = {me M |me N, fiir ein j},
JE
.ﬂJNj = {me M |me N; fir alle j}.
JE

Ist J =0, so setze U;N; = 0 und N;N; = M.
(c) Ist N; C M, j = 1,2, so ist die Differenz von N; und N, die Menge

Nl\NQZ{nleNl‘n1¢N2}.

(d) Seien M; # 0,i = 1,...,k Mengen. Betrachte geordnete k-Tupel
(ma,...,mg),m; € M;, d.h. (mq,...,my) = (m},...,m}) & m; =m,



firi=1,...,k Das (kartesische) Produkt der M ist definiert als
My x - x My, = {(mq,...,mg) | my € M;}.

Seien A, B, C, N; fiir j € J Teilmengen einer Menge M. Dann gilt:
e AUB=BUAund ANB=BnNA.

e AUBUC)=(AUB)UCund AN(BNC)=(ANnB)NC.

e AN (U;N;) =U;(ANN;) und AU (N;N;) =N;(AUN;).

Beispiel 1.4. Sei M = N, Ny, Ny C M die Mengen N; = {1} und
N2 = {1,2} Dann ist N1 U N2 = {1,2}, N1 N N2 = {1}7N1 \ NQ =
@,NQ\Nl = {2},N1XN2 = {(1, 1)7 (1,2)} und Nox Ny = {(1, 1), (2, ].)}

Definition 1.5. Sei M eine Menge und N; C M, j € J, Teilmengen.
Die N; bilden eine Partition von M, falls jedes m € M in genau einer
der Teilmengen N; liegt d.h. falls gilt

Beispiel 1.6. Sei N C M und N = M\N (d.h. N ist das Komplement
von N in M). Dann bilden N und N eine Partition von M.

Wir wollen Partitionen einer Menge charakterisieren. Ist M = U;N;
eine Partition, so nennen wir zwei Elemente m,m’ € M &quivalent,
m ~m’, falls m,m’ € N; fiir ein j gilt. Fiir m,m',m” € M folgt:

(i) m ~m,

(ii) m ~m' = m' ~m,

(iii) m ~m’ und m' ~m” = m ~m”".

Wir zeigen, dass umgekehrt (i)-(iii) eine Partition bestimmen.

Definition 1.7. (a) Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teil-
menge R C M x M. Sind m,m’ € M und gilt (m,m’) € R, so schreibe
mRm’ (m und m’ stehen zueinander in Relation R).
(b) Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Aquivalenzrelation,
falls fiir alle Elemente m, m’,m” € M gilt:

(i) mRm (Reflexivitét),

(ii) mRm' = m'Rm (Symmetrie),

(iii) mRm’ und m'Rm” = mRm" (Transitivitét)
Ist R eine Aquivalenzrelation, so schreibe ~ fir R und m ~ m’ fiir
mRm/'; die Menge der zu einem m € M &quivalenten Elemente bildet
die Aquivalenzklasse [m] von m:

m]={m' e M | m ~m'} C M.

Lemma 1.8. Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf
M. Dann gilt fir m,m’ € M entweder [m] N [m/] =0 oder [m] = [m/];
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die verschiedenen Aquivalenzklassen beziiglich ~ bilden eine Partition
von M.

NB. Partition von M < Aquivalenzrelation auf M.

Beweis. Klar ist Up,[m| C M. Wegen (i) gilt fir m € M stets m € [m],
also ist auch M C U,,[m] und somit M = U,,[m]. Sei 0 # [m] N [m/],
zu zeigen ist [m| = [m/]. Ist mg € [m] N [m’], so gilt my ~ m und
mgo ~ m'. Sei my € [m], d.h. m; ~ m. Wegen (ii) folgt aus my ~ m auch
m ~ mg, und (iii) angewandt auf m; ~ m und m ~ mg liefert m; ~ my.
Nochmalige Anwendung von (iii) auf m; ~ mg und mg ~ m’ zeigt
my ~ m’, also ist my € [m/] und [m] C [m/]. Aus Symmetriegriinden
(vertauschen der Rollen von m und m’) folgt genauso die umgekehrte
Inklusion [m/] C [m], d.h. es gilt [m] = [m/]. O

Beispiele 1.9. (a) Sei M = R? und L C M die Menge der Geraden in
M. Fiir Iy, 15 € L definiert

l1 ~ly <1 || I (d.h. die Geraden sind parallel)

eine Aquivalenzrelation auf L.
(b) Sei M = Z und m > 1 eine ganze Zahl. Fiir ny, ny € Z definiere

ny = na(mod m) < m|(ny — ny) < km =ny — ny fiir ein k € Z.

Dann definiert = eine Aquivalenzrelation auf Z:
(i) n = n(mod m), wegen m|n —n = 0,
(i) ny = no(mod m) heisst ny — ny = km fiir ein k € Z; in diesem
Fall folgt —km = ny — nq, d.h. ny = ny(mod m).
(iii) Ist ny = ne(mod m), km = ny —ng und ny = nz(mod m), Im =
ny — ns, so folgt (k + )m = ny — ng, also ny = nz(mod m).

Sei Z/mZ die Menge der Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation
Z/mZ=Ar] | r € Z}.

Nach Lemma 1.8 bilden die verschiedenen Aquivalenzklassen eine Par-
tition von Z; dies sind die Mengen [r] fiir 0 < r < m (d.h. die ver-
schiedenen Aquivalenzklassen entsprechen den méglichen Resten bei
‘Division durch m’ und werden daher auch ‘Restklassen’ genannt).

Ist m = 2, so besteht die Restklasse [0] aus den geraden und die
Restklasse [1] aus den ungeraden ganzen Zahlen, d.h. Z/2Z = {[0], [1]};
weiter ist -+ [-2] =[0] =[2] =--- und ---[-1] =[1] = [3] = ---. Die
entsprechende Partition von Z hat die Form

Z = [0] U [1] = {gerade ganzen Zahlen} U {ungerade ganzen Zahlen}.



Definition 1.10. Seien M # () # N Mengen.

(a) Eine Abbildung f von M nach N, f : M — N, ordnet jedem
m € M genau ein n € N zu; im Fall f : m — n schreibe f(m) = n
(genauer: eine Abbildung ist eine Teilmenge F' C M x N, so dass es
fiir jedes m € M genau ein n € N mit (m,n) € F gibt; in diesem
Fall schreibe f(m) = n). Zwei Abbildungen f,g: M — N sind gleich,
f =g, falls f(m) = g(m) fiir alle m € M gilt. Setze

Abb(M,N)={f| f: M — N Abbildung}.
(b) Die Identitdtsabbildung idy, auf M ist die Abbildung idy, : M —
M, idp(m) = m fir alle m € M.

(c) Seien M; nichtleere Mengen, i = 1,2,3, f € Abb(M;, M;) und
g € Abb(Mj, M3). Das Kompositum go f von f und g ist die Abbildung
go f : Ml — Mg, miq — g(f(ml)), my € M1~
e Fiir f € Abb(M;, Ms), g € Abb(My, M3) und h € Abb(Ms, M,) gilt:

ho(gof)=(hog)o f (dh. die Bildung von o ist assoziativ).

e Ist f € Abb(M,N), so gilt f =idyof und f = foidyy,.
Definition 1.11. Seien M # () # N Mengen und f € Abb(M, N).
(a) Ist U C M, so ist das Bild von U unter f die Menge

fU)={f(u) [ueU}; CN.
(b) Ist V' C N, so ist das Urbild von V' unter f die Menge
fV)={m] f(m) eV} C M.
(c) f ist surjektiv, falls f(M) = N gilt, d.h. zu jedem n € N gibt es
ein m € M mit f(m) =n.
(d) f ist injektiv, falls aus f(my) = f(mg) mit my,me € M stets

my = mg folgt; in diesem Fall besteht das Urbild eines jeden n € N
aus maximal einem Element.

(e) f ist bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Lemma 1.12. Seien M # () # N Mengen und sei f € Abb(M, N).
(a) f ist genau dann injektiv, wenn es ein g € Abb(N, M) gibt, sodass
gilt: go f =1idyy,.
(b) f ist genau dann surjektiv, wenn es ein g € Abb(N, M) gibt, sodass
gilt: fog=1idy.
(c) [ ist genau dann bijektiv, wenn es ein g € Abb(N, M) mit

go f=idy und fog=idy
gibt; in diesem Fall ist g eindeutig bestimmt und ebenfalls bijektiv.
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Beweis. Ubung. O

Definition 1.13. Sei f € Abb(M, N) bijektiv. Dann gibt es nach Lem-
ma 1.12 eine eindeutig bestimmte Abbildung g € Abb(N, M), sodass
gilt: go f =idy und fog = idy,. In diesem Fall ist g ebenfalls bijektiv;
g = f~list die zu f inverse Abbildung.

e Seien f € Abb(M;, My) und g € Abb(M,, M3) bijektiv. Dann ist
auch g o f bijektiv und es gilt: (9o f)™' = f~1 o g~!. Genauer: Da die
Bildung des Kompositums von Abbildungen assoziativ ist, gilt

(gof)o(fTtog™)=go(fo(ftogh))=go((fofog™) =
=go° (1dM2 © g_l) =go° g_l = idM3;
dhnlich folgt (f~tog ') o(go f) = idy,. Nach Lemma 1.12(c) ist daher
g o f bijektiv und (go f)™t = ftog™l.

Bemerkung 1.14. Zwei Mengen M, N sind gleichmdchtig, falls es ei-
ne Bijektion von M auf N gibt, in diesem Fall schreibe |M| = |N]|. Ist
M = 0, so setzte |M| = 0. Eine Menge M ist endlich, falls M = () oder
es eine Bijektion von M auf {1,...n} C N fiir ein geeignetes n € N
gibt. In diesem Fall ist n durch M eindeutig bestimmt, und |M| = n.
Fiir endliche Mengen gilt: Ist N C M und |N| = |M|, so ist N = M.

Fiir unendliche Mengen, d.h. nicht endliche Mengen, gilt dies nicht.
Zum Beispiel, es ist N C Z C Q, aber |N| = |Z| = |Q|; Mengen mit
der Eigenschaft, dass |M| = |N| gilt heissen abzdhlbar unendlich; die
Menge R ist nicht abzdhlbar unendlich.

Die Frage, ob fiir eine unendliche Teilmenge M C R entweder |M| =
IN| oder |M| = |R| gilt wurde von D. Hilbert 1900 als die Kontinuums-
hypothese formuliert. P. Cohen zeigte 1963, dass sich diese Frage mit
den iiblichen Axiomen der Mengenlehre weder beweisen noch widerle-
gen lasst.

Lemma 1.15. Seien M, N nichtleere endliche Mengen mit |M| = |N|
und sei f € Abb(M, N). Dann sind gleichwertig:

(a) f ist bijektiv,

(b) f ist injektiv,

(c) f ist surjektiv.

NB. Das obige Lemma gilt nicht fiir unendlichen Mengen: Zum Bei-
spiel, die Abbildung f : Z — Z, f(n) = 2n ist eine Abbildung zwischen
zwei (unendlichen) Mengen der gleichen Méchtigkeit, und ist injektiv,
aber nicht surjektiv.

Beweis. (a)=-(b): Trivial nach Definition. (b)= (c): Da f injektiv ist,
gilt |[M| = |f(M)|, und wegen |M| = |N| ist somit |f(M)| = |N|. Da
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f(M) € N und |M| = |N| endlich ist, folgt f(M) = N, also ist f

surjektiv. (¢)=> (a): Fiir ny,ny € N, ny # ny, ist f~1(ny) N f71(ny) =

0, d.h. die Urbilder f~'(n) der n € N definieren eine Partition von M
M= U fln).

neN

Da f surjektiv ist, gilt [f~!(n)| > 1 fiir alle n € N, damit folgt

_ -1 _ -1 _
M =] U frm)=)_ If )= ) 1=IN].
neN nenN
Da nach Annahme |N| = |M]| gilt, folgt |f~'(n)| =1 fir n € N, d.h. f
ist injektiv. O

Lemma 1.16. Sei f : M — N eine Abbildung und seien My, My C M
und N1, No C N Teilmengen. Dann gilt:

(a) f(MyU M) = f(My)U f(My),
(b) f(MyN M) C f(My)N f(My),
() fTHNLUNy) = fH(Ny) U fH( V),
(d) f7HNL N Ny) = f7HN) N fH(N).

Beweis. Ubung. U

2. GRUPPEN I

Eine Menge G hat die Struktur einer (abelschen) Gruppe, wenn es
eine ‘Addition’ mit den Eigenschaften der Addition in den ganzen Zah-
len Z gibt; allgemein ist eine Gruppenstruktur auf einer Menge eine
(nicht unbedingt kommutative) ‘Verkniipfung’ von Elementen mit den
folgenden Eigenschaften:

Definition 2.1. Sei G eine nichtleere Menge. Eine Verkniipfung - auf
G ist eine Abbildung - : G x G — G, d.h. - ordnet jedem geordneten
Paar (a,b) € G x G ein Element ¢ € G zu; schreibe ¢ = a - b. Eine
Menge G, zusammen mit einer Verkniifung - ist eine Gruppe, falls gilt:
(1) - ist assoziativ: a - (b-c) = (a-b) - ¢ fur alle a,b,c € G.
(2) es gibt ein (links)-neutrales Element e € G mit e-a = a fiir alle
a€d.
(3) zu jedem a € G gibt es ein (links)-inverses Element, d.h. ein
beGmitb-a=e.
Die Gruppen G ist kommutativ oder abelsch, falls zusétzlich gilt:

(4) a-b="b-a fir a,b e q.
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e Aufgrund des Assoziativgesetzes (1) lassen sich Produkte von Ele-
menten in einer Gruppe (G, -) beliebig klammern. Seien a, b, ¢ € G mit
ba=0-a=eund cb = c-b=e. Dann gilt

ab = (ea)b = ((cb)a)b = (¢(ba))b = (ce)b = c(eb) = cb = e,

d.h. ba = e impliziert ab = e (d.h. das links-inverse Element ist auch
ein rechts-inverses Element). Weiter folgt damit auch

ae = a(ba) = (ab)a = ea = a,

also liefert ea = a auch ae = a (d.h. das links-neutrale Element e ist
auch ein rechts-neutrales Element).

e Ist (G,:) eine Gruppe, so schreibe e = 1 (Einselement) und b =
a~! fiir das zu a inverse Element. Sind a;,as, . ..,a, € G, so schreibe
1, a = ay - --- - an; nach Definition gilt [])_, a; = 1. Ist (G, +) eine
abelsche Gruppe, so schreiben wir oft ‘4" anstelle von ‘-'; in diesem Fall
setze e = 0 (Nullelement) und bezeichne das zu a inverse Element mit
—a. Weiter ist dann ), a; die Summe der endlich vielen Elemente
ai,...,a,; nach Definition ist 2?21 a; = 0.

Beispiele 2.2. (a) (Z,+) ist abelsche Gruppe (iibliche Addition).

(b) (Q,+) und (Q* = Q\ {0}, -) (iibliche Addition und Multiplikation)
sind abelsche Gruppen, genauso fiir (R,+) und (R* =R\ {0}, ).

(c) Die Menge Z[z] der Polynome in einer Variablen x mit ganzzahligen
Koeffizienten bildet eine abelsche Gruppe mittels der Addition

n m n+m
F=>aiw g=> bix' = [+g="> (ar+b)";
=0 7=0 k=0

genauso ist die Menge solcher Polynome mit rationalen Koeffizienten
Q[z] bzw. reellen Koeffizienten R[z] eine abelsche Gruppe.

(d) Sei M eine Menge und Bij(M) die Menge der bijektiven Abbildun-
gen M — M. Dann bildet Bij(M) mittels der Komposition o von Ab-
bildungen eine Gruppe: Sind f, g € Bij(M), so ist auch go f € Bij(M),
das neutrale Element ist die Identitdatsabbildung idy;, und das zu ei-
nem f € Bij(M) inverse Element ist die inverse Abbildung f~!. Im Fall
einer endlichen Menge M = {1,...,n} C N schreibe S,, = Bij(M); fiir
n > 3 ist die Gruppe S,, nicht abelsch.

(e) Seim > 1 eine ganze Zahl. Fiir a € Z betrachte die Aquivalenzklasse

la]={a+mk |keZ}=a+mZCZ
derjenigen Elemente von Z, die zu a kongruent modulo m sind. Setze

[a] + [b] = [a + 0],
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d.h. definiere ‘+’ auf den Aquivalenzklassen durch den Ausdruck auf
der rechten Seite. Diese Addition von [a] und [b] ist wohl-definiert:
Ist [a1] = [ag],a1 — as = km und [by] = [bs], by — by = Im, so folgt
a1 +by—(ag+by) = a3 —ag+(by—by) = (k+1)m, d.h. [a;+b1] = [az+bs].
Aus den Eigenschaften der Addition in Z ergibt sich, dass die Menge

Z/mZ =A{la] =a+mZL|a€cZ}

bzgl. der oben definierten Verkniipfung + die Struktur einer abelschen
Gruppe mit neutralem Element [0] hat; es ist |Z/mZ| = m.

Das néchste Lemma liefert elementare Rechenregeln in Gruppen:

Lemma 2.3. Sei (G, ) eine Gruppe, a,b,c € G.
(a) ab=ac=b=c und ac =bc = a =0b,
(b) (e~ =a,

(c) (ab)~t =b"1ta"t.

Beweis. (a): Ist ab = ac, so liefert Multiplikation mit a~! von links
a~(ab) = a™(ac) Wegen a~'(ab) = (a"'a)b=eb = b und a !(ac) = ¢
folgt b = ¢; analog mit Multiplikation mit ¢=! von rechts fiir den zweiten
Fall. (b): Nach Definiton ist (a=!)"*a~! = e, Multiplikation mit a von
rechts liefert (a=)™' = a. (c¢): Wegen (b~ta')(ab) = b~ (a ta)b =
b=1(eb) =b7'b = e ist (ab)™' =b"tat O

Eine Untergruppe H C G einer Gruppe G (bzgl. -) ist eine Teilmenge,
sodass die Einschrénkung von - auf H eine Gruppenstruktur auf H
definiert, insbesondere muss dazu das Produkt von zwei Elementen
aus H in H liegen, und H alle Inversen und die 1 enthalten; genauer:

Definition 2.4. Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G ist eine
Untergruppe von G, H < G, falls gilt

(a) 1le H

(b) a,b€e H=abe H

(c)ae H=a'€eH.

NB. Ist ) # H C G eine nichtleere Teilmenge, so lassen sich die
Kriterien (a)-(c) der obigen Definition zu einer Bedingung vereinfachen:
0 £ H C G ist Untergruppe, falls gilt: a,b€ H = ab~! € H.
Konkret: Wegen () # H gibt es ein a € H und die Bedingung impliziert
aa”! =1 € H, somit gilt (a). Ist a € H beliebig, so folgt aus 1 € H
nun la™! = a™! € H, also gilt (c¢). Da mit a,b € H auch a,b~* € H

ist, ist a(b™!)"! = ab € H, dies ist (b).

Beispiele 2.5. (a) In jeder Gruppe G gilt: {1} < G und G < G (die
Untergruppen {1} und G sind die trivalen Untergruppen von G).
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(b) Als additiven Gruppen: Z < Q < R.

(c) Fiir die additiven Gruppen der Polynome mit ganzzahligen, ratio-
nalen und reellen Koeffizienten: Z[z] < Q[z] < R[z].

(d) Sei m > 1 eine ganze Zahl und mZ = {mk | k € Z} C Z. Dann ist
mZ < Z eine Untergruppe (fiir m > 2 ist mZ C Z und |mZ| = |Z|).

Nach Beispiel 2.5(d) bilden fiir m > 1 die m-Vielfachen mZ C Z eine
Untergruppe von Z. Nach Beispiel 1.9(b) definiert

n1 = na(mod m) < m|(ny —n2) < (ng —ng) € mZ

eine Aquivalenzrelation auf Z.

Schreibt man die additive Gruppenoperation in G = Z multiplikativ
und setzt man U = mZ < 7Z, so entspricht der additiven Relation
m|(n1 — ny) die multiplikative Relation nin,' € U. Wir zeigen, dass
diese multiplikative Relation bzgl. einer Untergruppe U < G allgemein
eine Aquivalenzrelation auf G definiert:

Lemma 2.6. Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann
definiert a ~ b < ab™' € U (a,b € G) eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis. Wegen aa ' =1 € U gilt a ~ a. Ist a ~ b, also ab™! € U,
so folgt (ab™)™* = ba™! € U, dh. b~ a. Ist a ~ bund b ~ ¢, so
gilt ab™! € U und be™! € U. Es folgt ac™! = (ab™')(bc™!) € U und so
a~c. U

Definition 2.7. Sei G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe und ~
die durch U definierte Aquivalenzrelation auf G (a ~ b < ab~t € U).
Ist a € G, so ist die entsprechende Aquivalenzklasse die Menge

A ={beGla~b}={beG|ab ' cU}={ua|ucU}="Ug;
diese Mengen sind die Rechtsnebenklassen von U. Sind die Ua; fiir j €
J die verschiedenen Rechtsnebenklassen, so bilden diese eine Partition

G: U UCLj.

jeJ
Ist |J| endlich, so ist |J| der Index von U in Gj schreibe |J| = |G : U]|.

e Genauso definiert a ~ b < a~'b € eine Aquivalenzrelation auf G. Die
Aquivalenzklasse von a € G ist die Linksnebenklasse

[a]={beG|la~nbl={beGla'beU}=al.
Ist G abelsch, so gilt aU = Ua; fiir eine nicht-abelsche Gruppe gilt dies
im allgemeinen nicht.

e Der Versuch analog zur Definition der Addition auf Z/mZ mittels
der Addition auf Z eine Verkniipfung auf der Menge der Nebenklassen
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G/U ={Ua | a € G} durch Ua - Ub = Uab zu definieren funktioniert
fiir abelsche Gruppen, aber nicht fiir allgemeine Gruppen. Dies wird
uns zu besonderen Untergruppen fiithren, den sogenannten Normaltei-
lern.

Das folgende Resultat besagt, dass es einer endlichen Gruppe nicht
Untergruppen beliebiger Kardinalitdt geben kann:

Theorem 2.8. (Satz von Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe (d.h.
die Menge G ist endlich) und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

|Gl = |G = U[|U].

NB. Das Theorem besagt: Gibt es eine Untergruppe U < G, so ist |U]|
ein Teiler von |G|; dies ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
von Untergruppen; zum Beispiel kann eine Gruppe G mit Primzahl-
ordnung |G| = p nur die trivialen Untergruppen {1} und G enthalten.

Beweis. Betrachte die Partition G = U;Uq;. Fiir a € G ist die Abbil-
dung U — Ua, u +— ua surjektiv (ist ua € Ua, so gilt u — wua) und
injektiv (ist uia = usa, so folgt u; = usy), also eine Bijektion. Es folgt
laU| = |U| und |G| = |J||U| = |G : U||U|. O

Bemerkung 2.9. Die Umkehrung des Satzes von Lagrange gilt nicht,
d.h. im allgemeinen gibt es zu einem Teiler der Gruppenordnung |G|
einer endlichen Gruppe keine Untergruppe dieser Ordnung. Ein grund-
legendes Resultat in diesem Kontext ist das folgende Theorem von
Sylow: Sei G eine endliche Gruppe, |G| = n und p eine Primzahl die
n teilt. Sei p™ die maximale p-Potenz in n. Dann gibt es eine Un-
tergruppe U < G mit |U| = p™. Zum Beispiel: Jede Gruppe G mit
|G| = 24 = 3 - 23 besitzt mindestens eine Untergruppe U < G mit
|U| = 3 und eine Untergruppe V < G mit [V] =23 = 8.

3. KORPER

Ein Korper ist eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, auf der
zusétzlich eine Multiplikation definiert ist, die die Eigenschaften der
Multiplikation von rationalen Zahlen erfiillt.

Definition 3.1. Ein Korper K ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen
+ und -, sodass gilt:

(1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit Nullelement 0,
(2) (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppen mit Einselement 1 # 0,
B)a-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c.
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In Korpern gelten viele der ‘iiblichen” Rechenregeln. Fiir a,b € K ist:
e Oa = a0 =0,

e (—1)a = —a,

e (—a)b=a(-b) = —ab,

eab=0=a=0oder b=0.

NB. Nicht alle Eigenschaften der rationalen Zahlen gelten fiir allge-
meine Korper. Zum Beispiel, in Q folgt fiir n € N und a € Q aus
n-a=(14---+1)-a =0 stets a = 0, aber es gibt Kérper mit der
Eigenschaft, dass n-a = 0 fiir n # 0 und a # 0.

Beispiele 3.2. (a) Q und R sind Kérper.

(b) Sei p eine Primzahl und Z/pZ die Menge der Restklassen modulo
p. Die Menge Z/pZ ist bzgl. der Addition [a] + [b] = [a + ] eine abel-
sche Gruppe mit Nullelement [0]. Analog definiert [a] - [b] = [ab] eine
Multiplikation auf Z/pZ mit Einselement [1], sodass Z/pZ \ {[0]} eine
abelsche Gruppe ist. Aufgrund der Definition von + und - in Z/pZ
(mittels + und - in Z) sind diese Operationen vertriglich und Z/pZ
ist ein Kérper mit p Elementen; vgl. Ubung. In dem Kérper Z /pZ gilt
pa = 0 fiir alle a € Z/pZ.

Analog zur Definition einer Untergruppe einer Gruppe ist ein Un-
terkorper oder Teilkorper eines Korpers K eine Teilmenge L C K mit
der Eigenschaft, dass sich + und - auf K zu Verkniipfungen L x L — L
auf L einschrianken, und L beziiglich dieser Verkiipfungen einen Kérper

bildet.

Definition 3.3. Sei K ein Korper. Ein Unterkorper L C K ist eine
Teilmenge, sodass gilt:

(a) a,be L=a+b,a-be L,

(b) 0,1 € L,

(c)aelL=—-acl,

(d) 0#£aelL=a'telL.
Beispiele 3.4. (a) Q ist ein Unterkérper von R.
(b) Betrachte die Menge Q(v/2) = {a + bv/2 | a,b € Q} C R. Dann ist
Q(v/2) C R ein Unterkérper mit Q € Q(v/2) € R (der Korper Q(v/2)
ist der ‘kleinste’ Teilkorper von R, der /2 enthilt): Wir zeigen zuniichst
Q € Q(v2) C R: Angenommen v2 = p/q € Q, p,q € Z,q # 0, p/q
gekiirzt. Dann ist p? = 2¢?, also ist p? und damit p gerade (das Quadrat
einer ungeraden Zahl ist ungerade). Sei p = 2k fiir ein k € Z. Wegen
4k* = (2k)? = p? = 2¢? ist 2k* = ¢?, also ist ¢ gerade: Widerspruch
zu p/q ist gekiirzt; also ist Q C Q(ﬁ) Wir nehmen nun an, dass
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V3 € Q(v?2) ist, d.h. V3 = a + b2 fiir a,b € Q. Dann ist a # 0
(sonst v/3 = by/2, also 3 = 2b%) und b # 0 (sonst wire v/3 = a € Q;
ein dhnliches Argument wie fiir v/2 zeigt, dass dies nicht gilt). Aus
V3 =ua+b/2 folgt mit der binomischen Formel

3 = a® 4 2abV2 + 20,

und wegen a # 0 # b dann /2 = (3 — a® — 20%)/2ab € Q; Widerspruch
zu v/2 ¢ Q. Also ist v/3 ¢ Q(v/2) und damit auch Q(v/2) C R.

Einfaches Nachrechnen (in R!) liefert die Formeln

(a4 bv2) + (c+v2d) = (a+c)+V2(b+d),
(a4 bv2)- (c+dvV2) = (ac+ 2bd) + (ad + bc)V/2,

d.h. Q(v/2) ist abgeschlossen bzgl. + und - und es gilt (a). Wegen
0=0+0v2und 1 = 1+0+/2 gilt (b). Da mit a+by/2 auch das additiv
Inverse —(a + bv/2) = (—a) + (=b)v/2 in Q(v/2) liegt, haben wir (c).
Fiir (d) betrachte 0 # a+bv/2 € Q(v/2). Dann ist a # 0 oder b # 0 und
damit auch 0 # a — bv/2 € Q(v/2). Es folgt 0 # (a — v/2b)(a + /2b) =
a? — 2% und das inverse (a4 bv/2)~! ist durch folgende Formel gegeben

1 a—bv2 a b
= = - 2 2).
a+bv/2 a2—20  a?-202 - V2 EQv2)

4. VEKTORRAUME

Eine (abelsche) Gruppe ist eine algebraische Struktur, die die Eigen-
schaften der Addition in den ganzen Zahlen abstrahiert. Ahnlich ist die
Definition eines Korpers eine abtrakte Formulierung der Eigenschaften
der Addition und Multiplikation von rationalen Zahlen.

Die algebraische Struktur eines Vektorraums ist motiviert durch die
reelle Ebene R? = {(a,b) | a,b € R }, zusammmen mit der Addition

v=(a,b), w=(c,d) ER*=v+w=(a+cb+d),
und der Skalarmultiplikation
v=(a,0) ER*,acR =a-v=(a-a, a-b).

In der abstrakten Formulierung werden die Vektoren Elemente einer
Menge und die Skalare Elemente eines Korpers sein; zur Unterschei-
dung bezeichnen wir Vektoren mit lateinischen Buchstaben a,b,c...
und Skalare mit griechischen Buchstaben a, 5,7, .. ..

Definition 4.1. Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist eine Menge
V', zusammem mit einer (inneren) Verkniipfung V x V — V| (v, w)
v+ w (einer ‘Addition’ +) und einer (dusseren) Vekniipfung K x V' —
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V, (a,v) — a - v (einer ‘Skalarmultiplikation’ -), sodass fiir a, 8 € K
und v,w € V gilt:

(1) V ist bzgl. + eine abelsche Gruppe (insbesondere ist V' # (),
(2) (oz+6) v=a-v+f-vunda-(v+w)=a-v+ 5w,
(3) (@ B)-v=a-(8-v),
(4) 1-v=n.

Fiir K-Vektorraume gelten die folgenden Rechenregeln (hier ist Oy
das Nullelement in V und 0x das Nullelement in K’; im Weiteren werden
diese Elemente nur mit 0 bezeichtnet, da es sich aus dem Kontext
ergibt, welche ‘Null’ gemeint ist; weiter werden wir fiir «v - v oft einfach
nur av schreiben):

e -0y =0y fir a € K,

e O -v=0y firveV,

e (—a)-v=a-(—v) firae Kundv eV,

e o-v =0y fiir « € K und v € V impliziert o = 0x oder v = Oy,

o a- (3 vi) = 2 vi) und (3oL, i) v =0 (i - v),

Beispiele 4.2. (a) Jede abelsche Gruppe enthélt ein Nullelement 0
und ist daher eine nicht-leere Menge. Ist V' = {0} eine einelementige
Menge, so ist V' bzgl. 0 + 0 = 0 eine abelsche Gruppe und fiir jeden
Korper K und o € K mittels a - 0 = 0 ein K-Vektorraum; V' ist der
triviale K-Vektorraum oder Nullraum.

(b) Sei K ein Korper und n € Ny. Dann ist das Produkt K™ =
{(cvr,...,ay) | i € K} bzgl. der komponentenweisen Addition und
Skalarmultiplikation

(ala"'7an)+<ﬂ1a"'7/8n) = (al—i_ﬁla"';an_’_ﬁn)a

CY'(Oélf‘"Oén) — (a.al’...’a.an)
ein K-Vektorraum; fiir n = 0 ist K° = {0} der Nullraum. Die K-
Vektorrdume K™ sind die zentralen Beispiele in der linearen Algebra.

(c) Sei K ein Korper und M ein Menge. Dann ist die Menge V' =
Abb(M, K) der Abbildungen M — K ein K-Vektorraum beziiglich
der ‘punktweise’ definierten Verkniipfungen: f,g € V, a € K,

frg: M=K, mwe f(m)+g(m),

a-f: M— K, m—a-f(m)
Diese Beispiele von K-Vektorrdumen treten oft in der Analysis auf;
zum Beispiel, ist [ = [0,1] C R das Einheitsintervall, und K = R, so
ist V' = Abb(I,R) der R-Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf
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dem Einheitsintervall.

(d) Sei K ein Korper und K|z] die Menge der Polynome in z mit
Koeffizienten in K. Dann ist K[z] bzgl. der iiblichen Addition von
Polynomen (Addition der Koeffizienten) und der Skalarmultiplikation

ace K, f= iaixi =a-f= i(aai)xi
i=0 i=0

ein K-Vektorraum.

(e) Sei K ein Korper und k& C K ein Unterkorper. Nach Definition ist
k < K eine abelsche Untergruppe und die Einschrankung der Multipli-
kation K x K — K auf k x K — K definiert ein Skalarprodukt, d.h. K
ist ein k-Vektorraum. Insbesondere ist wegen der Inklusionen von Un-
terkorpern Q C Q(v/2) C R, R nicht nur ein R-Vektorraum (R = R'),
sondern auch ein Q-Vektorraum bzw. Q(v/2)-Vektorraum.

Ein K-linearer Unterraum eines K-Vektorraums V' ist eine Teilmenge
U C V, die bzgl. der Einschrankung der Addition und der Skalarmulti-
plikation von V auf U einen K-linearen Vektorraum definiert. Formal:

Definition 4.3. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V ist
ein K-Untervektorraum oder K-linearer Unterraum von V/, falls gilt:
(a) 0 #U,
(b) a,beU=a+beU,
(¢c) o€ K,a €U = «a-a€U (insbesondere: a € U = —a € U).

NB. Ist V ein K-Vektorraum und U C V ein K-linearer Unterraum, so
bezeichnen wir U oft einfach als linearen Unterraum (d.h. ein linearer
Unterraum eines K-Vektorraums ist stets ein Untervektorraum iiber
demselben Koérper K).

Beispiele 4.4. (a) Sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist V' C V stets ein
Unterraum. Ist v € V', so ist der von v erzeugte lineare Unterraum

(Wy=K-v={a-v|aeK}CV.

Insbesondere enthélt jeder K-Vektorraum V' die linearen Unterrdume
{0} (v =0) und V; dies sind die trivialen linearen Unterrdume.

(b) Sei m < n, und sei K™ C K™ die kanonische Inklusion, die ein m-
Tupel (aq,...,q,) € K™ mit dem n-Tupel (aq, ..., ®,,0,...0) € K™
identifiziert. Dann ist K™ C K™ ein linearer Unterraum.

(c) Sei K ein Korper und M eine Menge. Ist V' = Abb(M, K) der K-
Vektorraum der K-wertigen Funktionen auf M, so bilden die stetigen
(bzw. differenzierbaren, Polynomfunktionen) einen Unterraum von V.
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d) Wegen der Inklusionen Q@ C Q(v/2) C R sind Q, Q(v/2) und R

Q-lineare Unterrdume des Q-Vektorraums R.
Wir betrachten Untervektorrdume eines K-Vektorraums V.

Lemma 4.5. Sei V' ein K-Vektorraum und sei {U;};c; eine Familie
von linearen Unterrdumen von V. Dann ist U = Njc;U; C V' ebenfalls
ein linearer Unterraum.

Beweis. Aus 0 € U, fiir alle i folgt 0 € U, d.h. U # 0. Sind u,v € U
und o € K, soist u+u' € U; und o - u € U; fiir alle 7, da die U; lineare
Unterrdume sind. Damit folgt v+« € U und av-u € U. O

Wir wollen zu einer beliebigen Teilmenge A C V eines K-Vektorraums
den ‘kleinsten’ linearen Unterraum (A) C V' bestimmen, der die gege-
bene Menge A enthélt. Aus dem obigen Lemma ergibt sich, dass

(A) =n{U | U C V linearer Unteraum mit A C U}.

Klar ist, dass dieser lineare Unterraum (A) alle Elemente der Form

n
Zozzai, neNy, a; € K, a; € A
=1

enthalten muss. Wir zeigen:

Lemma 4.6. Se: V' ein K-Vektorraum und A C V' eine Teilmenge.
Der von der Teilmenge A CV in V erzeugte lineare Unterraum ist

<A> = {Z?:l a,;Q; | n e No, o; € K, a; € A}
= N{U | U CV linearer Unterraum mit AC U} C V.

NB. Sei {a;}ie; € V eine Familie von Elementen von V und A =
{a; | i € I'}. Dann ist der von den a; erzeugte lineare Unterraum

(@i |iel)=(A)CV.

e (1) = {0},

e A C (A) fiir jede Teilmenge A CV,

e U = (U) fiir jeden linearen Unterraum U C V,

e Fiir Teilmengen A, B C V gilt: AC B= (A) C (B)und A C (B) =
{(4) € (B).

Beweis. Ist A# 0, a € A, soist auch 0 =0-a € (A); ist A =10, so ist
nach Definition der leeren Summe Y0, o, - a; = 0, also gilt 0 € (A)

auch in diesem Fall. Sei o € K ein Skalar und seien a,b € (A), d.h. a =
Yi_joa; und b = X5_,4;b;. Dann sind auch aa = 77 (aq;)a; und



17

a+b=73 1 va;+> 5 Bibjin (A), d.h. (A) definiert einen linearen
Unterraum.

Sei U C V ein linearer Unterraum, der A enthélt. Dann muss U
auch die (A) definierenden Ausdriicke enthalten, also ist (A) C U und
da dies fiir jeden solchen Unterraum U gilt, folgt (A) C N{U | U C
V' linearer Unterraum mit A C U}. Wegen A C (A) (da 1-a = a fiir
a € A) ist auch (A) ein Unterraum, der A enthélt. Also ist N{U | U C
V linearer Unterraum mit A C U} C (A) und damit gilt Gleichheit.

U

Beispiele 4.7. (a) Sei V = R% Ist 0 # a € R? ein beliebiger Vektor,
so ist der von a erzeugte lineare Unterraum (vgl. Beispiel 4.4(a))

(a) ={a-a|a€R} CR?

genau die Gerade durch den Ursprung, die durch a erzeugt wird. Ist
0 # b € R? ein weiterer Vektor mit a # « - b fiir alle « € R (d.h. die
Vektoren a und b liegen nicht auf derselben Geraden), so ergibt sich

(a,b) ={a-a+pB-b|a,B R} =R:
Insbesondere gibt es fiir jeden Vektor ¢ € R? Skalare o, 3 € R, sodass
¢ = aa+ [b.

(b) Sei V' = Q[z] der Q-Vektorraum aller Polynome in z mit rationalen
Koeffizienten. Dann gilt (1) = {konstante Polynome } = Q, ({1,z}) =
{Polynome vom Grad < 1}, ({1,z,z?}) = {Polynome vom Grad <
2}, etc., d.h. keine endliche Teilmenge der Form A = {1,x, 2% ... 2"}
hat die Eigenschaft, dass (A) = Qx| ist. Allerdings ist (A) = Q[z]| fiir
A={z"| ke No} (vgl. 2° =1).

Was betrachten Teilmengen A C V fiir die (A) =V gilt:

Definition 4.8. Eine Menge A = {a;}ie; € V von Elementen eines
K-Vektorraums V' ist ein Erzeugendensystem von V| falls (A) = V
gilt, d.h. falls jeder Vektor v € V' eine Darstellung als endliche Summe

U:Z%’az‘, o, €K, aq, €A
i=1
besitzt. Der K-Vektorraum V ist endlich erzeugt (iiber K), falls V' eine
endliches Erzeugensystem A = {ay,--- ,a,} besitzt.

NB. Ist A ein Erzeugendensystem von V', d.h. (A) = V, so hat nach
Definition jeder Vektor v € V eine Darstellung als eine endliche Sum-
me v =y o;a;, wobei a; € K und a; € A sind. Aber: diese
Darstellung ist nicht unbedingt eindeutig. Zum Beispiel, die Menge
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A ={(1,0),(0,1),(1,1)} ist ein Erzeugendensystem von R? aber der
Nullvektor hat die beiden Darstellungen

(0,0) = 0-(1,0)+0-(0,1)
(0,0) = 1-(1,0)+1-(0,1)+ (=1)-(1,1)

Beispiele 4.9. (a) Ist V' ein K-Vektorraum und A = V| so gilt (V) =
V; (V) ist das triviale Erzeugendensystem.

(b) Nach Beispiel 4.7(a) bilden in R? je zwei nicht-triviale und nicht
auf einer Graden liegende Vektoren a,b € R? ein Erzeugendensys-
tem, also ist R? endlich erzeugt; jede Teilmenge A C R? die mindes-
tens zwei solche nicht-triviale und nicht auf einer Geraden liegenden
Vektoren enthilt ist ein Erzeugendensystem, d.h. R? lisst sich von
je zwei solchen (nicht unbedingt ‘orthogonalen’) Elementen erzeugen.
Allgemein besitzt R™ ein Erzeugendensystem aus n Elementen: Setze
e; = (0,...,1,...,0) d.h. ¢; ist der Vektor in R™ mit 1 in der i-ten
Komponente und 0 in allen anderen. Fiir v = (ay,...,a,) € R" ist

dann
n
V= E €4,
i=1

d.h. (eq,...,e,) = R™ Analog folgt fiir jeden Korper K, dass die n
Vektoren {ey,...,e,} den Vektorraum K™ erzeugen.

(c) Der Q-Vektorraum Q]z] ist nicht endlich erzeugt: ist A C Q[z] eine
endliche Menge von Polynomen fi,..., f,, so ist die maximale Potenz
von z in endlichen Summen der Form Y ", ¢;f;, ¢; € Q, beschrénkt
und jedes Polynom, dass eine hoheren Potenz von z enthélt kann nicht
als eine solche Summe dargestellt werden.

(d) Betrachte den Korper V' = Q(+/2) von Beispiel 3.4(b). Der Kérper
V' ist ein V-Vektorraum und als solcher von 1 erzeugt, (1) = V. Da
Q C V ein Unterkorper ist, ist V' auch ein Q-Vektorraum; fiir V' als
Q-Vektorraum gilt nach Definition (1,v/2) = {a+bv2|a,b € Q} = V.

Uns interessieren Erzeugendensysteme A C V mit der Eigenschaft,
dass sich jedes v € V' eindeutig als eine endliche Linearkombination

n
v:Zaiai, o, €K, a;, € A

i=1

schreiben lasst. In diesem Fall sind die «; eindeutig bestimmt, sodass

n
v:ZaiaH—H}: (a1, ..., ap),
i=1

d.h. die «; lassen sich als die Koordinaten von v bzgl. A interpretieren.
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Diese Bedingung einer eindeuitgen Darstellung ldsst sich wie folgt
formulieren: Sei A = {ay,...,a,} endlich. Lésst sich jeder Vektor ein-
deutig als eine endliche Linearkombination der a; darstellen, so gilt dies
insbesondere fiir den Nullvektor. Wegen 0 =0-a;+0-as+---+0-a,
folgt dann

(#) Zaiai:()@ai:()ﬁirallei:0,‘..,71.
i=0
Gilt umgekehrt (#), und sind v = > | a; = >, Bia; zwei Darstel-
lungen von einem Vektor v, so folgt wegen 0 =v—v =" (; — f;)a;
aus (#) die Gleichheit der Koeffizienten o; = ; fiiri = 0, ..., n, d.h. die

Darstellung von v als v = > | aya; ist eindeutig.

Dies fithrt zu dem Begriff der linearen Unabhéngigkeit.

Definition 4.10. Sei V ein K-Vektorraum und seien {a; };c; Vektoren
in V. Die Menge {a;}ics ist linear unabhéngig (oder auch: die a; sind
linear unabhéngig), falls fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt

Zajaj =0=a; =0firalle j € J.
j€J
Sind die a; nicht linear unabhéngig, so sind sie linear abhingig.

NB. Vektoren {ay,...,a,} sind linear unabhéngig genau dann, wenn
(ay,...,a,) ein minimales Erzeugendensystem ist (d.h. kein a; ldsst
sich durch die anderen a; als a; = Z#i aja;j, a; € K darstellen): Sind
{a1,...,a,} linear abhingig, so gibt einen Ausdruck > " a;a; = 0
mit nicht alle o; = 0. Ist a; # 0, so folgt a; = Z#i—a;l&jaj, d.h.

(ay,...,a,) ist nicht minimal. Ist umgekehrt (a4, ..., a,) nicht minimal,
so gibt es ein a; mit a; = Y, ; aja; und daher (=1)a; + )., aja; = 0;
da in einem Korper —1 # 0 ist sind {a4, ..., a,} linear abhingig.

e Die aus dem Nullvektor {0} bestehende Menge ist linear abhéngig.

e Eine Menge die einen Vektor und ein nicht-triviales Skalarvielfaches
dieses Vektors enthilt ist linear abhéingig (vgl. av + (—a)v = 0).

e Die aus einem Nichtnullvektor bestehende Menge {v # 0} ist linear
unabhéngig.

e Die leere Menge () ist linear unabhingig.

Beispiele 4.11. (a) Ist V = R?, so sind die Vektoren ¢; = (1,0) und
ey = (0, 1) linear unabhéngig. Dies folgt formal, da die Gleichung

(0,0) =a-(1,0)+5-(0,1) = (o, 5)
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nur die Losung @ = 0 = [ hat. Die lineare Unabhéngigkeit von e;
und e, ist geometrisch klar: Jeder Vektor a € R? lisst sich auf genau
eine Weise als Summe (‘Parallelogramm’) von Vielfachen von e; und e,
darstellen. Aus dem gleichen Grund sind je zwei nicht-triviale Vektoren
a,b € R?, die nicht auf einer Graden liegen linear unabhingig.

(b) Sei V= K" und sei e; = (0,...,1,...,0) der Vektor mit 1 in der

i-ten Komponente, i = 1,...,n. Analog wie in (a) gilt fiir alle a; € K
(Oél, . ,Ozn) = Zaiei.
i=1
Also ist >, aze; = 0 genau dann, wenn o =0 fiiri =1,....,n, d.h.
die {e1,...,e,} sind linear unabhéngig.

(c) Ist V' = Q] der Q-Vektorraum der Polynome mit rationalen Koef-
fizienten, so die unendliche Menge A = {1,z,...,2",... [ n € Ng} CV
linear unabhéngig: Aus Y » jasz’ = 0 = > 02" folgt a; = O fiir
1=20,...,n.

Definition 4.12. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Basis von V ist eine
Erzeugendensystem B = {b; | i € I} C V von V (d.h. (B) = V),
welches aus linear unabhéngigen Vektoren besteht.

NB. Ist B C V eine Basis, so besagt die erste Bedingung, dass je-
der Vektor in V sich als (endliche) Linearkombination von Elemen-
ten aus B mit Koeffizienten aus K darstellen léasst. Die zweite Bedin-
gung impliziert, dass diese Darstellung eindeutig ist. Inbesondere: Ist
B ={b;|ie I} CV eine Basis und J C I eine endliche Teilmenge so

gilt: ZjEJ Oéjbj = ZjEJ ﬂjbj = a5 = ﬁj fir j € J.

Theorem 4.13. Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum, V =
(a1,...,a,). Sei 1 < k < n und seien cy,...,c linear unabhingige
Vektoren in V. Dann gibt es eine Basis {b1,..., by} von V', sodass gilt

{c1,...,ex} CH{b1, ..., bn} CHay,...,a,},

d.h. jede linear unabhingige Menge {c1,...,ci} ldsst sich durch Hin-
zunahme geeigneter Vektoren aus einem Erzeugendensystem zu einer
Basis von V' ergdnzen.

NB. 1. Das Theorem besagt, dass jeder endlich erzeugte K-Vektorraum
eine Basis besitzt: Ist V' = {0}, so ist {0} eine Basis. Ist V' # {0}, so
gibt es einen Vektor 0 # ¢ € V, der linear unabhéngig ist, und {c}
lasst sich durch Hinzunahme geeigneter Vektoren aus einem Erzeugen-
densystem von V' zu einer Basis von V ergénzen.
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2. Der Beweis impliziert, dass folgende Aussagen gleichwertig sind:

(a) {b1,...,by} ist eine Basis von V,
(b) {b1,...,bn} ist maximale linear unabhéngige Teilmenge in V
(¢) (b1,...by) ist minimales Erzeugendensystem von V.

Beweis. Wir konnen oBdA annehmen, dass {c1,...,ct} C{a,...,a,}
ist; sei also a; = ¢; fiir i = 1, ..., k. Betrachte die Teilmengen
{ai,...,ax} CH{ar,...,an} C{a1,...,an},
wobei 1 < k < m < n und {ai,...,a,} eine maximale linear un-
abhéngige Teilmenge von {ay,...,a,} ist. Ist m < j < n so sind die
Vektoren {ai, ..., an,a;} linear abhéngig, d.h. es gibt eine Relation
Z a;a; + aja; =0,
i=1
wobei ein a; # 0 oder o # 0 ist. Angenommen a; = 0. Dadie ay, ... a,,
linear unabhéngig folgt dann oy = - -+ = «,, = 0, Widerspruch. Somit

ist a; # 0 und damit auch a; € (ay,...a,), da

a; = —Z(aj_lozi)ai € (ar, ..., am).

i=1
Also ist (ay,...,a,) =V, d.h. {ai,...a,} ist eine Basis von V. O

Nach Theorem 4.13 hat jeder endlich erzeugte K-Vektorraum eine
Basis. Klar ist, dass eine solche Basis nicht eindeutig bestimmt ist (zum
Beispiel ist fiir V' = R? sowohl {(1,0),(0,1)}, als auch {(1,0),(1,1)}
eine Basis). Wir zeigen, dass die Anzahl der Basiselemente eine Invari-
ante des Vektorraums und unabhéngig von der Wahl der Basis ist.
Lemma 4.14. (Austauschlemma) Sei V' ein K -Vektorraum und B =
{b1,..., by} CV eine Basis von V. Ist b= >""_ c;b; mit o; € K und
a; # 0, soist auch B' = {by,ba,...,bi—1,0,b;41,...,b,} CV eine Basis
von V.

Beweis. Sei b = )" | a;b; mit o; # 0. Durch Umnumerieren kénnen
wir ohne Einschrankung annehmen, dass ¢ = 1 ist. Dann ist

bl = Oél_l(b - Zazbz) S <b7 b27 s 7bn>
=2

und es folgt (b, bs,...b,) = (by,...,b,) = V. Es bleibt zu zeigen: Die
Vektoren {b, by, ...b,} sind linear unabhéngig. Angenommen

Bb+> Bibi =0, B8 €K.
=2
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Dann ist
5(2 a;bi) + Z Bibi = (Ba1)by + Z(ﬁai + Bi)b; = 0.
i=1 =2 =2

Da die {by,...,b,} linear unabhéngig sind folgt dann
Bay =0und §; + fa; =0 fiir i = 2,... n.

Wegen oy # 0 ist f = 0 und damit auch §; = 0 fiir i = 2,...,n, d.h.
die {b, by, ...,b,} sind linear unabhingig und daher eine Basis. O

Theorem 4.15. (Austauschsatz von Steinitz) Sei V' ein K -Vektorraum
und {by,...,b,} CV eine Basis von' V. Ist {ay,...a,} CV eine linear
unabhdngige Teilmenge, so ist m < n und mit geeigneter Numerierung
der b; ist {ai,...,0m,bmi1,...,bn} ebenfalls eine Basis von V (d.h.
jede linear unabhdngige Menge von Vektoren aus V ldsst sich durch
Hinzunahme geeigneter Vektoren aus einer Basis zu einer Basis erwei-
tern).

Beweis. Induktion nach m. Ist m =1, so ist a; # 0 und a1 = ZLI a;b;
mit a; # 0 fiir ein ¢; ohne Einschrankung ist ¢ = 1. Nach Lemma 4.14

ist {aq,b,...,b,} ebenfalls eine Basis von V. Sei nun 1 < m < n. Da
die {a1,...,amn_1} linear unabhéngig sind gibt es nach Induktion eine
Basis {a1, ..., @m_1,bm, b1, ..by} von V. Angenommen

m—1 n
Uy = Zﬁjaj + Z%’bi, B, € K.
=1 i—m

Da die ay, ..., a,, linear unabhéngig sind ist a,, keine Linearkombinati-
on von ay, .. ., a,_1 und es gibt ein v; # 0; wir kénnen durch Umnume-
rierung annehmen, dass 7, # 0 ist. Nach Lemma 4.14 kénnen wir dann
by, durch a,, ersetzen, und erhalten eine Basis {a, . .., @m, byt - - - b}

Angenommen {ay,...,a,} ist eine linear unabhingige Teilmenge
von V mit m > n. Dann folgt wie oben, dass {ay,...,a,} eine Ba-
sis von V' bildet. Wegen m > n ist a,, € {(ay,...,a,), was der linearen
Unabhéngigkeit von {ay, ..., a,} widerspricht, also ist m < n. O

Theorem 4.16. Se: V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum. Dann hat
V' eine Basis {by,...,b,} und jede Basis hat genau n Elemente.

Beweis. Nach Theorem 4.13 hat V eine Basis B = {by,...,b,}. Sei
B'={b. | i€ I} CV eine weitere Basis von V. Ist |I| > n, so gibt es
in V eine linear unabhéngige Menge {0/, ..., ,;} mit mehr als n Ele-

menten; Widerspruch zu Theorem 4.15. Also ist || < n. Vertauschen
der Rollen von B und B’ liefert n < |I|, also ist n = |I|. O
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Definition 4.17. Sei {0} # V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.
Die Dimension (oder K-Dimension) dimg V' ist die Anzahl der Ele-
mente einer (und damit jeder) Basis von V. Ist V' = {0}, so setze

NB. Mit Hilfe des ‘Zornschen Lemmas’ kann man die Existenz von
Basen in beliebigen K-Vektorrdumen (d.h. nicht unbedingt endlich
erzeugten K-Vektorrdumen) beweisen, d.h. fiir einen beliebigen K-
Vektorraum gibt es eine Basis B = {b; | i € I} C V, sodass sich jedes
Element von V' eindeutig als eine endliche Linearkombination dieser
Basiselemente darstellen ldsst. Der Beweis liefert die Existenz, ist aber
nicht konstruktiv. Je zwei Basen haben die gleiche Machtigkeit. Ist V'
endlich erzeugt, so schreibe dim V' < oo; ist V' nicht endlich erzeugt, so
setze dim V' = oo.

Beispiele 4.18. (a) Fiir jeden Kérper K und n > 1ist {ey,...,e,} C
K™ eine Basis; die sogenannte Standardbasis. Also ist dim K™ = n.
(b) Betrachte die Inklusionen von Kérpern Q@ C Q(v/2) € R. Der
Q-Vektorraum Q = Q' hat Dimension 1. Der Q-Vektorraum Q(v/2)
wird von {1,v/2} erzeugt. Da {1,v/2} auch linear unabhingig sind, ist
dimg Q(v/2) = 2. Fiir die reellen Zahlen R, aufgefasst als Q-Vektorraum,
gilt dimg R = oo: Hétte R eine endliche Q-Basis, so wére R abzéhlbar,
Widerspruch.

(c) Fiir den Q-Vektorraum Q[z] der Polynome mit rationalen Koeffizi-
enten gilt ebenfalls dimg Q[z] = oo; eine (unendliche) Basis ist durch
die Menge {z" | n € Ny} gegeben.

(d) Sei K ein Korper, M eine Menge, und V' = Abb(M, K) der K-
Vektorraum der Abbildungen M — K. Firm € M sei f,, : M — K die
Abbildung f,,(m) = 1 und f,,(m’) = 0 fiir m’ # m. Seien my, ..., m,
paarweise veschiedene Elemente von M. Angenommen es gilt

zn:alme =0, o € K.

=1
Dann ist
0= aifm)(m;) =ajfix j=1,...,n.
=1

Also sind die fi,,, ..., fm, linear unabhéngig. Ist |M| = oo, so liefert
dies beliebig grosse Mengen von linear unabhéngigen Elementen in V/,
also ist dimg V' = oo. Ist |[M| = n < oo endlich, so hat jedes Element
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f € V eine Darstellung als eine endliche Linearkombination

f: Z f(m)fma

meM

d.h. die {f,, | m € M} bilden eine Basis von V und dimg V' = |M| = n.

Sei V' ein K-Vektorraum und seien U; C V lineare Unterrdume,
1=1,..., k. Die Summe der Uj; ist definiert als die Menge

U1+---+Uk:{u1—|—~--+uk|ui€Ui}§V.

Es ist Uy + -+ + Uy = (UX,U;) C V, insbesondere ist die Summe
Uy +--- 4+ Ux CV ein linearer Unterraum von V'; sieche Ubung.

Lemma 4.19. Sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension dimg V =
n < oo und sei U CV ein linearer Unterraum. Dann gilt

(a) dimg U < dimg V,

(b) Jede Basis {b,...,by} C U won U lisst sich zu einer Basis
{b1, .., bg,bgs1, ..., bn} SV von V erginzen.

(c) Es gibt einen linearen Unterraum W C V', sodass gilt: V =

U+W und UNW = {0} (der Unterraum W ist ein Komplement
von U in'V),

(d) dimg U = dimg V' genau dann, wenn U = V.

Beweis. (a): Ist U = {0}, so ist dimg U = 0 < n. Ist U # {0}, und ist
B C U eine linear unabhéngige Teilmenge, so ist nach Theorem 4.15
|B| < n. Insbesondere hat eine Basis von U maximal n Elemente und
(b): Folgt aus Theorem 4.15.

(c): Ist {b1,...,bx} eine Basis von U, so ldsst sich diese nach (b) zu
einer Basis {b1,..., bk, bgt1,-..,b,} von V erginzen. Fiir den linearen
Unterraum W = (bgy1,...,0,) git U4+ W =V und UNW = {0}.

(d): Sei dimg U = dimg V' = n. Ist {by,...,b,} eine Basis von U, so ist
nach (b) {by,...,b,} auch eine Basis von V und U = (by,...,b,) = V.
Die Umkehrung ist trivial. 0

Beispiel 4.20. Ist M eine Menge und N C M eine Teilmenge, so ist
das mengentheoretische Komplement N = M\N ={m &€ M |m ¢ N}
eindeutig bestimmt. Dies gilt im allgemeinen nicht fiir Komplemente
von linearen Unterrdumen: Ist V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum
und {0} € U C V ein linearer Unterraum, so hat U stets mehrere
Komplemente. Ist {b,...,bx} eine Basis von V und {by,...,b,} eine
Basis von V', so definiert fiir jedes @ € K der lineare Unterraum

Wa - <bk+17 ce 7bn—17bn + Q{b1>
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ein Komplement von U in V. Offensichtlich ist U + W, = V. Ange-
nommen v € U N W,. Dann gibt es Linearkombinationen

n—1 k
v = Z ajbj+an(bn+abl) :Zalbz S UﬂWa.
j=k+1 i=1

Es ergibt sich eine Darstellung der 0 und Koeffizientenvergleich zeigt
a; = -+ = a, = 0, also ist U N W, = {0}. Fiir verschiedene a €
K sind die W, verschieden; ist der Korper K unendlich, so gibt es
unendlich viele Komplemente von U in V. Konkret: Sei V = R%, U =
((1,0)) und {(1,0),(0,1)} die Standardbasis von V. Fiir « € R ist
Wo +((0,1) = a(1,0)) = {(a, 1)). Fiir a, & € R, a # ' ist («, 1) #
(o/,1), d.h. die durch diese Vektoren erzeugten Unterrdume W, und
W, sind verschiedene Geraden durch den Ursprung; jede von der z-
Achse U = ((1,0)) verschiedende Gerade durch den Ursprung liefert
ein Komplement von U in V.

5. LINEARE ABBILDUNGEN UND FAKTORRAUME

Wir wollen Vektorraume mittels Abbildungen vergleichen. Ein Vek-
torraum ist eine Menge, zusammen mit einer ‘algebraischen’ Struktur
(‘Addition” und ’Skalarmultiplikation’) und fiir uns wichtig sind dieje-
nigen Abbildungen, die mit dieser Struktur ‘vertréglich’ sind.

Abstrakt sollte eine strukturerhaltende Abbildung die folgende Ei-
genschaft haben: Ist M eine Menge mit einer Verkiipfung *,;, und N
eine Menge mit einer Verkniipfung =y, so ist eine Abbildung von Men-
gen f: M — N mit diesen Verkniipfungen vertraglich, falls gilt

f(mospm') = f(m) «y f(m'), m,m" € M,

d.h. es ist egal, ob man zuerst in M verkniipft und dann abbildet oder
zuerst abbildet und dann in N verkniipft. Weiter sollte eine solche Ab-
bildung das neutrale Element e,; bzgl. %, auf das neutrale Element
en bzgl. xy abbilden. Solche strukturerhaltenden Abbildungen werden
Homomorphismen genannt.

Zum Beispiel: Sind G, H Gruppen, so ist ein Gruppenhomomorphis-
mus eine Abbildung f : G — H, sodass fiir alle ¢, ¢’ € G gilt

flg-9) = flg)- f(d),

(wegen 1y - f(la) = f(le - 1e) = f(le) - f(1c) gilt f(lg) = 1m).
Sind K, L Korper, so ist ein Kérperhomomorphismus eine Abbildung
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f: K — L, sodass fiir alle a,b € K die folgenden Formeln gelten

fla+b) = fla)+ f(b),
fla-b) = fla)- f(b),
(wie oben folgt dann auch f(1x) =1.).

Mittels strukturerhaltender Abbildung ergibt sich ein evidenter Be-
griff von ‘gleichwertigen’ oder ‘isomorphen’ algebraischen Strukturen:
gibt es eine bijektive Abbildung (die beiden Mengen haben ‘gleichviele’
Elemente) die strukturerhaltend ist (es ist egal wo man verkniipft), so
sind die Strukturen isomorph (aber nicht unbedingt identisch).

Wir betrachten strukturerhaltende Abbildungen von Vektorrdume:

Definition 5.1. Sei K ein Korper und seien V, W K-Vektorrdume.

(1) Eine Abbildung f : V. — W ist linear (genauer: K-linear
oder ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen), falls fiir alle
ai,as,a €V und a € K gilt:

flar +az) = f(ar) + f(az2) und f(a-a) =a- f(a).
Sei Hom(V,W) = Homg(V,W) die Menge aller K-linearen
Abbildungen von V' nach W3 ist V- = W so schreibe Endgk (V') =
Homg(V,V), die Elemente von Endg (V') sind die Endomor-
phismen von V.

(2) Ist f € Homg(V,W), so definiere Kern und Bild von f als
ker(f) = {aeV | fla)=0}CV,
m(f) = {f(a)|aeV}CW
(3) Eine K-lineare Abbildung f € Homg(V, W) ist ein Monomor-
phismus (bzw. Epimorphismus, Isomorphismus), falls f injek-

tiv (bzw. surjektiv, bijektiv) ist. Gibt es einen Isomorphismus
f:V — W, sosind V und W isomorph, V = W.

e Sei f € Homg(V,W). Dann ist f(0) =0 und f(—a) = —f(a).

Lemma 5.2. Seien V.W K-Vektorrdume und sei f € Homg(V,W).
(a) ker(f) CV undim(f) C W sind lineare Unterrdume.
(b) f ist ein Monomorphismus < ker(f) = {0}.

Beweis. (a): Wegen 0 = f(0) ist 0 € ker(f) und ker(f) # 0. Sind
ar,ay € ker(f), so ist wegen f(a; + az) = f(ar) + f(az) =0+0=0
auch a; + ag € ker(f). Fiir a € ker(f) und o € K ist f(aa) = af(a) =
a-0=0, dh. aa € ker(f). Der Beweis fiir im(f) ist ahnlich einfach.

(b): Ist f ein Monomorphismus und a € ker(f), so ist f(a) = 0 =
f(0) und da f injektiv ist folgt @ = 0, also ist ker(f) = {0}. Sei
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umgekehrt ker(f) = {0}. Sind ay,a2 € V mit f(a1) = f(ag), so ist
0= f(a1) — f(az) = f(a; — as), d.h. a; — ay € ker(f) = {0} und somit
ay; = ag, d.h. f ist ein Monomorphismus. U

Beispiele 5.3. (a) Einfache Beispiele von linearen Abbildungen sind
die Identitdt id : V. — V,a + a und die Nullabbildung f : V —
W, a — 0. Insbesondere gilt: Ist U C V ein Untervektorraum, so ist die
Inklusion ¢ = idy : U — V, u > u linear.

(b) Sei V' =R3und W = R?% Seien o;; € R,i =1,2,j = 1,2, 3 gegeben.
Wir ordnen diese Skalare als ein formales Schema an und betrachten
die Elemente von V und W als Spaltenvektoren (z;) und (y;). Setze

L1
(0611 Q12 CY13> _ _ <CY11$1 + QiaT2 + a13I3)

X2
Q1 Qg (g s Q21T + Qa2 + Qia3x3

Dann definiert das obige Zuordnungsschema eine lineare Abbildung
x x
x; Ly [ a2 az) x; _ (0T + e + i3z _ (W
Q1 Qg Qigg (21T + Qg2 + (o33 Y2 )
T3 T3
Konkret ergibt sich, zum Beispiel fiir die folgende Wahl der Skalare
app =1 oap=2 ap3=-4
Qg1 = —7 Qoo — 8 93 — —10
die lineare Abbildung
il . 1 2 —4 ) il . 1+ 21’2 — 41’3 (W
2 -7 8 —10 2] T\ =Tw + 8y — 1023 ) \y2 )
L3 T3

Allgemein lassen sich so lineare Abbildungen f:V = K" — K™ =
W definieren: Sind «;; € K, i = 1,...,m, j = 1,...n fest gewéhlte
Skalare, so definiert die Zuordnung

I Gy Qg2 o Qg I hn
1‘2 PR « .. .. . :L‘Z y2
— e
Tn am1 Q2 - Qqp L, Ym

wobel

Y = E Qi g, Z:Lm

j=1
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eine lineare Abbildung f : K™ — K™. Der Kern von f besteht aus
allen Vektoren (z1,...,x,) mit der Eigenschaft, dass

n
E Oéij$j20, z:l,,m,
J=1

d.h. den gemeinsamen Losungen der obigen m linearen Gleichungen (in
den Variablen x1,...,z,). Das Bild von f besteht aus den Vektoren
(Y1, - -, Ym), sodass die m Gleichungen (in den Variablen z1, ..., x,)

n
g QT =1, t=1,...m,
j=1

eine Losung haben. Wir werden zeigen, dass jede lineare Abbildung
K" — K™ diese Form hat und Techniken zur Losung solcher Glei-
chungssysteme entwickeln.

Das néchste Lemma ist fundamental: Es zeigt, dass eine lineare Ab-
bildung auf einer Basis festgelegt ist und man dabei beliebige Werte
auf einer Basis vorgeben kann.

Lemma 5.4. Seien V und W K -Vektorraume, {a; | j € J} eine Basis
von V und {b; | i € I} eine Basis von W.

(a) Seien c; € W, j € J beliebig vorgegeben. Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung f -V — W mit f(a;) = ¢; firj € J.

(b) Seien o;; € K,i € 1,5 € J, sodass fir j € J nur endlich viele
a;; # 0 sind. Dann gibt es genau ein f € Homg(V, W) mit

f(aj) = ZOQ#H, j e J
jed
NB. Seien {ay,...,a,} und {by,...,b,} Basen von V bzw. W. Nach
(a) ist eine lineare Abbildung f : V' — W durch die Bilder der Basisvek-

toren eindeutig bestimmt. Jedes der Bilder f(a;) besitzt eine eindeutige
Darstellung als Linearkombination der b;; d.h. fiir j = 1,...n ist somit

fla;) = Z b;.
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Wir ordnen ayj, ... (5 = 1,...n) die fiir diese Darstellung des j-ten
Basisvektoren auftreten als die Spalten einer sogenannten Matrix an

al 1 P al] P alm

a21 o s &2] Y &2777,
(%‘) =

aml P amg Y amn

Damit lésst sich die lineare Abbildung f bzgl. dieser Basen durch eine
solche Matrix darstellen; wir werden die Frage, wie man durch eine
geschickte Wahl dieser Basen eine ‘einfache’ Matrix bekommt spéter
studieren. Umgekehrt besagt (b), dass ein Schema der Form («;;) eine
eindeutige lineare Abbildung bestimmt.

Beweis. (a): Jedes a € V hat eine eindeutige Darstellung a = > 7| avja;.
Ist f:V — W eine lineare Abbildung mit f(a;) = ¢;, so folgt sofort

fla) = f(z aja;) = Z%’f(aj) = Z%‘Cj-

Also ist f durch die Werte f(a;) auf den Basiselementen a; eindeutig
festgelegt, d.h. die Zuordnung f(a;) = c¢; bestimmt eine eindeutige
Abbildung f : V — W. Weiter ist die oben definierte Abbildung

a= iajaj — f(a) = i%’f(aj) = iajcj
=1 j=1 j=1

linear: Sind a = Y, asa;, @' =S " o’a; Vektoren in V. so ist
=177 J=1"3" )

n m
/ / n+m /
a+ad = E ajaj + E oa; = E i (o + af)a;
j=1 j=1

die eindeutige Darstellung von a+a’ als endliche Linearkombination der

Basiselemente q; ist. Nach Definition von f folgt dann sofort f(a+a’) =

f(a) + f(d'). Ein dhnliches Argument zeigt o f(a) = f(«aa).

(b): Folgt aus (a) mit ¢; = 3, ; a;b; (dies ist eine endliche Summe).
O

Beispiel 5.5. Betrachte die Abbildung f : R?> — R2, v + 2uv; offen-
sichtlich ist f linear. Bzgl. der Basis {(1,0), (0,1)} von R? auf (beiden
Seiten der Abbildung) ergibt sich

(1,0) — (2,0)=2-(1,0)4+0-(0,1),
(0,1) — (0,2)=0-(1,0)+2-(0,1)

)
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also ist die Matrixdarstellung von f bzgl. der Basis {(1,0),(0,1)}
2 0
0 2
{(1,0),(0,1)} als Basis fiir den ‘Definitionsbereich’ R?
1)} als Basis fiir den ‘Zielbereich’ R?| so ist wegen

Wahlt man
und {(1,0), (1,
(1,0) — (2,0)=2-(1,0)4+0-(0,1),
(0,1) — (0,2)=-2-(1,00+2-(1,1),
die Matrixdarstellung von f bzgl. dieser beiden Basen

iy
0o 2 /)
Theorem 5.6. Seien V und W K -Vektorrdume mit dimg V = n < oco.
Dann sind gleichwertig
(a) dimg W = n,
(b) Es gibt einen Isomorphismus f :V — W, d.h. V= W.

NB. Das Theorem besagt: Ist V' ein n-dimensionale K-Vektorraum,
so ist V' = K™. Der Beweis zeigt, dass dieser Isomorphismus von der
Wahl von Basen von V' und K™ abhéngt, d.h. jede Wahl von solchen
Basen liefert einen Isomorphismus (aber es es gibt keinen eindeutigen
Isomorphismus).

Beweis. (a)=-(b): Sei dimyx W = n und sei {ai,...,a,} eine Basis von
V und {by,...,b,} eine Basis Basen von W. Nach Lemma 5.4(a) gibt
es eine eindeutige lineare Abbildung f : V. — W mit f(a;) = b; fiir
j=1,...,n; genaver, fir a = Y7 | aja; ist f(a) = 37, a;f(a;) =
Z?Zl a;b;. Diese Abbildung f ist ein Epimorphismus: Angenommen
b= > Bbj € W.Dann ist a = > 7, fja; € V und fiir dieses
Element a gilt

fla) = Zﬁjf(aj) = Zﬂjbj =b.

Die Abbildung f ist ein Monomorphismus: Nach Lemma 5.2(b) geniigt
es zu zeigen, dass ker(f) = {0} ist. Sei a = > 7| aja; € ker(f), sodass

0=f(a) =Y ajfa;) =D asbs;
s j=1

da die b; linear unabhéngig sind folgt a; = 0 fiir alle j, d.h. a = 0.
(b)=-(a): Sei f : V — W ein Isomorphismus und sei {a4,...,a,} eine
Basis von V. Wir zeigen {f(a1),..., f(a,)} ist eine Basis von W. Sei
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b € W. Da f ein Epimorphismus ist gibt es ein ¢ € V mit f(a) =
Ist a = Y77 | aja;, so folgt b = f(a) = >°7_, a;f(a;), also ist b €
(f(ay),..., f(a,)) und dab € W beliebig war folgt (f(ai),..., f(a,)) =

W. Angenommen

O—Zaj a;) Za]a]

Dann ist } 7, aja; € ker(f). Da f ein Monomorphismus ist zeigt
nochmalige Anwendung von Lemma 5.2(b), dass ker(f) = {0} ist, also
ist 5, aja; = 0 und da die a; linear unabhingig sind folgt a; = 0
fir alle j, d.h. die {f(a1),..., f(a,)} sind linear unabhéngig. O

Eine lineare Abbildung f : V' — W ist durch die linearen Unterrdume
m(f) € W und ker(f) C V charakterisiert; das Bild im(f) sind die
in W ‘sichtbaren’ Elemente, der Kern ker(f) die Elemente in V', die
in W ‘verlorengehen’ (d.h. kein nicht-triviales Bild haben). Um diese
linearen Réume studieren zu konnen fiithren wir Faktorrdume ein.

Die Idee hier ist die, das Bild im(f) mit einem Quotienten- oder Fak-
torraum V/ker(f) zu identifizieren. Jeder lineare Unterraum U C V
ist insbesondere eine abelsche Untergruppe, sodass nach Lemma 2.6
ap ~ ay & a1 — ag € U eine Aquivalenzrelation auf V definiert. Be-
trachte die Menge der (verschiedenen) Aquivalenzklassen

VIU={a+U]|aecV},

zusammen mit der surjektive Abbildung ¢ : V' — V/U, a v a+ U.

Wir zeigen, dass die Addition und Skalarmultiplikation auf V' analog
eine Addition und Skalarmultiplikation auf V/U induziert, sodass V/U
ein K-Vektorraum und f : V — V/U eine lineare Abbildung ist.

Definition 5.7. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer
Unterraum. Fir a € V setze a +U = {a+u | u € U} C V. Der
Quotienten- oder Faktorraum von V nach U ist die Menge

VIU={a+U|acV}.

Lemma 5.8. Sei V ein K-Vektorraum und U C V' ein linearer Unter-
raum. Dann ist der Faktorraum V/U ein K-Vektorraum mittels

(e +U)+ (aa+U) = (a1 +az) + U und a(a+U) = aa + U.

Insbesondere gilt in V/U: 0=0+U =U.
Die Abbildung q -V — V/U, a v+ a+ U ist ein Epimorphismus.
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Beweis. Zu zeigen ist zunéchst, dass die Operationen auf V/U wohl-
definiert sind. Ist a; + U = @} + U und ay + U = a}, + U, so ist nach
Definition a; — a} = uy; € U und ay — a, = ug € U. Damit folgt

(a1 +ag)+ U —[(a] +a5) + U] = (uy +U) — (ug + U) = U.

Ahnlich fiir die Skalarmultiplikation: Ist a1 +U = as+ U, also a1 —as =
u € U, und ist o € K, so ist auch a(a; — ay) = au € U und somit
aa1+U:aa2+U.

Weiter ist V/U mit dieser Addition und Skalarmultplikation ein K-
Vektorraum; dies folgt, da diese Operationen von den entsprechenden
Operationen auf dem K-Vektorraum V induziert sind. Zum Beispiel,

a((a;+U)+ (aa+U)) = ala; + U) + alay + U)

da in V gilt a(a; + az) = aa; + aas. Aus dem gleichen Grund ist die
(surjektive) Abbildung ¢ : V- — V/U, a + a + U K-linear, d.h. ein
Epimorphismus. O

Lemma 5.9. Set V' ein K-Vektorraum und seien U C W C V' lineare
Unterraume. Fir die K-Vektorrdume W/U,V/W und V/U gilt:
(a) Sei{w;+U | i€ I} eine Basis von W/U und {v;+W | j € J}
eine Basis von V/W. Dann ist {w; + U,v; + U | i€ I,j € J}
eine Basis von V/U.
(b) Ist dimV =n < o0, so ist dimV/U = dimV — dimU.
Beweis. (a): Fiir a € V' betrachte das Element a + W € V/W. Da die
{v; + W | j € J} eine Basis von V/W bilden gibt es Skalare o; € K,
sodass a + W = 37 a;(v; + W) und weiter a — 7 aju; € W.
Betrachte (a — 377, ajv;) +U € W/U. Da die Menge {w; +U | i € I}
eine Basis von W/U bildet gibt es Skalare 3; € K, sodass

(a—Zajvj)+U: Zﬁi(wi—I—U),
j=1 i=1

und somit

a+U =2 05(0;+U)+ ) Bilw: +U),

j=1 i=1

dh. V/U = (v;+U,w;+U | j € J,iel) Wir zeigen die {v; + U, u; +
U | je€Jié€ I} sind linear unabhéngig. Angenommen in V/U gilt

iaj(vj+U) —i—iﬁi(wi—i-U) =U (inV/Uist 0="0)
=1 i=1
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mit oy, f; € K. Es folgt Y77 aju; + 77, Biw; € U. Da W C V ein
linearer Unterraum ist folgt aus w; € W dann auch > " | S;w; € W und
in V/W gilt 37, a;(v; + W) = W. Da die Menge {v; + W | j € J}
eine Basis von V/W bilden liefert dies o; = 0 fiir j = 1,...n. Wegen
w; + U € W/U ergibt sich jetzt in W/U die Identitét

> Bilw;+U) =0

i=1
und da die {w; + U} eine Basis von W/U bilden gilt 5; = 0 fiir i =
1,...m; dies beweist die Behauptung.

(b): Folgt aus (a) mit U = W. O
Theorem 5.10. (Homomorphiesatz) Seien V,W K-Vektorrdaume und
sei f:V = W eine K-lineare Abbildung.

(a) Es gibt einen Epimorphismus g : V. — V/ker(f) und einen
Monomorphismus h : V/ker(f) — W, sodass f = ho g und
im(f) = im(h) ist, d.h. das folgende Diagramm kommutiert

V—f>W

|

V/ker(f)

und h induziert einen Isomorphismus V/ker(F) = im(f).
(b) Ist dimgx V =n < oo, so gilt die Formel

dimg V = dimg ker(f) + dimg im(f).
Beweis. (a): Die Abbildung g : V' — V/ker(f) ist der evidente Epimor-
phismus a — a + ker(f). Die einzige Abbildung h : V/ker(f) — W,

die die gewiinschten Eigenschaften haben konnte ist definert durch
h:V/ker(f) = W, a+ker(f)— f(a).

Zu zeigen ist: h ist ein wohldefinierter Monomorphismus mit im(f) =
im(h). Sei a; + ker(f) = ay + ker(f). Dann ist a; — ay € ker(f) und

h(a1 + ker(f)) — k(a2 + ker(f)) = f(a1) — f(a2) = flar — az) =0,
d.h. h ist wohldefiniert. Weiter ist A linear, da f linear ist; es ist

hafa+ker(f)) = h(aa+ker(f)) = f(aa) = af(a) =
= ah(a+ker(f));

und ahnlich fiir die Addition. Nach Konstruktion gilt fiir jedes a € V'
(hog)(a) = h(a+ker(f)) = f(a),
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also ist f = ho g und im(f) = im(h). Ist a + ker(f) € ker(h), so ist

0 = h(a+ker(f)) = £(a).
d.h. a + ker(f) = ker(f) und h ist ein Monomorphismus.
(b): Nach (a) ist V/ker(f) = im(f), d.h. diese beiden K-Vektorraume

haben die gleiche Dimension dimg(V/ker(f)) = dimg im(f). Im Fall
dimg V' = n folgt mit Lemma 5.9(b) weiter

dimg im(f) = dimg (V/ ker(f)) = dimg V — dimg ker(f).
U

Lemma 5.11. Seien VW K-Vektorraume mit dimg V = dimg W =
n<oound f:V — W eine K-lineare Abbildung. Gleichwertig sind

(a) f ist ein Isomorphismus,
(b) f ist ein Monomorphismus,
(c) f ist ein Epimorphismus.

Beweis. (a) = (b): Trivial. (b)= (c): Ist f ein Monomorphismus, so ist
ker(f) = {0}. Weiter ist im(f) € W und f ist ein Epimorphismus ge-
nau dann, wenn im(f) = W ist; also nach Lemma 4.19(d) genau dann,
wenn dimg im(f) = dimg W ist. Dies folgt aus dem Homorphiesatz
5.10(b): Wegen ker(f) = {0} ist dimg im(f) = dimg V' = dimg W.
(c)= (a): Ist f ein Epimorphismus, so ist dimg im(f) = dimg W =
dimg V und der Homomorphiesatz 5.10(b) liefert dimker(f) = 0, d.h.
ker(f) = {0} und f ist ein Monomorphismus. O

Wir geben eine geometrische Interpretation von Faktorrdumen und
dem Homomorphiesatz.

Beispiel 5.12. Sei V =R?, W = R! und f : V — W die lineare Ab-
bildung, die durch die Zuordnungen (1,0) + (1,0) und (0,1) — (0,0)
bestimmt ist, d.h. f(a,b) = a; offensichtlich ist f ein Epimorphismus.
Fiir ¢ € W definiert das Urbild f~'(c) C V eine Teilmenge und nach
Definition einer Abbildung ist fiir verschiedene ¢,d € W der Schnitt
fHe)n f74(d) = 0, d.h. die Urbilder {f~!(c) | ¢ € R} bilden eine
Partition von V. Dabei ist f~1(0) = ker(f) = {(0,0) | b € R} C V ein
linearer Unterraum (die y-Achse) und fiir ein ¢ € W ist das Urbild

f7He) = {(eb) [beR}=(c,0) +{(0,b) | be R}
= (¢,0)+ker(f) CV

der ‘um (¢, 0) verschobene’ lineare Unterraum ker(f). Damit folgt

V/ker(f) ={(c,0) + ker(f) | c € R}
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d.h. die Elemente des Faktorraums sind die Urbilder von f und der
Isomorphismus A aus dem Homomorphiesatz 5.10(a) ist die Abbildung

(¢,0) + ker(f) — ¢
insbesondere ist ¢ — f~1(c) die dazu inverse Abbildung.
Wir verallgemeinern dieses Beispiel.

Definition 5.13. Sei V ein K-Vektorraum, U C V ein linearer Unter-
raum und a € V. Ein affiner Unterraum A C V ist eine Teilmenge

A=a+U={a+u|uelU} CV;

insbesondere ist jedes Element a + U des Faktorraums V/U ein affiner
Unterraum.

e Ist A=a+ U CV ein affiner Unterraum, so ist U eindeutig durch
A bestimmt: Sei A =a+ U = da + U’, wir zeigen U = U’. Nach An-
nahme ist U’ = a — a’ 4+ U, also gibt es ein v € U mit a — a’ + u = 0.
Da U ein linearer Unterraum ist folgt « — ¢’ = —u € U, und damit
U=a—-—d+U=—-u+U=U.

e Da fiir A = a4+ U der lineare Unterraum U eindeutig durch A be-
stimmt ist, ldsst sich dem affinen Unterraum A eine Dimension zuord-
nen: dimg A = dimg U. Ein affiner Unterraum der Dimension 1 ist
eine affine Gerade; im Fall dimg V' = n < oo ist ein affiner Unterraum
der Dimension n — 1 eine affine Hyperebene.

e Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Das Urbild von f(0) =0
F7HF0) = f7H(0) = ker(f) ©V

ist ein linearer Unterraum. Ist a € V' ein beliebiger Vektor, so ist

FH@) = {atu | ueker()} = a+ ker(f)

ein affiner Unterraum, dies ist die Faser von f iiber a.

NB. Ist f : V — W linear, so ist f : V — im(f) surjektiv und zu
jedem b € im(f) gibt es ein @ € V mit f(a) = b, d.h. iber jedem
b € im(f) liegt genau eine Faser f~'(b) = a + ker(f). Die Aussage des
Homomorphiesatzes ist, dass die Abbildung b — f~1(b) einen Isomor-
phismus im(f) = V/ker(f) von Vektorraumen liefert.

Wir zeigen jeder affine Unterraum ist die Faser einer linearen Abbil-
dung.

Lemma 5.14. Se: V ein K-Vektorraum und ) # A C V eine Teil-
menge. Dann sind gleichwertig:

(a) A ist ein affiner Unterraum, d.h. es gibt einen linearen Unter-
raum U CV und eina €V mit A=a+ U,
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(b) Es gibt einen K-Vektorraum W und eine lineare Abbildung f :
V — W, sodass A eine Faser von f ist, d.h. A= f~1(b) fiir ein
be W,

(c) Seien ag,...,ar € A und ag,...,ar € K mit Zf:oai = 1.
Dann ist Zf:o o,a; € A.
Beweis. (a)=-(b): Sei A = a + U. Fiir den Epimorphismus f : V —
VU, ar a+U gilt f71(f(a)) =a+ker(f) =a+U = A.
(b)=(c): Sei A = f~1(b) fiir ein b € W. Seien ag,...,ax € A und
g, ..., € K mit Zf o @ = 1 gegeben. Die Linearitét von f liefert

k k
f(z aiaz Z az az = Z az b,
=0

=0

d.h. Zf:o o;a; € f_ ( ) =A.
(c)=(a): Wéhle fest ein ag € A und betrachte die Menge AA = {a —
ap | a € A} C V. Esist A = ayg+ AA; wir zeigen AA C V ist ein
linearer Unterraum. Wegen ag € A ist 0 € AA, also ist AA # (. Fiir
a; — ag, az — ag € AA ist nach (¢) a; + (—1)ag + ay € A, sodass
(a1 — CLO> + (CLQ — (10) = (a1 — Qo +CL2> — Qg € AA.
Fir a € K folgt aus (c) weiter aa; + (1 — a)ag € A; somit gilt auch
ala; —ag) = (aay + (1 — a)ag) — ag € AA.
U

Beispiel 5.15. Sei V ein K-Vektorraum und ag, ...,ar € V. Dann ist
der kleinste affine Unterraum A C V, der die {ayo, ..., a;} enthilt

A= {ao—kZaZ a;—ag) | ar,...,aqp € K} C V.
Nach Definition ist A = ag + U, wobei U der von den Vektoren a; —
aop, - . ., a — ag erzeugte lineare Unterraum ist, d.h. A ist affiner Unter-
raum. Da ag + Zle a;(a; —ag) = (1 — Zle a;)ag + Zle a;a; folgt
k k
A= {Zaiai | g, ..., € K mit Zai =1}.
i=0 i=0

Nach Lemma 5.14(c) ist dies der kleinste affine Unterraum, der die
Vektoren ay, . . ., aj enthilt. Konkret: Sei V' = R? und seien ag, a; € R?
zwei Punkte. Der kleinste affine Unterraum der ag und a; enthélt ist

A={ap+ala; —ay) | « € R} ={aap+ fa; | o, fER, a+ =1},
d.h. die Gerade durch die beiden Punkte ag und a;.
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6. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

Wir studieren lineare Abildungen und zeigen dazu zunéchst, dass
die Menge der K-linearen Abbildungen Homg(V, W) selbst ein K-
Vektorraum ist. Damit hat Homg(V, W) eine Basis und jede lineare
Abbildung V' — W hat eine eindeutige Darstellung als eine endliche
Linearkombination von Elementen einer solchen Basis.

Lemma 6.1. Seien V.W K-Vektorraume.
(a) Fir f,g € Homg(V,W), a € K und a € V setze
(f +9)(a) = f(a) + g(a) und (af)(a) = af(a);
mit diesen Operationen ist Homyg (V, W) ein K -Vektorraum.
(b) Seien {ay,...,an} €V und {by,...,b,,} CW Basen. Fir j =
L...,nundi=1,...,m definiere e;; € Homy (V. W) durch

0 itk
eij(ar) = b j—k

Dann ist {e11, ..., emn} €ine Basis von Homg(V, W); insbeson-

dere ist dimyg Homg (V, W) = dimg V - dimg W.

Beweis. (a): Nachrechnen.
(b): Ist f € Homg(V, W) so gilt beziiglich der gegebenen Basen

f(aj) = Zaijbi, ] = 1, ..o n.
i=1

Fiir diese Koeffizienten «;j,¢ =1,...m,j = 1,...n bilde

9= Z Z QijCij-

i=1 j=1
Nach Definition hat die lineare Abbildung ¢ die Eigenschaft, dass

g(a;) = Zza’ijei]’(a’j) = Zai]’bi = f(a;),

i=1 j=1

dh. f=>", Z?zl a;;je;; und die e;; erzeugen Hompg (V, W). Sei

ZZ@;’BU =0, B € K.

i=1 j=1
Evaluierung dieser Abbildung auf a; liefert fiir j = 1,...n die Identitét

0=> > Byeyla) =) Bibi
=1

i=1 j=1
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Da die b; linear unabhéngig sind folgt 3;; = 0 fiir alle 4, j, also sind
{e11, ..., €mn} linear unabhingig und bilden eine Basis. O

Sind f: Vi — Vo und g : Vo — V3 lineare Abbildungen, so schreibe
gf = go f : Vi — V5 fiir die Komposition. Diese Komposition ist
allgemein fiir Abbildungen definiert; wir zeigen, das die Verkniipfung
von linearen Abbildungen wieder linear, mit der Addition vertraglich
und assoziativ ist.

Lemma 6.2. Seien V; K-Vektorriume, 1 = 1,2,3,4.
(a) Sind g € Homg(Va, V3) und f € Homg(Vi, Va) so definiert

(9f)(a1) = g(f(ar)), a1 € V1
eine lineare Abbildung fg € Homg(V1, V3).
(b) Ist g € Homy(Va, V3) und sind f1, fo € Homg(Vh, Va), so gilt
g(fr+ fo) = gf1 + gfo
(c) Sind g1,92 € Homg(Va, V3) und f € Homg(Vi, V), so gilt

(1 +a@)f=9f+af
(d) Sei h € Homg(Vs,Vy), g € Homg(Va, V3), f € Homg(Vy, Va).

Dann st
hgf) = (hg)f.

Beweis. Nachrechnen. O

Wir betrachten Isomorphismen in Homg(V,W). Ist f : V — W ein
Isomorphismus, so ist f eine bijektive Abbildung und hat damit eine
inverse bijektive Abbildung g = f~1: W — V. Wir zeigen, dass diese
Abbildung g = f~! ebenfalls linear ist. Damit gelten fiir Isomorphismen
diesselben Beziehungen wie fiir bijektive Abbildungen von Mengen.

Lemma 6.3. Seien V; K-Vektorriume, 1 = 1,2, 3.

(a) Sei f € Homg(V1,Va) ein Isomorphismus. Dann gibt es genau
ein g € Homg(Vo, Vi) mit gf = idy, und fg = idy,; setze
g=f"

(b) Sind f € Homg(Vy,Vs) und g € Homyg(Va, V3) Isomorphis-
men, so ist auch gf € Homyg(V1,V3) ein Isomorphismus; es
gilt: (gf)~" = ftg7".

Beweis. (a): Da f : Vi — V5 eine Bijektion ist, gibt es nach Lemma

1.12 genau eine Bijektion g : Vo — V4 mit gf = idy, und fg = idy,.

Wir zeigen g, dass linear ist. Fiir aq, a), € V5 gilt

flglaz +a3)) = (fg)az + ay) = idy,(az + a3) = idy, (az) + idy, (a3)
= [flg(a2)) + f(g(a3)) = f(g(az) + g(a3)).
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Da f injektiv ist, folgt damit g(as + a}) = g(as) + g(a}). Ahnlich zeigt
man ag(as) = g(aa).
(b): Folgt aus der Bemerkung nach Definition 1.13. O

Beispiel 6.4. Im Fall V. = W ist Homg(V,W) = Endg (V). Nach
Lemma 6.1(a) ist Endg (V') ein K-Vektorraum. Die Verkniipfung von
Endomorphismen f : V' — V liefert eine ‘Multiplikation’ auf Endg (V)

[,9€ Endg(V) = fg= foge Endg(V)

mit Einselement idy : V' — V| idy(a) = a. Fir diese Multiplikation
gelten die beiden Distributivgesetzen und das Assoziativgesetz. Weiter
ist diese Multiplikation mit der Skalarmultiplikation vertréglich, d.h.

a(fg) = (af)g = flag); f,g € Endg(V), a € K.

Ein K-Vektorraum, zusammen mit einer Multiplikation, welche die
obigen Vertriglichkeitsbedingungen erfiillt ist eine K-Algebra.

Das Kroneckersymbol 4,5, ist definiert als d;, = 1 falls j = k£ und
d;, = 0 falls j # k. Ist {a1,...,a,} eine Basis von V, so bilden nach
Lemma 6.1(b) die Endomorphismen e;; € Endg (V') mit

eij(ar) = djra;

eine Basis {e11,...,€um} von Endg(V); es ist dimg Endg (V) = n?.
Fiir die Basiselemente {e;;} von Endg (V) gelten die Formeln

€ijCkl = 6jkez'l und Z € = 1dV .
i=1
Ist dimg V' > 1, so ist die Multiplikation via Verkniipfung von Ab-
bildungen in Endg(V) nicht kommutativ: Die obige Formel liefert
e12€22 = 0212 = €12 # 0 und egge1n = g2 = 0, d-h. e19e02 # egze12.

Definition 6.5. Sei V ein K-Vektorraum. Ist f € Endg (V) ein Iso-
morphismus, so ist f reguldr (auch ‘invertierbar’ bzw. ‘Automorphis-
mus’); ist f nicht regulér, so ist f singuldr. Die reguldren Abbildungen
aus Endg (V) bilden bzgl. der Verkniipfung von Endomorphismen eine
multiplikative Gruppe mit neutralem Element idy (vgl. Lemma 6.3);
diese Gruppe bezeichnen wir mit GL(V') (General Linear group).

Beispiel 6.6. Sei K = Z/pZ der Korper mit p Elementen und sei V' ein
K-Vektorraum der Dimension n, d.h. V = (Z/pZ)". Fiir zwei (beliebi-
ge) endlich-dimensionale K-Vektorraume V,W und f € Homg(V, W)
gilt: f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn f jede Basis von V
auf eine Basis von W abbildet. Also ist die Anzahl der Elemente von
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GL(V) genau die Anzahl der verschiedenen Basen von V. Jede Basis
{ai,...,a,} von V entsteht durch Wahl der a; wie folgt:

0#a €V pt—1 Moglichkeiten,
a; € V\ (ay) Pt —p Méglichkeiten,

an € V\(a1,...,an_1) p"—p" ' Mboglichkeiten.
Damit ist |GL(V)| = (p" — 1)(p" —p)--- (p" — p"}).

Definition 6.7. Seien V, W K-Vektorraume und sei f € Homg(V, W).
Ist dimg im(f) = n < oo, so ist der Rang r(f) von f definiert als

r(f) = dimg im(f).
e Wegen im(f) C W ist stets r(f) < dimg W.
e Aus dem Homomorphiesatz 5.10(b) folgt fiir dimyx V = n < oo:
r(f) = dimg im(f) = dimg V' — dimg ker(f)

Definition 6.8. Sei K ein Korper. Eine Matrix vom Typ (m,n) iiber
K ist ein Schema von Skalaren o;; € K der folgenden Form

Q11 Qg2 A1p

Qg1 Qg ... Qgp
A= (Oé”) == )

Am1 Op2, ... Amn,

d.h. eine Matrix A = (a;;) vom Typ (m,n) besteht aus m Zeilen

2 = (1, g, .., aup), 1=1,...,m
und n Spalten
ayj
CtQj
S5 = : ,j=1,...n
O

Sei K™*™ die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) iiber K.

Beispiel 6.9. Sei K = R und m = 2 = n. Seien A = (o;), B = (8;;)
Matrizen vom Typ (2,2) iiber R und sei « € R ein Skalar. Setze

A+ B = (011 Oé12) i (511 512) _ (an + b1 0412+512>

Qo1 (g2 Ba1 B g1 + PBo1 ag + Bao

11 Qg2 i Qg
aAd = « =
Qo1 (g2 Qdigp g
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Die Menge R?*? der (2,2)-Matrizen iiber R ist mittels dieser Addition
und Skalarmultplikation ein K-Vektorraum. Die Abbildung

11 012
0 :R>? 5 R*: — (a1, 2, o1, (a2)
Qo1 (g9

ist ein Isomorphismus, also ist dimg R**? = 4. Ist {ey, ..., e4} die Stan-
dardbasis von R?, so sind die Urbilder ©7!(ey),...07!(e4) genau die
Matrizen E;; mit einer 1 in der Stelle (4, j) und 0 sonst. Da © ein
Isomorphismus ist bilden die {E1;, E1a, o1, Ex} eine Basis von R?*2.

Das obige Beispiel hidngt weder von K = R noch von m =2 =n
ab, d.h. die Eigenschaften aus diesem Beispiel gelten allgemein fiir die
Matrizen K™*" vom Typ (m,n); genauer:

e Die Menge K™*™ aller Matrizen vom Typ (m,n) ist mittels
(aij) + (Bi) = (aij + Bij) und afay;) = (aoy;)
ein K-Vektorraum. Die Abbildung © : K™*" — K™"
(qij) = (a1, Qun, Q1,00 Qany * o0 Qi - -+ 5 Qi)
definiert einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen K™*" = K™,

Insbesondere ist dimyg K™*"™ = mn.

e Sei E;; € K™ " die Matrix mit 1 an der Stelle (z,7) und 0 sonst.
Dann bilden die E;; (i =1,...,m;j =1,...,n) eine Basis von K™*".
Seien V, W K-Vektorrdume mid dimg V' = n und dimg W = m. Wir
ordnen einer linearen Abbildung f : V' — W eine Matrix in K™*" zu
(abhéngig von der Wahl von Basen von V und W), um dann lineare
Abbildungen mittels dieser zugeordneten Matrizen studieren.

Definition 6.10. Seien V und W K-Vektorraume, X = {vy,...,v,}
eine Basis von V und Y = {wy,...,w,} eine Basis von W. Fiir ei-
ne lineare Abbildung f € Homg(V,W) haben die Werte f(v;) eine
eindeutige Darstellung als endliche Linearkombiniation der w;, d.h.

fv;) = Zaijwz’, j=1,...n.
i=1

Setze A = Ay xy = (u;) € K™*"; die Matrix Ay x y ist die Matrix von
f beziiglich der Basen X und Y. Ist V =W und X =Y, so schreibe
AﬂX fir Af7X’y.

NB. Die Matrix Ay xy héngt von den Basen X,Y und von der An-
ordnung der Vektoren in diesen Basen ab.

Proposition 6.11. Seien U, V.W K-Vektorriume mit Basen X =
{ug, ..., }, Y ={v1,...,0.} und Z = {wy, ..., wy,}. Dann gilt:
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a) Die Abbildung x : Homg (U, V) — K™F s Asxy ist ein

(a) IX,
Isomorphismus.

(b) Seien g € Homg (U, V) und f € Homg(V,W). Sind Ay xy =
(Oéw) und Af,X,Y = (ﬁrs); S0 st Afg,X,Z = (Cis) mit

n
Cis = E Oéijbjs-
Jj=1

Beweis. (a): Da Homg (U, V) und K™** die gleiche Dimension kn ha-
ben, geniigt es nach Lemma 5.11 zu zeigen, dass « linear und ein Mo-
nomorphismus ist. Dabei ist die zweite Aussage trivial: Nach Definition
ist As xy = 0 die Nullmatrix genau dann, wenn f = 0 ist. Wir zeigen
die Abbildung k ist linear: Seien fi, fo € Homg (U, V') gegeben durch

g a;;v; und fo(u,) E amvz, =1,...n,

d.h. f; und fo entsprechen bzgl. der Basen X und Y den Matrizen
Aj xy = (o) und Ay, xy = (aj;).
Dann gilt

n

(i + fo)(g) =Y (o +af)vi, j=1,...,m

i=1
also hat die lineare Abbildung f; + f2 bzgl. X und Y die Matrix
Aprpxy = (o + ay) = (i) + (agy) = Apxy + Ap xy

und es gilt £(f1 + f2) = &(f1) +£(f2). Der Beweis von x(afy) = ar(fi),
d.h. A op xy = a(Ay, x,y), ist dhnlich einfach.

(b): Aus f(v;) = >0, ayywi und g(us) = 377, Bjsv; folgt direkt

(fg)(us) = Z/@gs% —Zﬁjs(f(vj))z

j=1
= Zﬁjs(z ;) = Z(Z(O‘Uﬁjs)wz
j=1 i=1 i=1 j=1
Also ist Afg,X,Z = (Cis) mit Cis — Z;:l al]/BJS ]

Der Beweis von (b) zeigt, wie Matrizen (von kompatiblem Typ) zu
multiplizieren sind, sodass das entsprechende Produkt der Komposiiti-
on der zugrundeliegenden linearen Abbildungen entspricht. Dies moti-
viert folgende Definition des allgemeinen Matrizenprodukts.
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Definition 6.12. Sei K ein Korper und seien A = (ay;) € K™*", sowie
B = (B;) € K™*. Definere das Produkt AB € K™** als die Matrix

AB = (¢y) mit ¢y = Z i B
j=1

e Sind A = (a;;), A" = (aj;) € K™ und B = (), B' = (8);) € K<k,
so gelten fiir die Matrixmultiplikation die beiden Distributivgesetze

(A+ A)B=AB+ ABund A(B+ B') = AB+ AB'.
o Fiir A = (ay;) € K™ B = (8;) € K™* und C = (y;,) € K*** ist
A(BC) = (AB)C.
Beispiele 6.13. (a) Rein formal gilt

5) (7 1)-C3)

0\ /1 4 -3
o) -(, 5 )= —2
1 4 9 7

(b) Betrachte die linearen Abbildungen

1 0 0
g:R¥—=R% |0 r—>((1)>, 1 H(g), 0 H(g),
0 0 1

oder

DN W
DN O

1 ! 0 1
f:R2—>R3,(>»—> 1 ,()»—> 0
0 1
0 0
Beziiglich der Standardbasen sind die g und f zugeordneten Matrizen
11
Ag:((l) (2) 3) und Ay =1 0
00
Fiir das Kompositum fg : R® — R? gilt nach Definition von f und g
1 1 0 2 0 4
Ol— (1), (1]~ 10}, |0]—1|2],
0 0 0 0 1 0
also ist
1 2 4 11
A=t 02| =[10 ((1) g ;):Af-Ag.
000 0 0
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Ist dimg V = n < 00, so besagen die obigen Vertraglichkeitsaussagen
fiir Matrizen, dass K™*" nicht nur ein K-Vektorraum, sondern auch
eine K-Algebra ist, vgl. Beispiel 6.4. Dabei ist das Einselement in K™*"

100 - -0
010 - -0
=00
.. . 10
0 - - -0 1

die Einheitsmatrix vom Typ (n,n). Ist X eine Basis von V, so ist der
Isomorphismus von K-Vektorraumen von Proposition 6.11(a)

K : EndK(V) — Knxn’ f — AﬁX

in Fakt ein Isomorphismus von K-Algebren (d.h. mit Produkten ver-
traglich, d.h. k(gf) = k(g)k(f)). Im folgenden verwenden wir diesen
Isomorphismus um Aussagen iiber Endomorphismen in Aussagen iiber
Matrizen zu iibersetzen.

Nach Lemma 6.3 ist f € Endg (V) ein Automorphismus genau dann,
wenn es ein g € Endg (V) mit gf = idy und fg = idy gibt. Ist X eine
Basis von V, so folgt aus ¢gf = idy und fg = idy durch Anwendung
des Isomorphismus x : Endg (V) — K™ wegen k(idy) = FE,, dann

ArxAgx = E, = Ay xAs x.
Dies motiviert folgende Definition fiir Matrizen:

Definition 6.14. Sei A € K™ ". Gibt es ein B € K™ mit AB =
E, = BA, so ist B eindeutig durch A bestimmt; B ist die zu A in-
verse Matrix, schreibe B = A~!. Hat A eine inverse Matrix, so ist A
invertierbar (oder regulér).

e Gibt es ein B mit AB = E,, oder BA=FE,, soist B= A"
Beispiel 6.15. Sei K ein Koérper und sei A € K?*2, genauer
A — a1l Qg2
Qo1 Q)
Setze d = aq1000 — o € K. Ist d # 0, so rechnet man nach
1 Qo2 —Q72 Qi1 iz} Lo —E
d \—q21 Q11 Qo1 Q2 01 2

d.h. A ist invertierbar. Sei d = 0. Ist o # 0 oder aigs # 0, so ist

Qgg —02 .
(5 0w ao
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Wiire A invertierbar, so liefert Rechtsmultiplikation mit A~! dann

Qo —O2\ .
(5 57) o

dies ist ein Widerspruch, also ist A nicht invertierbar. In Fall aq, =
0 = ap3 folgt wegen
0 0
A 9) s

dghnlich wie vorher, dass A nicht invertierbar ist. Wir haben gezeigt:
A ist invertierbar < d # 0.

Die Determinantentheorie wird uns ein dhnliches Kriterium fiir Matri-
zen in K™*™ liefern.

Sei f € Endg(V) und sei Ay x die Matrix von f beziiglich einer
Basis X von V. Dann ist f ein Automorphismus genau dann, wenn
Ay x fiir jede Wahl einer solchen Basis X invertierbar ist:

Lemma 6.16. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n < oo und
sei f € Endg(V) ein Endomorphismus. Dann sind gleichwertig:
(a) f ist Automorphismus,
(b) Fir jede Basis X von V ist A x invertierbar; weiter gilt
Af—l’X = A;;(,
(c) Fir wenigstens eine Basis X von V ist Ay x invertierbar.

NB. Das Lemma impliziert die folgenden Ausagen: Sei X = {vy,...,v,}
eine Basis von V' und seien «;; € K (i,j = 1,...,n) Skalare. Setze

n
w; = E Oéijvi,jzl,...,n.
i=1

1) Dann ist {wy,...,w,} genau dann eine Basis von V, wenn die
Matrix (cy;) invertierbar ist: Die Abbildung f(v;) = w; ist ein En-
domorphismus mit Basis Afx = (a;;). Dabei ist f genau dann ein
Automorphismus, wenn {wy, ..., w,} eine Basis ist; nach (b) gilt dies
genau dann, wenn (cy;) invertierbar ist.

2) Ist (av;) invertierbar und (8;;) = (ay;) ™, so ist

n
Uj: E Bkjwk,jzl,...,n
k=1

Folgt wegen

Vi = Doy 0 = o (D kB vi =
= ZZ:1 5kj 2?21 QiU = Zzzl ﬁkjwk-
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Beweis. (a)=(b): Sei f~! € Endg(V) die zu f inverse Abbildung,
sodass f7'f = ff~! = idy. Ist X eine Basis von V, so liefert der
Isomorphismus f — Ay x die Identitdten Aj-1 xAyx = ApxAr1 x =
E,, also ist die Matrix Ay x invertierbar und es gilt A;-1 x = A;ﬁ(
(b)=(c): Trivial.

(c)=(a): Sel A;y invertierbar bzgl. X. Setze g = v '((Ayx)"!) €
Endy (V). Da k (und so k') ein Isomorphismus von K-Algebren ist,
erhilt die Abbildung x~! Produkte und Einselemente. Also ist

9f = v (Ap )R (Apx) = (A Apx) = 671 (B,) = idy .

Genauso folgt fg =idy, d.h. f ist ein Automorphismus. O
Proposition 6.17. (Basiswechsel) (a) Seien V,W K -Vektorrdume.
Ferner seien X = {vy,...,v,}, X' = {v],...,v,} Basen von V und
Y ={wy,...,wy}, Y ={wl,...,w,} Basen von W, sodass

U;‘ = Z?zl 51']'7]2'7 ] = 19"'7”7

w, = ZZL:1 Vel Wk, = 1, Lo.m.

Dann sind (B;;) und (yi) invertierbar und fir f € Homg(V,W) gilt

Apxryr = (ma) " Arxy (Bij).
(b) Ist V=W, X =Y und X' =Y’ so liefert dies die Identitit

Ajxr = (By) ™ Agx (Biy).
Beweis. (a): Seien idy und idy, die Identitdten auf V und V. Wegen

n m
idy (v)) = vj = Zﬁljvi und idy (w;) = w;, = Z%lwk
i=1 k=1
ist Aidv,X’,X = (ﬁw) und AidW,Y,Y’ = (’}/kl)_l. Nach PI"OpOSitiOIl 611<b)
ist die zu einem Kompositum assoziierte Matrix das Produkt der zu
den einzelnen Abbildungen assoziierten Matrizen, also folgt

Apxryr = Addw ridv),x1y" = Aiay, v,y Ap xy Aidy xrx =
= ()M Apxy (By)-
(b): Ist ein Spezialfall von (a). O

Beispiel 6.18. Fiir ein konkretes Beispiel eines Basiswechsels wie in
Proposition 6.17(a) betrachte die lineare Abbildung

sl
FiR3Y 5 R | H(“)

T
T3 2
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Seien zunéchst X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} und Y = {(1,0),(0,1)}
die Standardbasen. Die Koeffizienten der Darstellungen der Bilder der
Basisvektoren sind die Spalten der Matrix A xy. Wegen

ist somit die Matrix von f Byzgl. der Basen X, Y gegeben durch

100
Ay = (o 1 0)

Die Wahl von anderen Basen X’ von R? bzw. Y’ von R? ergibt eine
andere Matrix. Zum Beispiel, sind X’ = {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)} und
Y’ ={(1,1),(0,1)} diese Basen, so liefert die analoge Rechnung

f(1,0,0) =(1,0) = 1-(1,1)—1-(0,1)
f(1,1,0)=(1,1) = 1-(1,1)4+0-(0,1)
f(1,1,1)=(1,1) = 1-(1,1)+0-(0,1)

die Matrix

111
Apxryt = (—1 0 0)

Nach Proposition 6.17(a) lisst sich der Ubergang von A xy nach
Ay xryr durch invertierbare Matrizen beschreiben, die einem Basis-
wechsel entsprechen. Betrachte zunéchst die Identitdtsabbildung idgs
auf R3 beziiglich der Basen X’ und X. Wegen

(1,0,0) = 1-(1,0,0)+0-(0,1,0)+0-(0,0,1)
(1,1,0) = 1-(1,0,0)+1-(0,1,0)+0-(0,0,1)
0,1,0)41-(0,0,1

(1,1,1) = 1-(1,0,0)+1-(0,1,0) -(0,0,1)
ist dann
1 1 1
Aigyxx = (By) =0 1 1],
0 01

wobei die Matrix (f;;) invertierbar ist, da die Identitét ein offensicht-
licher Isomorphismus ist. Genauso hat die Identitit auf R? bzgl. der
Basen Y’ und Y aufgrund von den Identitaten

(1,1) =1-(1,0)+1-(0,1)
(0,1) =0-(1,0)+1-(0,1)

die Matrix
10
AidRQ,Y/,Y = () = (1 1) .
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Auch () ist invertierbar, und nach Beispiel 6.15 gilt

_ 1 0
Aing,Y,Y’ = ("Ykl) ! - (_1 1) .

Gleichwertig ldsst sich (yy)~! als die Matrix der Identitétsabbildung
idg2 beziiglich der Basen Y und Y’ direkt bestimmen: Aufgrund von

(1,0) =1-(1,1)—1-(0,1)
(0,1) =0-(1,1)+1-(0,1)

ist
_ 1 0
AidRQ,Y,Y/ = () t= (_1 1) .
Nach Proposition 6.17(a) gilt dabei die Beziehung
Agxry = ()™ Apxy (By),

d.h. das folgende Diagramm kommutiert
A ’ /
R3 mit Basis X’ —>" R2 mit Basis Y’
Aid,X’,X:(ﬁij)l% ETAid,Y,Y’:('Ykl)_l

R3 mit Basis X M R? mit Basis Y
d.h. wir haben

1 11\ (1 0\(/1 00 (1)
-1 00)"\-11)\010)];

wie man durch direktes Nachrechnen bestétigt.

11
11
0 1

Definition 6.19. Sei K ein Korper und sei A = (a;;) € K™ eine
Matrix. Betrachte die Zeilenvektoren z; = (oy1,..., )i = 1,...m
(bzw. die Spaltenvektoren s; = (aqj,...,Qm;),J = 1,...,n) von A als
Elemente von K" (bzw. K™). Dann ist der Zeilenrang r,(A) (bzw.
Spaltenrang r(A)) die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren
(bzw. Spaltenvektoren), d.h.

r,(A) = dimg (21, ..., 2,) und 74(A) = dimg (sq, ..., Sp).
e Offensichtlich ist 7,(A) < min{m,n} und ry(A) < min{m,n}.
Sei f € Homy(V,W) eine lineare Abbildung und sei Ay xy € K™

die Matrix von f bzgl. Basen X von V und Y von W. Dann ist der
Rang der linearen Abbildung f der Spaltenrang der Matrix A x y:
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Lemma 6.20. (a) Seien V,W K-Vektorriume, X eine Basis von V
und Y eine Basis von W. Ist f : V — W eine K-lineare Abbildung, so

gilt r(f) = rs(Arxy)

(b) Sei A € K™*" und seien B € K™ und C' € K™ ™ invertierbar.
Dann ist rg(A) = rs(CAB).

(c) Sei A € K™ ™ und B € K™". Dann istrs(AB) < min{rs(A),rs(B)}.
Beweis. (a): Sei X = {v1,...,v,} und Y = {wy,...,w,}. Nach Defi-
nition von Ay xy = (ay;) ist f(v;) = >0, agwi, j=1,...n.

Sei {e1,...,e,} die Standardbasis von K™. Die Zuordnung w; +— e;
bestimmt eine eindeutige K-lineare Abbildung g : W — K™, genauer

. b
gW—)Km,ZBﬂUZH ;
i=1
Bin
da ¢ eine Basis auf eine Basis abbildet ist diese Abbildung ein Iso-

morphismus. Nach Ubungblatt 7, Aufgabe 4 gilt r(f) = r(gf) =
dimim(gf), wobei

m A
(gf)<vj>:g(zaijwi) = =s5, 7=1,...n,
i=1

d.h. das Bild des j-ten Basisvektors unter gf ist die j-te Spalte von
AﬁX,y. Also ist T‘(f) = dimK<81, c. 8n> = Ts(Af,X’y).

(b), (c): Sieche Ubungsblatt 7, Aufgabe 4. O
Definition 6.21. Sei K ein Korper. Fiir eine Matrix A € K™*"
a1 Q2 - Qg
Qo1 Qa2 - - - Qo
A=
Am1 Qm2 - - © OQyp

definiere die zu A transponierte Matrix A € K™ durch
Qq1 Qo1 - - Qg
Q2 Qo2 - -+ Qp2

gt — .

A1p Q2p = - 0 Qpm
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d.h. A entsteht aus A durch Vertauschen der Zeilen und Spalten.

e Die Abbildung K™*™ — K™ ™ A+ A" ist ein Isomorphismus.

e Fiir A € K™ und B € K™*" gilt: (AB)"! = B'A".

e Wir zeigen spiter: Jede lineare Abbildung f € Homg(V, W) indu-
ziert ein lineare Abbildung (die duale Abbildung) f* € Homg(W*,V*),
wobei W* = Homy (W, K) und V* = Homg(V, K) die entsprechenden
Dualrdume sind. Ist A = Ay x y die Matrix von f bgzl. der Basen X, Y,
so ist A" = Ap« y+ x+ die Matrix von f* bzgl. der dualen Basen X*, Y.

Theorem 6.22. Fiir jede Matrix A € K™ " gilt
r.(A) = rs(A) < min{m,n} (d.h. Zeilenrang=Spaltenrang).
e Schreibe r(A) = r,(A) = r5(A); r(A) ist der Rang der Matrix A.

Beweis. Sei 7 = r4(A). Nach Ubungsblatt 7, Aufgabe 5 gibt es inver-
tierbare Matrizen B € K™ und C' € K™, sodass gilt

E. 0
pc=(53),.,

wobei E, die Einheitsmatrix vom Typ r ist. Transponieren liefert

E. 0
t At pt T
= (0)

Wegen E,, = (BB™')! = (B™")!B! ist B! invertierbar; ebenso ist C?
invertierbar. Mit Lemma 6.20(b) folgt aus den obigen Identitdten
rs(A) = 1(BAC) = r4(C*A'B") = r,(A") = r,(A).
O
Sei A € K™ und V' = K" mit der Standardbasis X = {ey,...,e,}.
Nach Proposition 6.11 ist die Abbildung
k:Endg(V) - K™, f— Arx

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen, d.h. es gibt eine eindeutige
Abbildung f € Endg (V) mit A = Ay x. Da sk mit der Verkniipfung von
Abbildungen und der Multiplikation von Matrizen vertriglich ist (siehe
Bemerkungen von Seite 44) ist x ein Isomorphismus von K-Algebren.
Also ist idy = ¢f genau dann, wenn E,, = A, x - Ay x und somit

f ist Isomorphismus < A = Ay x ist invertierbar .

Fir f € Endg(V) ist r(f) < dimg V = n und f ist ein Epimorphismus
genau dann, wenn 7(f) = n ist. Nach Lemma 6.20(a) ist 7(f) = r(A) =
r(Ay,x), also gilt

f ist Epimorphismus < r(A) = r(Afx) =n.
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Da nach Lemma 5.11 (mit V' = W) f genau dann ein Epimorphis-
mus ist, wenn f ein Isomorphismus ist, ergibt sich aus den obigen
Aquivalenzen folgendes Resultat:

Proposition 6.23. Fir A € K™ sind gleichwertig:
(a) r(A) =n

(b) A ist invertierbar.

7. ELEMENTARE UMFORMUNGEN

Fiir jede Matrix A € K™*" ist nach Theorem 6.22 der Zeilenrang
gleich dem Spaltenrang, d.h. r,(A) = r4(A). In einfachen Beispielen
lasst sich der Rang einer Matrix sofort ablesen. Zum Beispiel ist

1 2 1 1
7“<0 1)—2und7’<2 2)—1

Eine allgemeine Matrix lésst sich durch ‘elementare Umformungen’ wie
Addition und Subtraktion von Vielfachen von Zeilen auf eine solche
einfachere Form bringen. Zum Beispiel,

2 0 1 2 0 1 2 0 1
A=(1 20| = [1 2 of>X* [0 2 -1/2
111 0 -1 1 0 -1 1
2 0 1
BHE2 g o 12| = A
0 0 —3/4

Diese Umformungen lassen sich als Linksmultiplikation mit Matrizen
beschreiben:

1 0 0 1 0 0 2 01 2 0 1
23—z T =10 1 0 0 1 0 12 0]l=11 2 0
0 —1 1 0 —1 1 111 0 -1 1

und genauso
1 0 0 1 00
22—1/221 Ty = —1/2 1 0 und Z3+1/221 < T3 = 0 10
0 01 1/2 0 1

Also fithrt Linksmultiplikation mit diesen ‘Transformationsmatrizen’
Ty, T,, T3 die gegebene Matrix A in die einfachere Form A’ iiber, d.h.

LT A= A,

wobei die 7; invertierbar sind (sie haben offensichtlich Rang 3). Nach
Lemma 6.20(b) verdndert die Multiplikation mit einer invertierbaren
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Matrix den Rang nicht, somit haben A und A’ den gleichen Rang
T(A) = T(T3T2T1A> == T(A/> =3.

Wir bestimmen allgemein ‘Elementarmatrizen’ mit der Eigenschaft,
dass Multiplikation mit diesen Matrizen den Rang einer Matrix erhalt
und verallgemeinern das obige Beispiel zu einen Algorithmus, der es
uns erlaubt den Rang einer Matrix zu berechnen.

Definition 7.1. Sei K ein Korper und ¢ # j. Eine Elementarmatrix
T;;(a) = (cy;) € K™ hat die Form:
(a) @ € K an der Stelle (,7) (wobei i # j ist),

b) 1 auf der Diagonalen (d.h. «;; = 1 fiir alle 7),
(c) 0 an allen anderen Stellen.

Fir a = 1 setze T;; = T;;(1). Sei E,, € K™ die Menge der Element-
armatrizen vom Typ (n,n).

e Fiir Elementarmatrizen gelten die Beziehungen
Tij(a) - T;(B) = Tyla+p),
Ty(a)Ty(—a) = En.

insbesondere ist jede Elementarmatrix invertierbar, d.h. regular.

Lemma 7.2. Sei A € K™*" mit Zeilen 2, .., z,, und Spalten si, .., S,.
(a) Ist T;;(a) € K™ ™ (d.h. das Produkt T;;(«)A ezistiert), so ist

21

Tij(a)A = | z + az;

Zm
(b) Ist T,;(B) € K™™ (d.h. das Produkt AT;;(/3) existiert), so gilt
AE](B) = (817 T, 85 + BS’D R Sn)-
Beweis. Nachrechnen. O

Definition 7.3. Sei A € K™*". Eine elementare Umformung von A
ist eine Umformung, die durch die Multiplikation von A mit einer Ele-
mentarmatrix (von links oder von rechts) ensteht. Explizit hat jede
elementare Umformung die Form
(a) Ersetzen der Zeile z; von A durch z; + az;j, wobei @ € K und
1 # j; die Zeilen z; fiir k # i bleiben unveréndert. Gleichwertig:
Multiplikation mit 7;;(«) € E,, von links.
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(b) Ersetzen der Spalte s; von A durch s; + s;, wobei € K und
1 # j; die Spalten s, fiir k # i bleiben unveréndert. Gleichwer-
tig: Multiplikation mit 7;;(5) € E,, von rechts.

NB. Ist A € K™*" so entspricht die Anwendung endlich vieler ele-
mentarer Umformungen 7; € E,,, und S; € E,, auf A einer Umformung

A = T,---Th1AS, - S =A.

Setze C =T} ---Tyund B =57 ---5;. Dann sind C und B als Produkt
von invertierbaren Matrizen invertierbar und nach Lemma 6.20(b) gilt

r(A) =r(CAB) =r(A).

Also verandert die Anwendung von (endlich viele) beliebigen elemen-
tare Umformungen auf A nicht den Rang von A; man kann somit eine
gegebene Matrix A durch Links- bzw. Rechtsmutiplikation mit Ele-
mentarmatrizen in eine Matrix iiberfiihren, deren Rang leicht zu be-
stimmen ist. Dabei kann man entweder diese Operationen ad hoc auf
eine gegebene Matrix anwenden, oder einen von diversen Algorithmen
verwenden, die die gegebene Matrix in eine einfachere Form bringen.

Wir geben ein Beispiel eines solchen Algorithmus:

Theorem 7.4. Sei A = (a;;) € K™*". Ist A # 0, so gibt es Element-
armatrizen T; € E,, (i =1,...,k) und S; € E, (j =1,...,1), sodass
die resultierende Matrix A" =Ty ---T1ASy - -+ S; die folgende Form hat

aly ok %
0 aby *
0 0 aj x*
b | . S
0O 0 0 0 o, %« - - x|’
o o0 - 0 0 0 0
o 0 - )

wobei oy -+l # 0 ist. Esist r(A) =r(A") =r.

Beweis. Schritt 1: Ist a1 # 0, so gehe zu Schritt 4.

Schritt 2: Sei ay; = 0, aber sei z; nicht die Nullzeile. Dann gibt es in
2z einen nicht-trivialen Eintrag a;; mit j > 1. Rechtsmultipikation mit
der Elementarmatrix 7y; € E,, ersetzt die erste Spalte s; durch s; + s,
d.h. die Matrix AT}; hat an der Stelle (1, 1) den Eintrag a;; # 0. Gehe
jetzt zu Schritt 4.
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Schritt 3: Sei ay; = 0 und sei z; eine Nullzeile. Da A # 0 ist, gibt es
eine Zeile z;, ¢ > 1 mit einem nicht-trivalen Eintrag. Linksmultiplika-
tion mit der Elementarmatrix Ty; € E,, ersetzt z; durch z; + z; also
hat die erste Zeile von T;A die Form (B, ..., Bin) mit f;; # 0 fir ein
J. Ist B;1 # 0, so gehe zu Schritt 4, ist §;; = 0, so gehe zu Schritt 2.

Schritt 4: Wir haben eine Matrix A mit aq; # 0. Also sind die Quoti-
enten C“lll € K und damit die Matrizen Tj;;(%%) € E,, firi =2,...,m

« a1

definiert. Die Matrix Ty (—%21) - - To1(— 52 ) A hat die Form

@11

<1 a1 Q12 0 0 Ay
21
217 an Al 0
— A
Zm_aml 1 0

a11

Schritt 5: Ist die verbleibende (m — 1) x (n — 1)-Matrix A; die Null-
matrix, so sind wir fertig. Falls A; # 0 ist, wende die Schritte 1-4 auf
A" an (jede elementare Umformung von A; ldsst sich als elementare
Umformung von A interpretieren). Nach endlich vielen Schritten liefert

dies eine Matrix der gewiinschten Form. 0
Beispiele 7.5. (a) Sei A € R3*3 die Matrix
1 -1 2
A=14 4 =2
2 0 2

Dem Algorithmus folgend beginnen wir mit Schritt 4. Dies liefert

A N L U B N S U
4 4 —2| ™G 0 8 —10]| ™ 0 8 —10
2 0 2 2 0 2 0 2 -2

Iteration dieses Verfahrens auf die verbleibende Matrix A; € R?*2 zeigt

-1 o2\ 112
0 8 10| ™8 (o 8 10
0 2 -2 0 0 1/2

Also ist r =3 und r(A) = 3.
(b) Betrachte die Matrix (mit reellen Koeffizienten)
3 6 2 10

A=110 16 6 30
5 14 4 14
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Elementare Umformungen (ohne Verwendung des Algorithmus) zeigen

3 6 2 10 3 6 2 10
10 16 6 30| === 1 =20 0
5 14 4 14 5 14 4 14
3 6 2 10
w32 1 20 0
1 2 0 -6
3 6 2 10
A 1 -2 0 0
0 0 0 —6

Die Zeilen zi, z9, z3 in der letzten Matrix sind offensichtlich linear un-
abhéngig, also ist 7(A) = 3.

Ist Ae K™ und A = T; - - - T; das Produkt von Elementarmatrizen
E; € E,, soist A invertierbar. Aber nicht jede invertierbare Matrix ist
das endliche Produkt von Elementarmatrizen. Zum Beispiel ist

_ 1 0 2X2
A_(O 2)€R

invertierbar, aber nicht Produkt von Elementarmatrizen: Da d = d(A) =
2 # 0 ist A invertierbar, siehe Beispiel 6.15. Jede Elementarmatrix vom
Typ (2,2) ist eine Matrix der folgenden Form

T:(i ?) oderSz(é f),

also ist d(T) = 1 = d(S). Fiir A, B € R**? gilt d(AB) = d(A)d(B);
also hat jedes endliche Produkt von Elementen aus E; Determinante 1
und A kann keine Darstellung als ein solches Produkt haben.

Wir werden zeigen: Allgemein sind invertierbare Diagonalmatrizen
D = (d;;) mit dy; - - - dpy, # 1 nicht als ein Produkt von Elementarma-
trizen darstellbar.

Definition 7.6. Eine elementare Diagonalmatrix D;(a) € K™ ist
eine Matrix D;(«) = (a;;) mit den Eintrdgen

(a) ay = a fiir ein a € K\ {0},

(b) aj; = 1 fiir j # i,

(C) Q5 = 0 fiir ¢ 7éj
Sei D, € K™ die Menge der Matrizen von diesem Typ.

e D;(a) Di(a™t) = E,, d.h. D;() ist invertierbar.

Lemma 7.7. Jede invertierbare Matriz A € K™ hat eine Darstellung
als ein endliches Produkt von Matrizen aus EX =E, UD,.
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e Sei GL,(K) die Gruppe der invertierbaren Matrizen in K"*" (bzgl.
der Multiplikation von Matrizen). Das obige Lemma besagt, dass sich
jedes Element von GL,(K) als ein endliches Produkt von Elementen
von EX schreiben lésst; man sagt GL,,(K) wird von EY erzeugt.

e Die Darstellung eines Elements von GL,,(K) als ein endliches Produkt
von Elementen aus EX ist nicht eindeutig. Zum Beispiel gilt in G Ly (R):

D=6 =6 %) 65

Beweis. (Skizze) Sei A € K™ invertierbar. Nach Proposition 6.23 ist
r(A) = n, insbesondere hat A keine triviale Spalte. Ist a;; = 0, so
gibt es ein ¢ > 1 mit a;; # 0 und 73; A hat a;; an der Stelle (1,1); wir
konnen also annehmen, dass a;; # 0 ist. Wie im Schritt 4 im Beweis

von Theorem 7.4 lésst sich A durch Zeilenumformungen und Iteration
(d.h. Anwendung auf A;) in eine Matrix B = T}, - - - T} A der Form

b x x ok ok
0 o * x %
B = 0 0 533 * *
0 0 0 0 B
mit (11 -« - Bun # 0 iiberfithren. Diese Matrix B lisst sich durch Links-
multiplikation mit Elementarmatrizen und Matrizen der Form D;;(«)
zu einer Einheitsmatrix machen: Man beseitigt die Eintrdge in der
letzten Spalte Bi,,B2m, -, Bn1,, mit Hilfe der letzten Zeile, dann
die Eintrége in der vorletzten Spalte 31,1, , Bn—2,-1 mit Hilfe der
vorletzten Zeile, etc. um so eine Diagonalmatrix mit nicht-trivalen Dia-
gonaleintrégen zu erhalten. Multiplikation mit geeigneten Matrizen der
Form D;;(a)) macht dann diese Diagonalmatrix zur Einheitsmatrix.

Also gibt es Elementarmatrizen T; € E,, (i = 1,...,7) sowie elemen-
tare Diagonalmatrizen D; € D, (j = 1,...,) mit D, --- DT, -- - T1 A =
E,; es folgt A= (Dy---D\T,---T)) "' =T, - DL O

Beispiele 7.8. Der Beweis von Lemma 7.7 ist konstruktiv und liefert
ein Verfahren die inverse Matrix A~! zu berechnen: Ist A € K™*" inver-
tierbar und sind D; € I, bzw. T; € E, mit Ds--- DT, ... YA = E,,
soist AV = D,---DyT.---Ty = Dy---DT,---T1E,. Um A~! kon-
kret zu berechnen schreibt man A und FE,, nebeneinander, und formt A
durch Linksmultiplikation mit Elementen aus E,, bzw. [D,, zur Einheits-
matrix £, um. Die analogen Umformungen angewandt auf F, liefern
die inverse Matrix A~
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(a) Wir betrachten A € R**3 und wenden das obige Verfahren zur Be-
rechnung von A~! an ohne vorher bestimmt zu haben, ob A~! existiert:

11 2 100
A = 1 2 -1 010
0 1 —4 00 1
11 2 1 00
e 01 -3 -1 10
0 1 —4 0 0 1
11 2 1 0 0
o 01 -3 -1 1 0
00 —1 1 -1 1
1 0 5 2 —1 0
e 0 —1 -3 -1 1 0
0 0 -1 1 -1 1
10 5 2 -1 0
2785 o 1 0 4 4 -3
00 —1 1 -1 1
10 0 7 —6
atss Lo 1 0 4 4 -3
00 —1 1 -1 1
Da) 100 7 —6 5
XY 010 —4 4 -3
001 -1 1 -1
Zur Kontrolle rechnet man nach:
7 —6 5 11 2 10
At A=|—-4 4 -3 1 2 =1|=1(00
-1 1 —=1)J\0o 1 —4 00

(b) Wendet man dieses Verfahren auf eine Matrix A an, die nicht in-

vertierbar ist, so zeigt sich das unterwegs:

1 0 1 100
A = 0 —1 0 001
1 1 1 001

1 0 1 1 00
==lo -1 00 0 10
0 1 0 -1 0 1

)E3

Der Rang der letzten Matrix auf der A-Seite ist 2 und gleich dem Rang
von A, d.h. r(A) = 2 < 3 und die Matrix A ist nicht invertierbar.
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Sei A € K™ mit r(A) = r. Nach Ubungsblatt 7, Aufgabe 5 gibt es
invertierbare Matrizen C' € K™*™ und B € K™*", sodass gilt

E. 0

C’AB:(O 0

) 6 KmXTL
Wir zeigen, wie sich mit Hilfe von Elementarmatrizen diese Matrizen
C und B explizit berechnen lassen.

Wir benétigen dazu die folgende Definition.

Definition 7.9. Eine Matrix A = (o;;) € K™ " hat Zeilenstufenform,
falls gilt:

(a) Es gibt ein r mit 0 < r < m, sodass in den Zeilen mit Index
1 bis r jeweils nicht nur Nullen stehen, und in den Zeilen mit
Index r + 1 bis m nur Nullen stehen,

(b) Fiir jedes i mit 1 < ¢ < r sei j; der kleinste Index der Spalte, in
der ein Eintrag ungleich Null steht, d.h. j; = min{j | a;; # 0 };
hieristj1 <j2 < e <j7~.

Dabei ist r = 0 zuléssig, in diesem Fall sind alle Eintrage von A
Null. Die ersten nichttrivialen Eintrdge in den nichttrivialen Zeilen
Qijy, - - .5 Qpj, sind die Pivots (oder auch Angelpunkte) von A.

Beispiele 7.10. (a) Die Matrix

0 2 0 4
A=10 0 1 3
00 0 2

ist in Zeilenstufenform. Hier m = 3,n = 4,r = 3; weiter ist j; = 2, jo =
3,73 = 4, die Pivots sind die Eintriage a1o = 2,93 = 1 und agq = 2.

(b) Die folgende Matrix ist in Zeilenstufenform

o O O
OO O W
o O = O
O OO W ot
OO N D
SO W= O
O = O ot

Das Rechenverfahren zur Bestimmung von C' und B basiert auf fol-
gende Beobachtung: Jede Matrix A € K™*" ldsst sich durch geeigenete
Zeilenumformungen (d.h. Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen)
in Zeilenstufenform iiberfithren. Also gibt es T1,...T}) € E,,, sodass

T T A
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in Zeilenstufenform ist. Weiter ldsst sich jede Matrix in Zeilenstufen-
form (mit entsprechendem ) durch Spaltenumformungen (d.h. Rechts-
multiplikation mit Elementarmatrizen) in eine Matrix der Form

C. 0
0 0
iiberfithren, wobei C,. eine Diagonalmatrix vom Typ (r,r) mit nicht-

trivialen Eintragen ist. Durch Linksmultiplikation mit geeigneten ele-
mentaren Diagonalmatrizen Dy --- Dy ergibt sich die Matrix

E. 0
0 0/
Also ist
DS---DlTk---TlAsl...Sl:(EOT 8)

undsoC=D,---D{T},---Tyund B=5;---5].

Beispiel 7.11. Betrachte die folgende Matrix mit reellen Eintragen

120
A—(221)

Offensichtlich hat A den Rang 2, d.h. es gibt invertierbare Matrizen C'

und B mit
1 0 0
can=(190)

Umd B und C zu bestimmen, schreiben wir im ersten Schritt E, und
A nebeneinander und formen diese Matrizen durch Zeilenumformungen
parallel so um, dass A in Zeilenstufenform iibergefithrt wird:

10 120
Br = (0 1) <221) =4

zo—22z1 1 0 1 2 O .
~ (—2 1) (0 —2 1) =14
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Im zweiten Schritt schreiben wir 77 A und E5 nebeneinander und brin-
gen 17 A durch Spaltenumformungen auf die gewiinschte Form:

100
TA = 12 0 010 = Ej
0 —2 1 00 1
1 -2 0
522351 (é _02 (1)> 0 1 0] = ES
0 0 1
1 -2 0
s24gss (é (1] (1’) 0 1 0| = B35,
0 3 1
1 -2 2
T <é (1) 8 ) 0 1 —1| = FE355.5;
0 3 -2
L0 1 -2 2
AlsoistC':le(_2 1) und B = 57155;=(0 1 -1
0 3 -2

8. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wir betrachten Systeme von m linearen Gleichungen in n Variablen
mit Koeffizienten in einem Korper K, d.h. ein System von Gleichungen

a11r1 + Qprs c - aaT, = [
ag1T1  + QpTy - - 9T, = [
Q11+ QmaTe - - Ty = P,

mit Variablen x; und Skalaren «yj, 8; € K; dafiir schreiben wir auch
(L) Zaijazj = ,81', 1= 1, oo,
j=1

Eine Losung von (L) ist eine gemeinsame Losung der m Gleichungen.
Das System (L) lasst sich als ein Matrizenprodukt auffassen

(€5 N € 5 ) T 51

4] B

am1 = - 0 Oy T, Bm
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Der Matrix A = (o;) definiert eine lineare Abbildung A : K™ — K™
durch z +— Az. Damit ldsst sich das System (L) wie folgt interpretie-
ren: Ist b € K™ fest gewiihlt, so gilt A71(b) = {z € K" | Az = b}, d.h.
die Elemente von A7'(b) sind genau die Lésungen von (L).

Die wesentlichen Fragestellungen nach der Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen von (L) lassen sich somit wie folgt formulieren:

(1) Ist A=1(b) # 0, d.h. gibt es eine Losung?
(2) Ist |[A71(b)| = 1, d.h. gibt es eine eindeutige Losung?
Das System (L) ldsst sich wie folgt umschreiben

(0551 (03] (0517 51

(6931 Q29 Qop 52
.xl_i_ . 'I2+"'+ . .xn: .

(0771 A2 (07°%77) Bm

Dabei sind die auf der linken Seite auftretenden Vektoren genau die
Spalten si,...,s, der Matrix A, und falls eine Losung x exisitiert,
dann muss b eine Linearkombination der s; sein und es gilt

181+ TS, = b.

Die Fragen nach Existenz und Eindeutgkeit von Lésungen lassen sich
somit auch wie folgt ausdriicken:

(1) Ist b€ (s1,...,5,)7
(2’) Falls b € (s1,...,8y), sind s1,...,s, linear unabhéngig?

Wir formalisieren diese Uberlegungen und geben zunéchst einfach zu
berechnende Existenz- und Eindeutigkeitskriterien fiir die Losbarkeit
eines solchen Systems von linearen Gleichungen.

Definition 8.1. Sei A = («;;) € K™ " eine Matrix und b = (f;) € K™
ein Spaltenvektor. Ein lineares Gleichungssystem (L) ist ein System von
Gleichungen der Form Az = b, = = (x;) € K", d.h. die m Gleichungen

(L) Z&ijlszﬁi,i:l,...,m.
j=1

Ist b = 0, so ist (L) homogen; ist b # 0, so ist (L) inhomogen. Die
erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems (L) ist

(€55 I @ 5 P 51

am1 - Amn Bn
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Lemma 8.2. Sei A € K™ " eine Maitriz.

(a) Die Lisungen des homogenen Systems Az = 0 ist genau ker(A);
inbesondere bilden die Lésungen von Ax = 0 einen linearen
Unterraum von K™ der Dimension n — r(A).

(b) Ist xg eine Lisung von Az = b, so ist xo + ker(A) die Menge
aller Losungen von Az = b.

e Nach (b) bilden die Losungen von Ax = b einen affinen Unterraum
von K™; nach (a) hat dieser affine Unterraum Dimension n — r(A).

e Aus (a) folgt: Ist n > m, so hat Ax = 0 nicht-triviale Losungen z # 0.

Beweis. (a): Sei A : K" — K™ x — Ax die durch die Matrix A
definierte lineare Abbildung. Die Menge der Losungen von Azx = 0
ist A71(0) = ker(A) € K" und damit ein linearer Unterraum. Da
dimim(A) = r(A) ergibt sich mit dem Homomorphiesatzes 5.10(b)
dimker(A) = dim K™ — dimim(A) = n — r(A).

(b): Sei zg eine Losung von Az = b. Ist y € K™ mit Ay = 0, so folgt
A(zg +y) = b, sodass zg + ker(A) C A7(b). Ist umgekehrt z € A71(b)
eine Losung von Az = b, so setze y = v — xg. Dann ist Ay = 0 und
T =g+ Yy € o+ ker(A); dies zeigt A1(b) C xg + ker(A). O

Proposition 8.3. (Existenz) Sei A € K™ " und seib € K™. Betrachte
das System (L): Ax = b mit erweiterter Koeffizientenmatriz B = [A, b].
Dann gilt: (L) ist losbar genau dann, wenn r(A) = r(B) ist.

Beweis. Sei b = (f;) und seien sy,...s, die Spalten von A. Dann ist
(L) genau dann lésbar, wenn b € (sq,...,s,) ist. Dies gilt wegen

r(A) = dim(sy,. .., s,) < dim(sy,..., sk, b) =r(B)
genau dann, wenn r(A) = r(B) ist. 0O

Proposition 8.4. (Eindeutigkeit) Set A € K™ ™ und b € K™ mit
A7) # 0 (d.h. (L): Ax = b hat eine Liosung). Dann hat (L) genau
dann eine eindeutige Liosung, wenn Ax = 0 nur die triviale Lisung
x =0 hat; dies gilt genau dann, wenn r(A) = n ist.

e Sei A € K™*" godass Ar = b fiir alle b € K™ losbar ist. Nach
Proposition 8.3 ist dann r(A) = m. Sind diese Losungen eindeutig, so
folgt mit Proposition 8.4 r(A) = n. Also ist in diesem Fall A vom Typ
(n,n) und wegen r(A) = n invertierbar. Ist A~! die inverse Matrix, so
sind die eindeutigen Losungen von Ax = b genau die z = A~'b.

Beweis. Ist g € A71(b), so sind nach Lemma 8.2(b) die Lésungen von
Az = b genau die Elemente von xy + ker(A) und zy ist die einzige
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Losung genau dann, wenn ker(A) = {0} ist. Da dimker(A) =n —r(A)
gilt ker(A) = {0} genau dann, wenn r(A) = n ist. O

Beispiel 8.5. Betrachte das lineare Gleichungssystem mit reellen Ko-
effizienten

T + xo + 21’3 = 0
21’1 + 31172 = 9
21’2 + I3 = —1
Wir haben die Matrizen
1 1 2 112 0
A=12 3 0| und B=[A,b]=12 3 0 9
0 21 0 2 1 -1

Fiir A berechnet man r(A) mittels der elementaren Zeilenumformungen

11 2 11 2 11 2

23 072" (01 —4)*=" (01 —4

0 21 02 1 00 9
Esist 7(A) = 3. Aus 3 =r(A) < r(B) < 3 folgt r(A)

r(B) = 3 und

nach Proposition 8.3 hat Az = b eine Losung. Da r(A) = 3 ist nach

Proposition 8.4 diese Losung eindeutig; es ist x = A~'h.

Die Bestimmung von 7(A) und r(B) kann durch elementare Um-
formungen durchgefiithrt werden und liefert nach den obigen Kriterien
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Eine Variante solcher Umfor-
mungen liefert einen Losungsalgorithmus fiir ein Gleichungssystem (L):
Ax = b mit B = [A, b]. Die zuldssige Umformungen von (L) sind:

(a) Vertauschen der Zeilen von B (Permutation der Gleichungen),

(b) Vertauschen der Spalten von A (Permutation der z1,...xz,),

(c) Zeileniibergénge in B der Form z; — z; + az;j,i # j,a € K.
Diese Operationen dndern die Losungsmenge von (L) nicht (abgesehen
von einer eventuellen Umnumerierung der x;).

Gauss-Algorithmus. Wir kénnen annehmen, dass A keine Nullspalte
hat (d.h. jede Variable z; kommt in dem System (L) nicht-trivial vor).

1. Nach Anwendung von (a) und (b) ist A = (a;) mit aqy # 0.
2. Mittels z; — z; — a1 /@121 fiir @ > 2 ergibt sich ein System der Form

anty + Yy anTk = A

n / / .
S L = Bl j=2...n.
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3. Betrachte das reduzierte System von m — 1 Gleichungen

n
/ !/ .
k=2

Ist (af;) = 0 ist, so sind wir fertig. Ist (aj;) # 0, so liefert Anwen-
dung von 1. und 2. auf dieses System und dann weitere Iteration ein
Gleichungsssystem von m Gleichungen in n Variablen y; der Form

Buys + Prayz + -+ By + -+ By = B
Bagyo + -+ 4 Boryr + - + Bonyn = B4

(L) - Breye + -+ Brnn = By

Ozﬁllgﬂ
0 = g,

mit 3, # 0 fiir r =1,...k (d.h. die Matrix (5;;) ist in Zeilenstufenform
mit Pivots 511, ... Okx). Fir das System (L) gilt:

-Ist Bl #0 fiirein r =k +1,...m, so ist (L) nicht l6sbar.

-Ist By, = - = B, = 0soist (L) lésbar (und die yx1, . . ., yn konnen
beliebig gewdhlt werden). Wegen 3}, # 0 fiir j = 1,... k ldsst sich (L")
sukzessive nach yg, yr_1,...,y1 auslosen; eine eindeutige Losung von
(L) liegt dabei nur dann vor, wenn k = n ist.

Beispiele 8.6. (a) Betrachte das System (mit reellen Koeffizenten)

11
(L): B=[Ab]=[0 0
2 0

DO = =
O = =

Es ist aq; # 0. Die Operation z3 — 227 liefert ein neues System

1 1 11
L): B=[AV=[0 0 11
0 —2 0 0

Das reduzierte System hat af, = 0. Vertauschen der 2. und 3. Spalte
von A’ ergibt eine Matrix A” mit a4, # 0 und demselben b, d.h.

1
0

1
(Ln): BII — [A”, b/] — O
0 —2

O~
O = =
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Aus dieser Darstellung lasst sich durch sukzessive Auflosung die ein-
deutige Losung y = (0,1,0) bestimmen. Da wir die 2. und 3. Spal-
te vertauscht haben, ist die eindeutige Losung von B = [A,b] dann
z=(0,0,1).

(b) Die erweitere Koeffizientenmatrix (in R3*?)

(

40
B=[Ab =0 2
0 0

o N O
— o O
— DN W~

ist bereits in Zeilenstufenform. Fiir die Losungen ergibt sich
Ty = 1, 2[L‘2—|—2$3—|—4:2, I = 1.

Auflésen der 2. Gleichung nach x5 liefert x9 = —x3 — 1. Also ldsst sich
jede Losung x von Ax = b in folgender Form schreiben

1 1 0
I T I -1
r= I3 o 0 T

1 1 0
Dabei ist xy = (1,—1,0,1)" eine spezielle Losung von Az = b. Weiter
liegt (0,—1,1,0)" € ker(A); wegen r(A) = 3 folgt dimker(A) =4—3 =
1, d.h. (0, —1,—1,0) ist eine Basis von ker(A). Die obige Beschreibung
der Losungsmenge von Ax = b entspricht damit genau der Darstellung
als affiner Unterraum zg + ker(A) von Lemma 8.2(b).

(c) Hat die erweiterte Koeffizientenmatrix die Form
1 001
B=[Ab=[01 11
0001
so folgt aus der letzten Gleichung Oz3 = 1; das diese Gleichung keine
Losung hat ist das System Az = b nicht losbar.
(d) Betrachte die folgende Matrix mit reellen Koeffizienten
2 00
A=10 3 7
0 25

Es ist 7(A) = 3: Dies folgt, zum Beispiel, da allgemein gilt

A1 0 B1 0 o AlBl 0
0 AQ 0 B2 o 0 AQBQ

und in diesem Beispiel fiir die entsprechende 2 x 2-Matrix A,
d(A) =3-5—-2-7T=1#0
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ist, d.h. 7(Ay) = 2 und damit r(A) = 3. Damit hat Az = b fiir jedes
b € R? die eindeutige Losung 2 = A~b. Wegen d = 1 folgt weiter

I /2 0 0
Ayt = umd A'=10 5 -7
-2 3 0 -2 3

Konkret ist zum Beispiel fiir b = (1,1, 1) die Lésung von Az = b somit

12 0 0\ /1 1/2
=10 5 —7][1]=][-2
0 -2 3/ \1 1

wie man durch direktes Nachrechnen leicht bestétigt.

9. GRUPPEN II

Um Determinanten von Matrizen definieren zu kénnen benétigen wir
einige elementare Aussagen der Gruppentheorie:

Definition 9.1. Seien G und H (multiplikativ geschriebene) Gruppen.

(1) Ein Homomorphismus (oder Gruppenhomomorphismus) ist ei-
ne Abbildung f : G — H, sodass fiir alle g1, g» € G gilt

fg192) = f(g1)f(g2)-

(2) Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so der Kern von

f (bzw. das Bild von f) ker(f) = {g € G | f(9) = 1} (bzw.
im(f) ={f(9) | g € G}).

(3) Ein Homomorphismus f : G — H heisst Monomorphismus
(bzw. Epimorphismus, Isomorphismus) falls f injektiv (bzw.
surjektiv, bijektiv) ist. Gibt es einen Isomorphismus f : G — H,
so sind G und H isomorph, G = H. Die Isomorphismen G — G
sind die Automorphismen von G.

e Fiir einen Gruppenhomomorphismus f gilt stets: f(1) = 1 und
flg™h) = flo)™"

e Kern und Bild eines Homomorphismus f : G — H sind Untergrup-
pen; ker(f) < G und im(f) < H.

e Ein Homomorphismus f : G — H ist genau dann ein Monomorphis-
mus, wenn ker(f) = {1} ist.

e Ein Homomorphismus f : G — H ist genau dann ein Isomorphis-

mus, wenn es einen Homomorphismus g : H — G mit go f = idg und
fog=idg gibt. In diesem Fall ist g = f~1.
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Beispiele 9.2. (a) Sei G eine Gruppen und a € G. Dann ist die Ab-
bildung ‘Konjugation mit a’, d.h. f, : G — G, g — a 'ga ein Auto-
morphismus: f, ist Homomorphismus, da fiir ¢;, go € G gilt

fa(gl)fa(g2) = a_lglaa_lg2a = G_IQIQQG = fa(glg2)'

Ist fu(g) = a~'ga = 1, so folgt ga = a und g = 1, also ist ker(f,) = {1}
und f, ist ein Monomorphismus. Fiir g € G ist f,(aga™') = g, somit
ist f, auch surjektiv.

(b) Seien V, W K-Vektorraume und sei f € Homg (V, W). Dann besagt
flo+v") = f(v) + f(V) fiir alle v,0" €'V

dass f ein Homomorphismus zwischen den V und W zugrundeliegen-
den additiven Gruppen (V,+) und (W, +) ist. In diesem Fall sind die
abelschen Gruppen ker(f) € V und im(f) C W die den entsprechen-
den linearen Unterrdumen zugrundeliegenden abelschen Gruppen.

(c) Sei K ein Koérper und A = () € K**2. Setze
det(A) = (¥11099 — (199 € K.

Nach Beispiel 6.15 ist A invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0 ist.
Sind A, B € K**2 so zeigt eine einfache direkte Rechnung det(AB) =
det(A) det(B). Also definiert det einen Homomorphismus

det : GLy(K) — K*.

a 0\ x
det(o 1>—a€K,

d.h. der Homomorphismus det ist ein Epimorphismus.

Ist « € K*, so ist

Definition 9.3. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe U < G ist ein
Normalteiler (oder eine normale Untergruppe), U < G, falls gilt

welU, geG=glugel.
Ist U < G (d.h. U # G), so schreibe U < G.

Beispiele 9.4. (a) Die trivialen Untergruppen {1} < G und G < G
einer jeden Gruppe G sind Normalteiler, die trivialen Normalteiler.

(b) Ist G abelsch, so folgt aus g tug = g 'gu = lu = u € U, dass jede
Untergruppe ein Normalteiler ist.
(c) Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus und U = ker(f) < G.

Fiir u € U und g € Gist f(g~ug) = f(g7")f(u)f(9) = f(9)""f(9) =
1, also ist U = ker(f) < G.

(d) Sei G = S5 die Gruppe der bijektiven Abbildungen von {1,2,3}.
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Fiir verschiedene Ziffern 4, j, k € {1,2,3} sei (7, ) die bijektive Abbil-
dung i — 3,5 — i,k — k. Wegen (i,7)(i,j) = id definiert jede solche
Transposition (i, 7) eine Untergruppe {id, (i,7)} < G der Ordnung 2.
Sei nun U = {id, (1,2)} < G, v = (1,2) und g = (1,3) € G. Dann ist

g tug = (13)(12)(13) = (23) ¢ U,
d.h. die Untergruppe U = {id, (1,2)} < S; ist kein Normalteiler.

Ist V' ein K-Vektorraum und W C V ein linearer Unterraum, so ist
auf dem Faktorraum V/W = {a + W |a € V'} die Verkiipfung (a; +
W)+ (ay + W) = a3 + az + W wohldefiniert. Der naive Versuch analog
fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe U < G eine Faktorgruppe zu
definieren scheitert: In multiplikativer Notation ist die entsprechende
Menge G/U = {gU | g € G} und die ‘evidente’ Mutiplikation

91U - g2U = g1g2U

ist im allgemeinen nicht wohl-definiert. Ist .U = ¢{U und ¢2U = ¢4U,
0 ist g1 = g1uy und g = gous fiir geeignete uy, uy € U. Es folgt

9195 = Giurgaus = g1(9295  Jurgatiz = g192(95 ' urga)uz,
d.h. g19:U = ¢} gbU gilt nur dann, wenn g, 'u;go € U ist; dies ist gerade
die Normalteilerbedingung an U. Insbesondere induziert die Multipli-
kation auf G nur dann eine wohl-definierte Multiplikation auf G/U,
wenn U C G nicht nur eine Untergruppe, sondern ein Normalteiler ist.

Lemma 9.5. Sei N <G ein Normalteiler und G/N = {gN | g € G}.
(a) Die Menge G/N ist mittels der Verkniipfung

gGiN - 2N = g1g2N, g1,90€ G

eine Gruppe mit neutralem Element N
(b) Die Abbildung m : G — G/N, g — gN st ein Epimorphismus
mit ker(m) = N.

Beweis. (a): Da N < G ist, ist die Gruppenoperation auf G/N wohl-
definiert, sieche oben; wegen N = 1N und 1N - gN = 1gN = gN ist N
das neutrale Element.

(b): Die Abbildung = ist offensichtlich surjektiv und nach Definition der

Gruppenoperation auf G/N ein Homomorphismus. Die letzte Aussage
N = ker(r) gilt da g € ker(r) < gN =N < g€ N. O

Theorem 9.6. (Homomorphiesatz) Sei f : G — H ein Gruppenhomo-
morphismus. Dann gibt es einen Epimorphismus m : G — G/ ker(f)
und einen Monomorphismus h : G/ker(f) — H mit f = honw und

im(f) = im(h).
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e Der Monomorphismus h : G/ ker(f) — H induziert einen Isomor-
phismus £ : G/ ker(f) = im(f).

Beweis. Da ker(f) < G ein Normalteiler ist hat G/ ker(f) eine Grup-
penstruktur. Die Abbildungen 7 und A sind die evidenten Abbildungen
m: G— G/ker(f), g gker(f),
h: G/ker(f) = H, gker(f)+— f(g)

Dabei ist ™ nach Konstruktion ein Epimorphismus. Man rechnet nach,
dass h wohl-definiert ist; die restlichen Eigenschaften sind dann klar.
O

Wir betrachten nun die symmetrische Gruppe S,, der bijektiven Ab-
bildungen der Menge {1, ...,n} aus Beipiel 2.2(d). Die Gruppenopera-
tion auf S, ist die Verkniipfung von Abildungen, S, ist eine endliche
Gruppe mit |S,| = n!. Fir n > 3 ist die Gruppe S,, nicht abelsch.

Die Elemente von S, heissen Permutationen und wir bezeichnen diese
mit kleinen griechischen Buchstaben; dabei sei ¢ das neutrale Element
von S, d.h. die Identitéitsabbildung. Fiir 7 € S,, schreibe

(1 2 . . . n
T @ - o)
Bei feststehendem n lassen wir zur Vereinfachung der Notation oft die
Ziffern mit 7(j) = j weg, zum Beispiel schreiben wir fiir n = 6 so

1 23456\ (12335

235416/ \2351
Definition 9.7. Seien aq,--- ,a; paarweise verschiedene Ziffern aus
der Menge {1,..,n}. Ein k-Zykel in S, ist eine Permutation der Form

b = ap az - - Q-1 Q) .
as as - - ap a1/’
wir verwenden fiir einen solchen k-Zykel auch die Notation

P = (017a2,“' ,kal,ak) = (CLQ,G:J,, T 7ak7a1)-

Zwei Zyklen (ay,ag, -+ ,ag) und (by,bs,--- ,b;) heissen disjunkt, falls
{a1,...ap}N{by,... b} = 0 ist. Eine Transposition ist ein 2-Zykel (i, j)
(nach Definition ist dabei ¢ # j).

Lemma 9.8. Sei S, die symmetrische Gruppe mit n > 1.

(a) Jede Permutation T € S, hat eine Darstellung als ein Produkt
von disjunkten Zyklen.
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(b) Es gilt (ay,a9, - ,ax) = (a1,ax)(ar,ax_1) - (a1, as), d.h. je-
de Permutation ldsst sich als ein Produkt von Transpositionen
schreiben.

e Ist n = 5, so gilt nach (b) (1,2,3) = (1,3)(1,2). Wegen (1,2,3) =

(1,3)(1,2) = (1,3)(1,2)(4,5)(4, 5) ist die Darstellung einer Permutati-
on als ein Produkt von Transpositionen nicht eindeutig.

Beweis. (a): Jede Permutation ldsst sich sukzessive in disjunkte Zyklen
aufteilen, zum Beispiel ist

1 2 3 4 5 6
(2 135 6 4):(172)(4a576)

Der Beweis von (a) ist eine Formalisierung dieses Prozesses und eine
einfache Ubung.

(b): Die erste Aussage folgt durch Nachrechnen (Permutationen sind
von rechts zu lesen), die zweite aus (a). O

Theorem 9.9. Sein > 1 und sei {—1,1} die multiplikative Gruppe.

(a) Es gibt einen Epimorphismus
sgn: S, — {—1,+1}

mit sgn(7) = —1 fiir alle Transpositonen T € S,,.

(b) Sei K ein Korper und f : S, — K* ein Homomorphismus.
Dann ist entweder f(p) =1 fiir alle p € S,,, oder es ist char(K) #
2 und f = sgn.

NB. Ist 7 € S, und m = 7y - - - 7, eine Zerlegung in Transpositionen, so
ist nach (a) sgn ein Homomorphismus und sgn(r;) = —1 fiir alle 4, also
ist sgn(m) = (—=1)* (d.h. sgn(r) = 1, falls 7 eine Darstellung durch eine
gerade Anzahl von Transpositionen hat, und sgn(7) = —1 sonst). Dies
zeigt weiter: Die Zerlegung von 7 in ein Produkt vonTranspositionen
ist nicht eindeutig, aber fiir jede solche Zerlegung gilt, dass die Paritét
(gerade oder ungerade) der Anzahl der Faktoren eindeutig ist.

Beweis. (a): Sei T' = {i,j} C {1,...,n} mit i < j. Fiir 7 € S, setze

)1 falls 7(4) < 7(j),
(1) = {—1 falls 7(i) > 7(j)

und definiere

sgn(7) = HZT(T) € {-1,1},
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wobei das Produkt iiber alle T = {4, j} C {1,...n} mit i # j lauft.
Fir p € S, und T = {4, j} setze pT = {p(i), p(7)}. Wir zeigen

(#)  Zep(T) = Z:(pT) Z,(T).
Gilt dies, so folgt

sgn(7p) H H Z-(pT) HZ = sgn(7)sgn(p),

da mit T auch pT alle 2-elementigen Teilmengen von {1, ...n} durchlauft;
insbesondere definiert sgn einen Homomorphismus. Die Behauptung
(#) ergibt sich aus der folgenden Tabelle, die die Z.(T) bzgl. der
relative Lage von {p(i), p(7)} und {7(p(i)),7(p(j))} beschreibt. Fiir
T ={i,j} ist

Z)(T) Z(pT) Z,,(T)

p(i) < p(3) und 7(p(i)) < 7(p(5)) 1 1 1
o) < p(7) wd (i) > 7(p(7)) 1 -1 -
o) > p() wnd 7(p() < 7o) —1 -1 1
o) > p(j) wnd 7(p(0) > (o)) —1 1 -1

T) = fir jede Transposition 7 € S,.

Es bleibt zu zeigen: sgn(
Ist 7 = (1,2), so ist Z.(T) = fir T = {1,2} und Z.(T) = 1
sonst, d.h. sgn(7) = —1. Ist 7 = (4, ) beliebig, so gibt es ein

1 2 ...
p=<i j ...)ESH

mit p(1) =4 und p(2) = j. Dann ist 7" = prp~ !, und es folgt

-1
-1

sgn(7') = sgn(prp ') = sgn(p)sgn(r)sgn(p) " = sgn(r) = —1,
wobei die vorletzte Identitét verwendet, dass {—1,+1} eine abelsche
Gruppe ist.

(b): Sei f : S, — K* ein Homomorphismus. Ist 7 eine Transposition,
soist 72 = v und 1 = f(72) = f(7)?, also f(7) € {—1,1}. Da sich
jede Permutation nach Lemma 9.8(b) als Produkt von Transpositonen
schreiben lésst, folgt f(7) € {—1, 1} fiir jedes 7 € S,,. Ist 7 = (1, 2) und
ist 7 = (7, 7) eine beliebige Transposition, so liefert der Beweis von (a)
ein p € S, mit 7/ = prp~!. Also ist (die Gruppe {—1,1} ist abelsch)

F@) = florp™) = f(p) f(r) f(p) ™ = f(7)

d.h. fiir jede Transposition 7/ gilt f(7') =1 falls f(7) =1 und f(7') =
—1 falls f(r) = —1ist. Ist p € S, und ist p = 71 - - - 7 eine Darstellung
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als ein Produkt von Transpositionen, so gilt nach Teil (a)

k

sen(p) = | [ sen(ry) = (=D

i=1

Andererseits ist

y —1)*  falls f(r) = —1
f(p):Hf(Tj):{( 1> falls ;ETizl

j=1
Dies zeigt die Behauptung: Ist f(p) # 1 fiir ein p € S,,, so ist char(K) #

2 (sonst ist —1 = 1). Weiter gibt es eine Transposition 7; mit f(7;)
—1 und damit gilt auch f(7) = —1, sodass f = sgn. O

Definition 9.10. Fiir n > 2 ist A, = ker{sgn : S,, — {—1,1}} die
alternierende Gruppe auf n Ziffern.

e Esist A, <S5, und |S, : 4,| =2.
e Fiir jedes 7 € S, mit 7(w) = —1ist S,, = A, UTA, = 7TA, UA,,
wobei die Vereinigung jeweils disjunkt ist.

Beispiel 9.11. Sei U < S, eine Untergruppe mit |S,, : U| = 2. Dann
ist U = A,,: Betrachte die Abbildung

1 fallsTeU,

S, = {—1,1}, =

/ =L 1), ) {—1 falls 7 ¢ U.

Man rechnet nach, dass f ein Homormorphismus ist; die Behauptung
folgt dann mit Theorem 9.9(b).

Bemerkung 9.12. Fir n = 3 und n > 5 sind {1}, A, und S, die
einzigen Normalteiler von S,,, und A, besitzt nur die trivialen Normal-
teiler {1} und A, (man sagt A, ist eine einfache Gruppe). Fiir n = 4
ist A4 nicht-einfach, da V' = {, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} einen Nor-
malteiler mit |V| = 4 definiert. Die Existenz dieser Untergruppe ist der
Grund dafiir, dass Losungen von Polynomgleichungen der Form

4 a2+ +axr+ay=0, a; €C,

fir n < 4 stets durch Wurzeln ausgedriickt werden kénnen (der Fall
n = 2 ist die ‘Mitternachtsformel’), dies fir n > 5 aber nicht gilt.
Die systematische Analyse der Losungen solcher Polynomgleichungen
erfolgt im Rahmen der Galoistheorie und ist ein Thema der Vorlesung
‘Algebra’.
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10. DETERMINANTEN

Nach Beispiel 6.15 gilt ldsst sich fiir eine Matrix A = (a;;) € K**?
aus den Koeffizienten o;; bestimmen, ob A invertierbar ist, genauer

A1 existiert < d = aq10i99 — ipaiog 7& 0.

Ist A invertierbar, so ist die inverse Matrix A~! durch die Formel

Al = 1 ( Q22 —alz)
d\—a21 an
gegeben, die ebenfalls d involviert. Der Ausdruck d € K ist ein Spezi-
alfall einer sogenannten Determinante. Wir ordnen im folgenden jeder
Matrix A € K™*" eine Determinante det(A) € K zu. Diese Invariante
enkodiert Information iiber die Invertierbarkeit von A, ldsst sich zur
Berechnung von A~! beniizten, und hat geometrische Bedeutung.

Wir definieren die Determinante einer quadratischen Matrix allge-
meiner fiir Matrizen A = (y;), deren Eintrége o;; nicht Elemente eines
Korpers, sondern allgemeiner Elemente eines kommutativen Rings sind.
Ein kommutativer Ring ist dabei eine Menge mit zwei Verkniipfungen,
die alle Bedingungen an einen Korper erfiillt, mit Ausnahme der Exis-
tenz von mutiplikativ inversen Elementen, genauer:

Definition 10.1. Ein Ring R ist eine Menge, zusammen mit zwei Ver-
kniipfungen + und -, sodass gilt:
(1) R ist bzgl. + eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0),
(2) Es gibt ein 1 € R mit 1r = r = rl fiir r € R; es gilt das
Assoziativgesetz r1(rors) = (r172)rs fiir 1, 79,73 € R.
(3) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir r1,ry, 73 € R ist
r1(re +13) = rire + ryrg und (11 + ro)r3 = rirs + rors.
Ein Ring R ist kommutativ, falls zusétzlich gilt
(4) rirg = rory fir 1,79 € R.

e Die Definition besagt nicht, dass wie in einem Koérper 0 # 1 sein
muss, inbesondere ist der Nullring R = {0} definiert.

Beispiele 10.2. (a) Die ganzen Zahlen Z formen bzgl. der iiblichen

Addition und Multiplikation einen kommutativen Ring.

(b) Ist R ein (kommutativer) Ring, so bildet die Menge der n-Tupel
R"={(ry,...,mn) | s € R}

bzgl. der komponentenweisen Addition und Multiplikation wieder einen

(kommutativen) Ring.

(c) Die Menge der Polynome K[z (bzw. R[x]) iber einem Korper (bzw.
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einem kommutativen Ring R) bilden bzgl. der Addition und Mutipli-
kation von Polynomen einen kommutativen Ring.

(d) Sei R™*™ die Menge der quadratischen Matrizen A = (o;) vom
Typ (n,n) mit Eintragen o;; aus einem kommutativen Ring R. Dann
ist ™™™ bzgl. der Addition und Multipliaktion von Matrizen ein Ring.
Der Ring R™ ™ ist fiir n > 2 in der Regel (z.B. falls 0 # 1 in R) nicht
kommutativ.

Definition 10.3. Sei R ein kommutativer Ring und A = («;;) € ™"
eine quadratische Matrix vom Typ (n,n). Die Determinante von A ist

det(A) = Z Sgn(T)alT(l)OéQT(g) “ o Qnr(n) € R
TGSn

e [st n = 6, so hat die die Determinante definierende Formel 720 Terme,
d.h. obige Definition liefert ein Ringelement, welches a priori nur schwer
berechenbar ist.

Beispiele 10.4. (a) Sei A = (a;;) € R™" eine Dreiecksmatrix mit
a;; = 0 fir 7 > i. Dann sind die in der Determinante det(A) auftre-
tenden Summanden aq,(1)Qr(2) - - - Qpr(n) DUr dann nicht-trivial, wenn
(1) < 1,7(2) < 2,---,7(n) < n ist. Dies gilt nur fiir die Iden-
titatsabbildung ¢, sodass det(A) das Produkt der Diagonaleintrige ist
det(A) = (X11022 * * - Opp -
(b) Sei A = () € R**%. Es gilt Sy = {1, 7}, wobei 7 = (1, 2) ist. Nach
Definition ist die Determinante von A dann (vgl. Beispiel 6.15)
det(A) = sgn(t)onmaue) +sgn(l, 2)an ez

= 1- 11092 + (_1) * (12

= Qg — ajpa; € R.
(c) In R? seien Vektoren s; = (z1,y1)" und sy = (22, y2)" gegeben. Wir
schreiben diese Vektoren in Polarkoordinaten, d.h. in der Form

z; = rjcos(a;) und y; = r;sin(qy),

wobei 0 < oy < ay < 7/2 sei. Sei v = ay — ag der Winkel zwi-
schen (z9, 1) und (21, y;). Elementar-Geometrische Uberlegungen zei-
gen, dass die Fliache F' des von den Spaltenvektoren s; und sy aufge-
spannten Parallelogramms durch die folgende Formel gegeben ist

F = ryrysin(y).
Betrachte den Winkel «; zwischen s; und der z-Achse. Die Matrix

~ [cos(—a;) —sin(—ay)

= (sin(—ozl) cos(—au) )
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beschreibt die Drehung um den Winkel —c;. Es gilt det(D) = 1. Fiir

A== ()

A *
DA = (O ) sin(7)>

wobei (siche Ubung) det(A) = det(D) det(A) = det(DA) = rirysin(7y).
Es folgt F' = det(A), d.h. die Determinante entspricht genau dem Vo-
lumen des durch die Vektoren aufgespannten Parallelogramms.

gilt also

Das obige Beispiel (c) suggeriert, dass die Determinante allgemein
eine ‘Volumenfunktion’ ist. Wir zeigen im folgenden, dass jede ‘abstrak-
te Volumenfunktion’ bis auf eine Konstante durch die Determinanten
gegeben ist. Wir beginnen mit elementaren Eigenschaften.

Fiir A € R™™ mit Zeilen z1, ...z, und Spalten sq, ..., s, betrachten
wir im folgenden det(A) als eine Funktion der Zeilen bzw. Spalten
det(A) = fdet(zla sy zn) = gdet(Sh sy Sn)-
Lemma 10.5. Sei A € R™™". Dann gilt
(a) det(A) = det(A"),
(b) Firr,r" € R und z;,z; € R" gilt die Formel
fdet<*7 rz; + T,Z;»7 *) = 7ﬁfdet(*7 Zj, *) + r,fdet(*v ZJ7 *)
(d.h. fir R = K ein Kdrper und j fest ist die Abbildung z; —
faet(21, - -y Zj—1, Zjy Zjs1, - - -, Zn) linear).
(c) Ist z; = zj fir ein i # j, 50 ist faet(21,...,2n) = 0.
(d) Die zu (b) und (¢) analogen Aussagen fir gaet(S1, - - -, Sn) gelten.
Beweis. (a): Sei A" = (f3;;) mit 5;; = aj;. Nach Definition von A* ist
det(A") = ¥,es, 580(7)Burtt) Burto
= ZTGSn Sgn( )ar(l)l Qr(n)n
Wegen sgn(7)? = 1 ist sgn(7) = sgn(7) ™' = sgn(7~!). Da 7 eine Bijek-
tion ist gilt 7(i) = j genau dann, wenn i = 7!(j) ist. Umordnung der
Faktoren (dies verwendet, dass der Ring R kommutativ ist) liefert
Ar()1 - Qr(n)yn = Q1r=1(1) * " Qpr—1(n)-
Also ist
det(A") = Z sgn(T ), -1(1) * + Qr1(ny = det(A).

TESH
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(b): Sei z; = (a1, ..., aj,) und 2 = (ay, ..., a},). Dann gilt wegen

D ores, Se(T)airqy - - - (rayq) + r’a;T(j)) e Qr(n) =
=7 res, SSUT)r(1) - Ayr(g) -+ Qnr()
+1' Y es, sen(T)airqy - - a;T(j) C Olpr(n)
die Formel foei (%, 72j + 1725, %) = 7 faes (%, 25, %) + 17" faet (%, 25, %).
(c): Sei z; = z; mit @ < j und sei o = (4, ). Dann ist S, = A4, U A,,0
eine disjunkte Zerlegung und > ¢ => ., +> ., . Esfolgt
sgn () (Air(1) - - - Onr(n)) + 580(TO) (Mno(1) - - - Onro(n))
sgn () (Air(1) - - - Onr(n)) — SEU(T) (Airo(1)- - - - nmo(n))
= sgn(7m)(Q1r(1) - - - Anr(n) — Mro(1) - - - Onro(n)) = 0
da wegen z; = z; auch Qiro) = Qir(j) = Qjn(j)-
(d): Folgt mit (a) aus (b) und (c). O
Definition 10.6. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Abbildung
V:(R")"—R
ist eine abstrakte Volumenfunktion auf R" falls gilt:
(1) Fiir ;7" € R und z;, z; € R ist
V(x,rz; + 125, %) = 1V (%, 25, %) + 7'V (%, 2], %)
(2) Ist z; =2, € R", 1 # j, soist V(z1,...,2,) =0.
e Nach Lemma 10.5(b)(c) definiert die Determinante eine abstrakte
Volumenfunktion faet : (R™)" — R, (21,...,2n) ¥ faet(21, .-, 2n)-
Proposition 10.7. Fir eine abstrakte Volumenfunktion V' auf R™ gilt
(a) Firi+# j undr € R ist
Vi(z1, .oz 7250 2n) = V(21,0 Ziy ooy 20)
(b) FirTt e S, ist
V(Ze1)s - 2e(n)) = sg0(T)V (21, . .. 2n).

(c) Ist z; = (ay1,..., ) und sind eq,... e, die Vektoren in R™
mit 1 an der Stelle i und 0 sonst, so ist

Vi(z1,...,2,) = det(ag;)V(eq, ... e,).

NB. Die letzte der obigen Aussagen besagt, dass jede abstrakte Volu-
menfunktion auf R" bis auf eine Konstante die Determinante ist:

V(z1y- ooy 2n) = faer(z1, -y 20) - Ve, ... en) = faet(21, -+, 2n) - €,

wobei ¢ = V(ey, ..., e,) € R eine Konstante ist.
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Beweis. (a): Folgt direkt aus den Eigenschaften (1) und (2) von V.
(b): Sei 7 = (4,7) mit ¢ < j. Da V linear in jeder Komponente ist folgt
V(*? Ziy %, Zj, *) + V(*? Zj, *, Ziy *) = V(*7 zi + Zjs *, Zj + Zi, *) =0
und die Behauptung gilt fiir eine Transposition. Eine beliebige Permu-
tation 7 € S, ldsst sich 7 nach Lemma 9.8(b) als ein Produkt geeigneter

Transpositionen 7 = 7y - - - 73, schrieben. Setze p = 75 - - - 7. Induktion
(nach der Anzahl der Faktoren in einer solchen Zerlegung) liefert
V(Z.,-(l), ce ,ZT(n)) = V(an(l), N ,an(n))
= SgIl(Tl)V(Zp(l), ce ,Zp(n))
sen(r)sgn(p)V (21, ., 20)
= sgn(T)V(z1,...,2,)
(c): Sei z; =" | ayje; fiir i = 1,...,n. Da nach (1) V in jeder Kom-

j
ponente linear ist folgt

V(Zl,...,Zn): a1j1"'anjnv(eju"'?ejn)‘
(150 jn)

Taucht in einem solchen n-Tupel (ji, ..., j,) eine Zahl wiederholt auf,
so gilt nach (2) V(ej,,...,e;,) = 0. Damit sind die nicht-trivialen
Summanden in der obigen Summe genau diejenigen mit {j1,...,j,} =
{1,...,n}, und zu jedem solchen Summanden gibt es genau eine Per-

mutation 7 € S, mit j; = 7(¢). Mit (b) folgt so
V(2,3 20) = D ies, Qr1) - - - Qnrmysg(T)V (€1, .. - €n)
= det(a;;)V(e,... en)
U
Lemma 10.8. Fir A, B € R™" gilt det(AB) = det(A) det(B).

e Sei K ein Korper und A € K™*". Dann ist A genau dann inver-
tierbar, wenn die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind, also
genau dann, wenn det(A) # 0 ist. Insbesondere definiert det eine Ab-
bildung det : GL,(K) — K*; dies ist ein Epimorphismus.

e Scien 21,...,2z, € R" und V eine beliebige abstrakte Volumenfunk-
tion. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R, sodass

V(z1y.ooy2n) = faet(21, -0, 2n).

Ist A € R™™ mit Zeilen z,...,z,, und ist B € R"™ " eine weitere
Matrix, so hat AB die Zeilen 21 B, . . ., z, B und das obige Lemma besagt

V(x1B,...,z,B) = cdet(AB) = c-det(A) det(B) = V(z1,. .. 2z,) det(B),

d.h. det(B) ist der ‘Verzerrungsfaktor’ der Volumenfunktion V' bei An-
wendung von B.
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Beweis. Seien zq, ..., z, die Zeilen von A. Betrachte die Abbildung
fe: (R =R, (z1,...,2n) = faet(z21B, ..., 2z,B) = det(AB).

Wir zeigen, dass fp eine abstrakte Volumenfunktion auf R" definiert.
Gilt dies, so gibt es nach Proposition 10.7 eine Konstante ¢(B) mit

fe(z1,. -y 2n) = faes(21, -+, 2n)c(B) = det(A)e(B).
Ist speziell A = E,, die Einheitsmatrix mit den Zeilen ey, ..., e,, so ist
det(B) = det(E,B) = fg(e,...,e,) = det(E,)e(B) = ¢(B),
also ist ¢(B) = det(B) und det(AB) = fg(z1,...,2,) = det(A) det(B).

Wir verifizieren die Eigenschaften einer Volumenfunktion: Sei z; = z;
fir ein ¢ # j. Dann stimmen in AB die Zeilen 2,5 und z;B iiberein,
und nach Lemma 10.5(c) ist det(AB) = 0, also gilt

fe(z1, ..., 2,) = det(AB) = 0.

3 _ nXn 3 3 3 ! / /
Sei A = (a;;) € R™™ mit Zeilen z, ..., 2,, und sei 2 = (o, ..., af,).

Nach Lemma 10.5(b) gilt fiir B € R™*" und r,r’ € R die Formel
B B B

det | (rz; +7'2;)B | =rdet | ;B | +r'det | 2/B

zn B zn B z, B,

also ist
[k, rzy + 02, %) = (%, 25, %) + 7' fp(*, 2}, )
und fp definiert eine abstrakte Volumenfunktion. O

Wir kommen zur Berechnung von Determinanten.

Lemma 10.9. (Kdastchensatz) Seien B € R™ ™, C' € R™™ und weiter
D € R"™™. Setze k = m + n und betrachte die k x k-Matriz

B 0
A= (2 9)
Dann gilt: det(A) = det(B) det(C).
Beweis. Sei E; € R™! die Einheitsmatrix. Aufgrund der Darstellung

(5 e)=(o =) (% )
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geniigt es nach Lemma 10.8 die folgenden Identitdten zu beweisen

B 0 E, 0
det (D En) = det(B) und det( 0 C) = det(C)

Seien z1,...,z, € R" und sei C(z;) € R™™ die durch die Zeilen
Z1,. .., 2, definierte Matrix. Dann definiert die Abbildung

hi (R = R, <zl,---72n“det( 0 W’))

eine abstrakte Volumenfunktion. Nach Lemma 10.7(b) unterscheidet
sich h von der Determinatenfunktion nur um eine Konstante, d.h. es
gibt ein ¢ € R, sodass fiir jede Matrix C'(z;) die folgende Identitat gilt

h(z1,. .oy 2n) = ¢ faet(21, -+, 2n) = - det(C(z)).
Ist C(z;) = E, die Einheitsmatrix mit den Zeilen e, ... e,, so folgt

1 =det(Ey) = h(er,...,e,) =c- faet(er,...,e,) =c-det(E,) =c,

also ist ¢ = 1 und somit h(zy,...,2,) = faet(21,- - -, 2n). Dies zeigt
E, 0
det ( 0 C’) = det(C).

Die verbleibende Behauptung folgt analog: Fiir 21, ..., 2, € R™ und
B(z;) € R™™ die Matrix mit Zeilen 21, ..., z,, definiert die Abbildung

kE:(R™™ — R, (21,...,zm)»—>det( D En)

eine abstrakte Volumenfunktion. Also gibt es ein ¢ € R, sodass
k(z1,. . 2m) = ¢ faes (21, -+, 2m) = ¢ - det(B(z;)).
Der Fall B(z;) = E,, liefert ¢ = 1 und es folgt

B 0
det <D En) = det(B).
U

Beispiele 10.10. (a) Sei K ein Koérper und A, B,C, D € K™ mit
AC = CA. Wegen AC' = C'A gilt dann die Identiét

E, 0\ (A B\ (A B
-C A) \¢ D) \0 AD-CB)"
Mit Lemma 10.9 folgt

A B

det(A) det (C’ D

) = det(A) det(AD — CB)
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Gilt weiter det(A) # 0, so kann man durch det(A) teilen und erhélt

A B
det (O D) = det(AD — CB),

d.h. die Determinante der 2n x 2n-Matrix auf der linken Seite dieser
Gleichung ist gleich der Determinante der n x n-Matrix auf der rechten
Seite. (d.h. fir n = 4 l&sst sich eine Summe mit 8! = 40320 Termen
durch eine Summe mit 4! = 24 Termen berechnen).

(b) Seien A, B,C,D € K™ wie in (a). Gilt AC = C'A, so kann man

zeigen

C D
auch wenn det(A) = 0 ist. Fiir AC # C'A gilt dies nicht: Betrachte

11 0 0
A_D_<O 1> undB-—C’-(_1 0).

Es gilt det(A) = 1 und AC # CA. Direktes Nachrechnen zeigt weiter

det (A B) = det(AD — CB),

A —C
det (C A) =2 # 1 =det(A* + C?).

Wir geben abschliessend zwei allgemeine Methoden zur Berechnung
von Determinaten an.

I. Zeilenstufenform. Sei R = K ein Korper und A € K™*". Nach Theo-
rem 7.4 gibt es Elementarmatrizen 17, ..., T, Sy,...,5 € K™, so-
dass A" =T}, ---T1AS; - - - S; eine obere Dreiecksmatrix ist. Nach Defi-
nition haben alle Elementarmatrizen die Determinante 1 und Lemma
10.8 besagt, dass det(A’) = det(A) ist. Fiir die obere Dreiecksmatrix
A’ ist det(A’) nach Beispiel 10.4(a) und Lemma 10.5(a) das Produkt
der Diagonaleintrdge und leicht berechenbar.

Beispiel 10.11. Sei A € R**? die Matrix

1 -1 2
A=14 4 =2
2 0 2

Wie in Beispiel 7.5(a) ldsst sich A mittels elementarer Umformungen
in die Matrix

1 -1 2
A=10 8 10
0 0 1/2

iiberfiithren. Es folgt det(A) =1-8-(1/2) = 4.



81

I1. Laplace Entwicklung. Betrachte A = (ay;) € R**3. Sei A;; € R
die Determinante der Matrix, die aus A durch Ersetzen der i-ten Zeile
durch die Zeile e; (mit 1 an der Stelle j und 0 sonst) entsteht, z.B.

0 1 0
Ajg =det | agr o a3
Q31 (rzg (i33

Dies liefert 9 Elemente A;; von R. Sei A = (A4;;)" € R**3. Dann ist

- a1 2 g3 Ap A Az
A-A=|ay ow ay]|- Ay Ago A32
Q31 (rzg (33 Az Az Asg

Dieses Produkt hat an der Stelle (1,1) den Ausdruck

1 0 0 0 1 0
aqp -det | aor g oz | Fagg-det | aor e a3 | 4
Q31 (Qizg (i33 Q31 (3g (33
0 0 1

+0513'd€t g1 (g2 (O3
Q31 i3z 3y

Da die Determinante in einer Zeile linear ist, ist dies genau det(A).
Analog steht in dem Produkt A - A an den Stellen (2,2) und (3,3) das
Ringelement det(A). An den Stellen (4, j) mit i # j ist der Eintrag 0, da
nach Definition von A in diesem Fall der Eintrag die Determinante einer
Matrix mit zwei identischen Zeilen ist. Also ist A-A = det(A)-Ej3. Insbe-
sondere ist im Fall R = K ein Korper die Matrix A invertierbar genau
dann, wenn det(A) # 0, und in diesem Fall ist A~! = det(A)~'A. Wei-
ter ergibt sich eine explizite Moglichkeit fiir die Berechnung von det(A):
Die in der obigen Summe auftretenden Determinanten lassen sich nach
einer Vertauschung von Spalten mittels dem Késtchensatz 10.9 leicht
berechnen. Da eine solche Vertauschung 7 nach Lemma 10.7(c) die De-
terminante nur um sgn(7) éndert, folgt

det(A) = ay det (agz ozzg) oy det <Oz21 a23) © s det (om oc2z>

Qr3g (33 Q31 (33 Q31 (32

Dies ist die Berechnung von det(A) mittels ‘Entwicklung nach der 1.Zei-
le’. Analog lésst sich die Determinante mittels Entwicklung nach einer
beliebigen Zeile oder Spalte berechnen.
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Sei konkret K ein Korper und betrachte die Matrix

1 21
A=|-1 1 2| e k¥
2 0 3

Fiir die Determinante von A ergibt sich durch Entwicklung nach der 1.
Zeile die Formel

det(A) = 1-det ((1) §>—2-det <_21 §)+1-det <_11 g)

- 15
Fiir die Adjunkte A = (A;;) ergibt sich

1 00
All =det|—-1 1 2] =3
2 0 3
und
0 10
A12 =det| -1 1 2 = 77
2 0 3
sowie nach Berechung von weiteren 7 Determinanten die Adjunkte
_ 3 —6 3
A=\ 7 1 =3
-2 4 3
sodass
3 —6 3
S G B SR

det()” 15\ 5 4,

Allgemein gilt:

Definition 10.12. Sei A = (o;;) € R™", und sei A;; € R die De-
terminante der Matrix, die aus A durch Ersetzen der i-ten Zeile durch
e; =(0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der Stelle j entsteht, d.h.

a1 a5 A1p
Aj=det| 0 - 1 .. 0
(07951 Qnj Qnp

Die Adjunkte A von A ist die Matrix (A;)".
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e Die explizite Berechnung von A fiir A € R erfordert die Berech-
nung von n? Determinanten.

e Sei A\ {ij} die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte entsteht. Aus Lemma 10.7(b) und Lemma 10.9 folgt

Ay = (1) det(A\ {ij}).

e Die Eintrage A;; lassen sich gleichwertig als die Determinante der-
jenigen Matrix definieren, die aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte
durch e; = (0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der Stelle i entsteht.

Theorem 10.13. Sei A = (a;;) € R"*". Dann gilt:

(a) AA = det(A)E,, d.h. S0 a;Ay; = dudet(A); ist k = i, so
ist 35y aijAij = det(A) (Entwicklung nach der i-ten Zeile).

(b) AA = det(A)E,, d.h. 37| Ajiaj, = 8y det(A); ist k = i, so
ist Y5y Ajiaj; = det(A) (Entwicklung nach der i-ten Spalte).

(c) Ist R =K ein Korper, so ist A genau dann invertierbar, wenn
det(A) # 0 ist. In diesem Fall ist A= = det(A)'A.

Beweis. (a): Das Produkt AA hat an der Stelle (i, k) den Eintrag
Z aijAkj = (‘)‘1]g det(A)
j=1

Somit sind die einizgen nicht-trivialen Eintrdge von AA die Eintréage
det(A) auf der Diagonalen (i = k), und AA = det(A)E,.

(b): Analog mittels A;; als Determinante nach Spaltenvertauschung.
(c): Existiert A™!, so ist AA™! = E,,, und det(A) # 0 folgt aus

1 =det(E,) = det(AA™") = det(A) det(A™).

Ist umgekehrt det(A) # 0, so gilt nach (a) A~! = det(A)*A. O
Beispiele 10.14. (a) Betrachte die Matrix mit reellen Eintrégen

1 2 3

A=10 4 1

2 11
Nach Theorem 10.13(a) ist det(A) = 37 | a;;Ay. Im Fall i = 1 (Ent-
wicklung nach der 1. Zeile) ergibt sich die Formel

det(A) = 04111411 + a12A12 + a13A13-
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Wegen aq; = 1 folgt mit dem Késtchensatz 10.9

Ay = det(1) - det (‘1l D —1.(4—1)=3,

also ist a1 A1 = 1 -3 = 3. Nachrechnen liefert 3412 =2 -2 =4 und
ap3A3 =3 (—=8) = —24. Also ist det(A) =3 +4 — 24 = —17.

Effizienter ist hier die Entwicklung nach der 1. Spalte (da der Eintrag
an = 0 ist). Explizit:

det(A) = 1-det G‘ 1>+2-det (Z §)=1-(4—1)+2-(2—12):—17.

(b) Fiir die Matrix

c R4X4

w
oNn oo
ok o w
|
N

5

liefert Entwicklung nach den jeweiligen Spalten mit vielen Nullen

5 3 -1 3 4
det(A)=—-2-det |3 0 4 | =—-2-(—3)det (1 5) =6-11 = 66.
1 0 5

11. DUALRAUME

Wir ordnen einem K-Vektorraum V einen dualen K-Vektorraum V*
zu und studieren die Beziehungen zwischen V' und V*. Als Anwendung
beweisen wir mit Hilfe von Dualrdumen, dass sich affine Unterrdume
als Schnitte von affinen Hyperebenen interpretieren lassen.

Sind V und W K-Vektorrdume, so ist die Menge der linearen Abbil-
dungen Homg (V, W) nach Lemma 6.1(a) bzgl. der punktweisen Addi-
tion und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum. Ist {a; | ¢ € I} eine
Basis von V' und sind {w; | ¢ € I} beliebige Elemente von W, so be-
stimmt nach Lemma 5.4(a) die Zuordnung f(a;) = w; eine eindeutige
lineare Abbildung f € Homg (V, W).

Wir betrachten im folgenden den Spezialfall W = K! = K.
Definition 11.1. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist der K-Vektorraum
V* = Homg(V,K)

der zu V' duale Vektorraum (oder Dualraum zu V'); die Elemente von
V* heissen Linearformen auf V.
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e Nach Lemma 5.4(a) ist V* ein K-Vektorraum. Ist {ay,...,a,} eine
Basis von V| so folgt wie in Beispiel 4.18(d), dass die f; € V* mit

fi(aj)zdij, 1=1,...,n

eine Basis von V* bilden; die Basis {f1,..., f.} ist die zu {a4,...,a,}
duale Basis (und umgekehrt); insbesondere ist dimg V' = dimg V* = n.

Beispiele 11.2. (a) Sei V = R? mit Basis {a1,as}, a; = (1,0) und
as = (1,1). Dann ist die zu {ay, as} duale Basis { fi, fo} gegeben durch

filar) =1, fi(az) =0, fa(a;) =0 und fo(az) = 1.

Die zu der Standardbasis {ej,ea} von V duale Basis hat die Form
(702} mit fl(ex) = L, fi(es) =0, f3(ex) = 0 und fi(es) = 1. Hier ist
folar) = fo(er) = 0und fi(az) = fo(er+e2) =0+1=1,d.h. fo und f;
bestimmen dieselbe Abbildung auf V', aber f; # f{, da f{(e2) = 0 und
filea) = filas) — fi(a1) = —1 (d.h. a; = e; impliziert nicht f; = f]
und ay # e impliziert nicht fo # f5).

(b) Sei V' = R[z| der R-Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizi-
enten und Basis {2" | i € Ny}. Betrache die f; € V* mit f;(2?) = §;;. Da
sich die Linearform f € V* mit f(z%) = 1 fiir alle ¢ nicht als endliche
Linearkombination der f; darstellen ldsst ist f ¢ (fi| i € Ny ); insbe-
sondere bilden die zu der Basis {z* | i € Ny} von V dualen Elemente
{fi | i € Ny} keine Basis von V*.

Lemma 11.3. (Trennungslemma) Sei V' ein K-Vektorraum und sei
U CV ein linearer Unterraum endlicher Dimension dimyg U = n. Ist

ve VU, so gibt es ein f € V* mit f(u) =0 firue U und f(v) = 1.

Beweis. Sei {uj,...,u,} eine Basis von U und v € V \ U. Dann ist
{uy, ..., uy, v} linear unabhéngig und es gibt ein g € (uq, ..., u,,v)*
mit g(u;) = 0 und g(v) = 1. Die Linearform f € V* definiert durch
fla)=0fiura € V\ (uy,...,u,,v) und f = g sonst hat die geforderten
Eigenschaften. 0

Proposition 11.4. Sei V' ein K-Vektorraum und V** = (V*)*. Setze
T:V V™ (Tv)(f)=fv), veV, feV™

(a) T ist ein Monomorphismus,

(b) Ist dimg V =n < oo, so ist T ein Isomorphismus.

Beweis. (a): Nachrechnen zeigt, dass Tv € V** und T linear ist; zum
Beispiel: Die Abbildung T'v ist additiv, da fir fi, fo € V* gilt

(Tv)(fi + f2) = (fr + f2)(v) = fr(v) + fo(v) = (TV)(f1) + (TV)(f2).
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Sei 0 # v € V. Nach Lemma 24.3 (angewandt mit U = {0}) gibt es ein
feV*mit f(v) = 1. Es folgt (Tv)(f) = f(v) =1, dh. Tv# 0 und T
ist ein Monomorphismus.

(b): Ist dimg V' = n, so gilt dimg V* = dimg V** = n und der Mono-
morphismus 7" ist nach Lemma 5.11 ein Isomorphismus. U

Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Unterraum. Ist
feV*x dh f:V — K ist linear, so gibt es eine K-lineare Re-
striktionsabbildung R : V* — U* f — Rf = fl|y. Setze U+ =
ker(R) = {f € V* | f(U) = 0} € V*. Mit dem Homomorphiesatz
folgt V*/Ut = im(R).

Weiter definiert [ : (V/U)* — V*, g — Ig mit (Ig)(v) = g(v+U) ei-
ne K-lineare Abbildung. Fiir u € U ist (Ig)(u) = g(u+U) = g(U) = 0,
sodass I : (V/U)* — U™,

Wir definieren allgemeiner:

Definition 11.5. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer
Unterraum.

(a) Die Restriktion R : V* — U* ist die K-lineare Abbildung
(RF)w) = f(uw), uel, feV*.
(b) Die Inflation I : (V/U)* — V* ist die K-lineare Abbildung
(Ig)(v) = gv+U), veV, ge (V/U)".
(c) Ist M C V eine Teilmenge, so ist M+ (L ‘senkrecht’)
M* = {f eV*| f(m) =0 fiir alle m € M}
die Menge der Linearformen, die M annullieren.
(d) Ist S C V* eine Teilmenge, so ist ST (T ‘umgedreht senkrecht’)
ST ={veV|s() =0 fiir alle s € S}

die Menge der Vektoren, die von Linearformen in S annulliert
werden.

o M+ C V* ist fiir jede Menge M ein linearer Unterraum.

Beispiel 11.6. Sei V = R? mit der Standardbasis {e;,e;} und sei
{f1, f2} die entsprechende duale Basis von V*. Sind v = aje1+ases € V
und f = B f1 + Bafs € V*, so folgt

f(v) = (Bifi + Bafo)(arer + azes) = frag + Paca.

Wir verwenden diese Relation um fiir U = (es) € V das Objekt
(U+)T C V zu berechnen: Nach Definition ist U+ = {f € V* | f(u) =
0 firallew € U} = {f € V*| f(e2) = 0}. Fiir v = e5 (d.h. a3 =0
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und ap = 1) ergibt sich aus der obigen Relation f(e;) = 0 genau
dann, wenn By = 0, d.h. f(es) = 0 genau dann, wenn f = [ f; und
somit U+ = (f;) C V*. Betrachte (UY)T = (fi)7 C V. Nach Defi-
nition ist (f1)" = {v € V| Bifi(v) = 0}. Ist v = are; + agey, S0 ist
fi(v) = ap, dh. (fi)T = (e3) = U C V. Wir haben gezeigt (U+)" = U,
dies ist ein Spezialfall eines allgemeinen Dualitatssatzes.

Lemma 11.7. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Un-
terraum. Dann gilt

(a) R:V* = U*, f v~ Rf, ist linear mit ker(R) = U~.

(b) Ist dimg V =n < oo, so ist R ein Epimorphismus und es gilt

dimg U+ = n — dimyg U.
(c) I:(V/U)* — Ut ist ein Isomorphismus.

Beweis. (a): Folgt aus der Diskussion vor Definition 24.5.

(b): Sei {uy, ..., u,} eine Basis von U und {uy, . .., Up, Upy1,. .., 0, } €ine
Basis von V. Erweitere f € U* auf g € V* durch g(u;) = f(u;) und
g(v;) = 0. Damit ist g(u) = f(u) fir v € U, d.h. f = Rg und R ist
surjektiv. Wegen im(R) = U*, ker(R) = U+ und dimg U = dimg U*
liefert der Homomorphiesatz die Identitit dimyg U+ = n — dimg U.
(¢): Betrachte die lineare Abbildung I : (V/U)* — U*. Sei f € U*t.
Dann definiert f(v + U) = f(v) ein Element von (V/U)* mit If =
f, d.h. I ist surjektiv. Sei g € ker([). Fir v € V ist 0 = (Ig)(v) =
g(v+U), also ist g = 0 und [ ist injektiv. O

Theorem 11.8. (Dualititssatz) Sei V' ein K-Vektorraum endlicher
Dimension dimg V' =n. Dann qilt

(a) Ist U CV ein linearer Unterraum, so ist ULT = U.

(b) Ist S C V* ein linearer Unterraum, so ist STt = S.

(¢) Sind Uy und Us lineare Unterrdume von V', so ist
(Uy + Uy)t = U NUS und (U, N U = U + Uy

Beweis. (a): Esist UtT = {v € V| f(v) = 0fiir f € UL} D U. Ist
v € ULT\U, so gibt es nach dem Trennungslemma 24.3 ein f € V* mit
f(v) =1und f(u) = 0 fiir u € U; insbesondere ist f € U+. Dav € ULT
folgt 0 = f(v) = 1, Widerspruch. Also gilt Gleichheit U = U+,

(b): Nach Definition von ST+ gilt ST+ O S. Da S und S™* lineare
Unterrdume endlicher Dimension sind geniigt zu zeigen dimg ST+ =

dimg S. Betrachte die Abbildung T : V. — V** (Tv)(f) = f(v), v €
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V, feV* Firse S CV*ist (Tv)(s) = s(v). Dies liefert die Identitat
ST = {veV|s(v) =0 fir alle s € S}
{v eV | (Tv)(s) =0 fir alle s € S}.

Nach Proposition 24.4(b) ist T ein Isomorphismus ist, also ist dimyx ST =
dimg T(ST) und es folgt

dimg ST = dimgT({v eV | (Tw)(s) =0 fiir alle s € S})
= dimg{f € V* | f(s) =0 fur alle s € S}
= dimg S+
dimy V* — dimp S,

wobei die letzten Gleichung aus Lemma 24.8(b) (angewandt auf U = S
und V' = V*) folgt. Nach nochmaliger Anwendung von Lemma 24.8(b)
(mit U = ST und V = V) folgt wegen dimg V = dimg V* dann

dimg ST = dimg V — dimg ST = dimg S,

und somit S = ST+,

(c): Ubung. O

Als Anwendung des Dualitdtssatz betrachten wir affine Unterrdume
eines n-dimensionalen K-Vektorraums V. Nach Definition 5.13 hat ein
m-~dimensionaler affiner Unterraum von V' die Form H = a + U, wobei
a € V und U C V ein m-dimensionaler linearer Unterraum ist. Ist
dimyg U =n — 1, s0 ist H = a + U eine affine Hyperebene.

Ist V = R?, so sind die affinen Hyperebenen genau die Geraden in V
und jeder Punkt ist der Schnitt von 2 Geraden. Im Fall V' = R3 sind die
affinen Hyperebenen die Flichen, jeder Punkt ist Schnitt von 3 Flachen
und jede Gerade ist Schnitt von zwei Fléchen. Dies suggeriert, dass all-
gemein ein m-dimensionaler affiner Unterraum einens n-dimensionalen
Vektorraums der Schnitt von n—m vielen affinen Hyperebenen ist. Wir
beweisen dies unter Verwendung des Dualitétssatz 24.9.

Die affinen Hyperebenen lassen sich mittels Linearformen wie folgt
beschreiben: Sei dimg V' = n und 0 # f € V*. Dann ist im(f) = K
und dimker(f) = n — 1. Wihle ein w € V mit f(w) # 0. Fir o € K
setze a = af (w)'w € V, sodass f(a) = a ist. Dann definiert

Hio=a+ker(f) ={veV ]| flv)=a}

eine affine Hyperebene in V. Jede affine Hyperebene H = a+U C V hat
diese Form: Wegen dimy U = n—1 ist nach Lemma 24.8(b) dim U+ = 1
und U~ wird von einem 0 # f € V* erzeugt. Fiir a = f(a) folgt

H = Hy,.
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Theorem 11.9. Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum. Dann ist
jeder m-dimensionale affine Unterraum der Durchschnitt von n — m
affinen Hyperebenen.

Beweis. Seit H = a+U C V,a € V, U C V ein m-dimensionaler

linearer Unterraum. Nach Lemma 24.8(b) ist dimg U+ = n — m; sei

{fi,..., fam} eine Basis von Ut. Evaluierung der f; bei a liefert Ska-

lare o; und affine Hyperebenen Hy, ,. Wir zeigen H = N, 2" Hy, o,:
Ist v=a+u € H, so gilt fiir : = 1,...,n — m nach Definition

fiv) = fila) + fi(u) = fila) + 0 = as.
Also ist v € M;Z"Hy, q,. Ist umgekehrt v € N2\ Hy, ,,, so folgt wegen
fi(v —a) = 0 dann v —a € f;' und somit v —a € (fi,..., fom) .
Der Dualitiitssatz 24.9(a) zeigt (fi,..., fa_m)' = ULT = U, also ist
v—acUundvea+U=H. O

Bemerkung 11.10. Fiir lineare Gleichungssysteme ergibt sich folgen-
de geometrische Interpretation: Fiir ein lineares Gleichnungssystem

(L) ZOZZ‘]‘.Z']‘:BZ', ’L.Zl,...,m,
j=1

betrachte die m Gleichungen separat. Die i-te Gleichung hat die Form

(aila 2, ... 7ain)<$17 DR axn)t = 51
Interpretiert man x = (z1,...,x,)" als Vektor in V = K" und ist
(1, ..., ap) nicht der Nullvektor, so definiert

fi: VoK, xw— (..., 0.

eine nicht-triviale Linearform und die Losung der i-ten Gleichung ent-

spricht den Elementen der affinen Hyperebene Hy, 5,. Die Losungsmenge

von (L) ist genau der Schnitt der m affinen Hyperebenen Hy, 3, insbe-

sondere hat (L) eine Losung falls dieser Schnitt nicht leer ist, und eine

eindeutige Losung, falls dieser Schnitt aus genau einem Punkt besteht.
Die zuléssigen Spaltenumformungen, d.h. die Operationen

(CL) leaf’w OZGKX,

(b) firm fit £y P F J

(c¢) Vertauschung von f; und f;, i# 7,
sind Operationen in V*; man kann zeigen, dass diese Operationen
den Schnitt der Hy, 5, nicht dndern. Genauer: Anwendung der Spal-

tenumformungen (a)-(c) liefert lineare Abbildungen f/ : V — K, i =
1,...,m, zusammen mit Skalaren !, i = 1,...,m, sodass gilt

m’?;lei:ﬁi = mzr'ile{ﬁ{'



90

Definition 11.11. Seien V, W K-Vektorraume und A € Homg (V, W).
Ist f € W* und v € V| so definiert f(Av) ein Element von K. Setze

AW >V f={v— f(Av)};
die Abbildung A* ist die zu A duale Abbildung.

e Nach Definition ist (A*f)(v) = (f o A)(v) = f(Av) : V — K die
Komposition von zwei K-linearen Abbildungen und somit ein Element
von V*. Seien f1, fo € W*. Fiirv e V gilt

(A*(fi+ f2))(v) = (fi+ fo)(Av) = fi(Av) + fo(Av) =
= (A" fi)(v) + (A" fo)(v) = (A" f1 + A" f2)(v),

also ist A*(fi + fo) = A*f1 + A* f. Ahnlich folgt A*(af) = a(A*f) fiir
f€W*und a € K; damit ist A* € Homg (W*, V).

e Sind V, W K-Vektorrdume, A, B € Homg(V, W) und o € K, so gilt
(A+ B)" = A" + B* und (aA)" = aA”".

e Seien V; K-Vektorrdume, i = 1,2,3, A € Homg(V3,V3) und B €
Hom (Vs, V3). Dann gilt fiir das Kompositum der dualen Abbildungen

(BA)* = A"B".

Wir zeigen: Hat A € Homg (V, W) bzgl. Basen von V und W die
Matrix (aj), so hat A* bzgl. der dualen Basis die Matrix (a;)?, d.h.

(A & (a) & (A" < (o))

Lemma 11.12. Seien V,W K-Vektorriume, {vi,...,v,} eine Basis
von V', {ws,...,wy} eine Basis von W, und A € Homg (V, W) mit

m
AUi: E Wy, Z:L,n
J=1

Ist {f1,..., [n} die duale Basis zu {vi,...,v,} und {g1,...,9m} die
duale Basis zu {w1, ..., wy,}, so gilt fir die duale Abbildung A*

A*gj:Zozﬁfi, j:1,7m
i=1
Beweis. Nach Definition der dualen Abbildung gilt

(A*gj)(ve) = g;(Avg) = ;O amwn) = an(gjw).
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Nach Definition g¢;(w;) = d;;, also ist g;(w;) = 0 fiir j # [ und es folgt
(A"gj)ve = ajg.
Wegen f;(vg) = 6y folgt genauso f;(vx) = 0 fiir i # k, und damit

(A"gj)(ve) = aje = (O ajifi) (vg)-

=1

Ist V' ein K-Vektorraum, so gilt nach Definition 24.5(3) und (4)

MCV = Mt={feV*| f(m)=0 fir alle m € M},
SCcVv* = ST ={veV | s(v)=0 fiir alle s € S}.
Proposition 11.13. Seien V, W K-Vektorrdume und sei A € Homyg (V, W).
Dann gilt
(a) ker(A*) =im(A)*.
(b) ker(A) = im(A*)7.

Ist dimyg W < 00, so gilt weiter
(c) A ist Epimorphismus < A* ist Monomorphismus.
(d) A ist Monomorphismus < A* ist Epimorphismus.
(e) A ist Isomorphismus < A* ist Isomorphismus.

Beweis. (a): Aus den Definitionen ergibt sich direkt
ker(A*) = {geW* | (4A%*g)(v) = g(Av) =0 fiir alle v € V'}
= {geW* | g(w) =0 fir alle w € im(A)}
im(A)*.
(b): Eine Richtung ist offensichtlich, da
im(A*)"T = {veV|g(v) =0 fir alle g € im(A4*)}
= {veV ]| (A f)(v) = f(Av) =0 fir alle f € W*}
D ker(A).
Sei v € im(A*)". Dann ist (vgl.oben) (A*f)(v) = f(Av) = 0 fiir alle
f € W*. Angenommen Av # 0. Das Trennungslemma 24.3 (angewandt
mit U = {0} und V = W) liefert ein f € W* mit f(Av) = 1, Wider-
spruch. Somit ist Av = 0 und v € ker(A).
(c): Ist A ein Epimorphismus, so ist im(A) = W und ker(A*) =
im(A)+ = Wt = {0} nach (a), also ist A* ein Monomorphismus. Ist
umgekehrt A* ein Monomorphismus, so gilt {0} = ker(A*) = im(A)*
nach (a), und der Dualitétssatz 24.9 liefert im(A) = im(A)LT = {0} =
W, d.h. A ist ein Epimorphimus.
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(d): Sei A ein Monomorphismus. Dann ist {0} = ker(A4) = im(A*)"
nach (b), und Dualitiit 24.9 zeigt im(A*) = im(A*)™ = {0}+ = V*,
d.h. A* ist ein Epimorphismus. Ist A* ein Epimorphismus, so folgt
direkt nach (b) ker(A4) = im(A4*)" = (V*)T = {0} und A ist ein Mono-
morphismus.

(e): Folgt aus (c) und (d). O

12. POLYNOME UND IHRE NULLSTELLEN

Wir werden im folgenden lineare Abbildungen genauer studieren,
insbesondere die Frage, wann ein Endomorphismus diagionalisierbar
ist, d.h. unter welchen Bedingungen es eine Basis gibt, so dass die Ma-
trix eines Endomorphismus bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix ist.
Ist eine lineare Abbildung diagonalisierbar, so sind die in der Diago-
nalen auftretenden Skalare die sogenannten Eigenwerte der Abbildung;
diese Eigenwerte sind die Nullstellen eines Polynoms. Wir betrachten
daher zunéchst elementare Eigenschaften von Polynomringen.

Definition 12.1. Seien R, S Ringe (vgl. Definition 10.1).

(1) Eine Abbildung f : R — S ist ein Ringhomomoprhimus, falls
(@) f(ri+re) = f(r) + f(re), r,r2 € R,
(b) f(rirz) = f(r1) f(r2), ri,m2 € R,

(c) f(1r) = 1s.

(2) Ein Monomorphismus (bzw. Epimorphismus, Isomorphismus)
ist ein injektiver (bzw. surjektiver, bijektiver) Ringhomomor-
phimus.

In der Vorlesung sind wir bei der Definition des Polynomrings rein
intuitiv vorgegangen. Hier nun eine formale Definition des Polynom-
rings.

Definition 12.2. Sei R ein Ring. Der Polynomring R[z| iiber R ist
R[z] = {(ao,a1,...) | a; € R, nur endlich viele a; # 0},

mit Addition und Multiplikation definiert durch
k
(a;) + (bj) = (aj +b;) und (a;)(b;) = (¢;) mit cx = > azbp_;.
=0
Lemma 12.3. Sei R ein Ring mit Finselement 1.
(a) R[x] ist ein Ring mit Einselement 1 = (1,0,0,...); der Ring
R[x] ist genau dann kommutativ, wenn R kommutativ ist.
(b) Die Abbildung R — R[z], a — (a,0,0,...) ist ein Monomor-
phismus von Ringen.
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(c) Ist K ein Korper, so ist K|x] eine kommutative K -Algebra. Ist
r=1(0,1,0,...), soist {z | 1 =0,1,2,...} eine K-Basis von
K|z|.

NB. Fiir x wie in (c) folgt 27 = (0,...,1,0,...) (1 an der Stelle j). Da
die 27 eine Basis bilden, lisst sich jedes Element von K[z] als

n
E a;z’ = (ag, a1, ag,...,a,,0,...)
=0

schreiben, d.h. als ein Polynom in x mit Koeffizienten in K. Dabei ist

m n n+m
(D ax) (Y ba?) =Y (Y aiby),
=0 7=0 k=0 i+j=k

d.h. die Multiplikation ist die {ibliche Multiplikation von Polynomen.
Bewers. Einfaches Nachrechnen. U

Definition 12.4. Sei K ein Korper. Ist 0 # f(z) = 37 a;27 € K]
mit a, # 0, so ist der Grad von f definiert als Grad f = n. Ist f =0,
so setze Grad f = —oo; ist Grad f = n und a,, = 1, so ist f normiert.
Oftmals schreiben wir auch deg(f) anstelle von Grad(f).

e Grad(f + g) < maz{Grad(f),Grad(g)} (wobei maz{—oo,n} =n),
e Grad(fg) = Grad(f) + Grad(g) (wobei —oo = —o0 + n).

Definition 12.5. Sei R ein Ring. Dann ist R nullteilerfrei, falls fiir alle
a,b € R gilt:
ab=0 = a=0oder b=0.

Einen nullteilerfreien kommutativen Ring nennt man auch einen Inte-
gritdatsbereich oder Integritiatsring.

Bemerkung 12.6. Falls R ein nullteilerfreier Ring ist, so ist auch R]z]
nullteilerfrei.

Proposition 12.7. (Division mit Rest) Seien f,g € K|x] mit g # 0.
Dann gibt es eindeutig bestimmte h,r € K|[z|, so dass gilt

f=gh+r mit Grad(r) < Grad(g).
Beweis. Ist Grad(f) < Grad(g), so setze h = 0 und r = f. Sei f =

Z?:o a;x/ und g = >}, bpa® mit m > n und a,,b, # 0. Betrachte das
Polynom

Ay o 1
fi=f——2a""g=cy+cr+- - cpz™

bn
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mit Grad(f;) < m — 1. Mittels Induktion nach m gilt f; = hig +
mit Ay, € Kz] und Grad(r) < n. Also ist

am m—n
[ = g(b—x +hi) + 1
mit Grad(r;) < Grad(g). Es bleibt zu zeigen, dass h und r eindeutig
bestimmt sind. Ist f = hyg + r; mit hy,7; € K[z] und Grad(r;) < n
eine weitere Darstellung dieser Form, so folgt

r—ry = (hy —h)g.
Die Annahme h # hy impliziert den Widerspruch
n = Grad(g) < grad(g) + Grad(h; — h) = Grad(r — 1) < n.
Also ist h; = h und wegen hg +r = h1g + r; dann auch r; = r. O
Definition 12.8. Sei K ein Korper, A eine K-Algebra und ¢ € A.

Ist f(z) = Y7 a2/ € K[|, so setze f(c) = Y7 ja;c’ € A. Die
Abbildung

a=a.: K[z] > A, f— f(c)
ist der Einsetzungshomomorphismus (bzgl. ¢); a. ist ein Homomorphis-
mus von K-Algebren, d.h. «. ist K-linear und ein Ringhomomorphis-
mus.

Beispiele 12.9. (a) Seien K C L Koérper. Dann ist L eine K-Algebra
und fiir f € K[z] und ¢ € L ist f(c) € L definiert.

(b) Sei V ein K-Vektorraum und A = Endg (V). Ist f = 377 a;27 ein
Polynom in K[z] und ¢ € Endg(V), so ist f(¢) der Endomorphismus

f(¢) = Zajcbj = agidy + a1 + azd® + -+ + a,@".
=0

(c) Ist K endlich mit |K| = g = p", so gilt ¢? = ¢ fiir alle ¢ € K. Ist
f(z) = 27—z € K[z],soist f # 0, aber f(c) = 0 fiir alle c € K, d.h. das
Polynom f € Klx] ist von der durch f induzierten Abbildung K —
K, ¢+ f(c), zu unterscheiden. Ist ¢ : K* — K% (xq,23) — (0,71) so
folgt f(¢) = ¢ — ¢p = —¢ # 0, da ¢* = 0 ist.
Lemma 12.10. Seien K C L Korper, f € Klz] und ¢ € L.

(a) Ist f(c) =0, so ist f = (x — c)h fir ein eindeutig bestimmtes

Polynom h € Lz].

(b) Ist f # 0 und f(c) = 0, so gibt es ein eindeutiges bestimmtes
m € N und ein eindeutig bestimmtes Polynom h € L[x| mit

f=(z—¢c)"h und h(c) # 0.
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Beweis. Teil (a) folgt einfach durch Teilen von f durch (z—c¢) mit Rest.
Esist f = (z—c¢)g+r mit deg(r) < 1. Also ist r(x) = ry ein konstantes
Polynom und Einsetzen von ¢ liefert 0 = f(c) = (¢ — ¢)g(c) + ro = 790.
Die Existenzaussage in Teil (b) folgt durch sukzessives Anwenden von
(a). Zur Eindeutigkeit: Es sei
f(z)=(x—c)™hy = (x — )™ hy mit hy(c) # 0, ha(c) # 0.
oE sei m; < my. Dann folgt aus der Annahme m; < msy
(x —c)™(hy — (x — )™ ™ hy) = 0.
Da K|[x] nullteilerfrei ist, folgt (hy — (z — ¢)™ ™ hy) = 0 und damit
hi(c) = 0. Widerspruch! Also ist m; = my und die Nullteilerfreiheit
impliziert sodann hy; = hs. O
Definition 12.11. Seien K C L Korper, f € K[z] und ¢ € L.
(1) Ist f € K[x] und f(c) =0, so ist ¢ eine Nullstelle von f.
(2) Die Zahl m aus Lemma 12.10 (b) nennt mant die Vielfachheit
der Nullstelle ¢ von f.

Lemma 12.12. Seien K C L Korper und sei 0 # [ € Klx]. Sei-
en ci,...,c. die paarweise verschiedenen Nullstellen von f in L mat
Vielfachheiten my, ..., m,. Dann gibt es ein g € Lx], so dass gilt:

f= ﬁ(m —¢;)™g und g(c;) #0 firj=1,...,r.

j=1
Weater st §
r< ij < Grad(f).
j=1
Insbesondere hat f hochstens Grad(f) viele verschiedene Nullstellen.

e Sind f,g € K[x] und gibt es unendlich viele ¢ € K mit f(c) = g(c),
so hat f — g unendlich viele Nullstellen, also ist f = g.

Beweis. Nach Annahme ist f = (z — ¢;)™h mit h € L[z] und h(c;) #
0, d.h. die Behauptung gilt fiir » = 1. Da die ¢; Nullstellen von f sind,
folgt h(c;) =0 fir j = 2,...,r, und Induktion nach r liefert

h = H(x —x)%g,
=2

wobei s; > 1 und g(c¢;) # 0 fiir j = 2,...,r ist. Fiir diese j setze
kj=(x—c)™ H (x —¢)%g.

i=2,i#]
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Also ist f = (z — ¢;)%k; mit k;j(¢;) # 0 fiir j = 2,...,r. Nach Lemma
12.10(b) ist die Vielfachheit m; einer Nullstelle ¢; von f eindeutig be-
stimmt, somit folgt s; = m; fiir j = 2,...r. Dies liefert die Darstellung

f = H(ilf - cj)mjg7
j=1

und Grad(f) =377, Grad(z — ¢;)™ + Grad(g) > > 5 m; >r. O

Die Vielfachheit einer Nullstelle ldsst sich leicht mittels der (forma-
len) Ableitung bestimmen:

Definition 12.13. Die 1. Ableitung von f = 37" a2’ € K[| ist
fr=1"=2 daa™h
=1

die hoheren Ableitungen f® fiir k > 2 sind rekursiv definiert durch
£ = (f00)’

o (f+g) =f+g und(fg) =fg+[dg.
e Ist Grad(f) = n, so ist Grad(f’) = n — 1 falls char(K) t n, und
Grad(f’) < n —1 falls char(K)|n.

Lemma 12.14. Sei f € K[x] mit Grad(f) > 1, und sei c € K. Ist
char(K) = 0 oder char(K) > m, so ist ¢ eine m-fache Nullstelle von

f genau dann, wenn f(c) = f'(c) = -+ = fmV(c) =0 # f™(c) ist.
Beweis. Ubung. O

Beispiele 12.15. (a) Sei K ein Korper und f = 2" —amit 0 # a € K.
Es sei char(K) = 0 oder char(K) { n. Sei L ein Erweiterungskorper
von K, d.h. K C L, und ¢ € L eine Nullstelle von f. Dann ist f'(c) =
nc"! £ 0. Also ist ¢ eine einfache Nullstelle (d.h. mit Vielfachheit
m = 1) und f hat in keinem Erweiterungskorper von K mehrfache
Nullstellen.
(b) Sei char(K) =p > 0,a € K und f = 2P — a, d.h. Grad(f) =
char(K). Es ist f = paP~! = 0. Wegen char(K) = p gilt 2P — ¢’ =
(x — ¢)?. Ist also ¢ eine Nullstelle von f in einem Kérper L, K C L, so
ist

0=a2—c? =(z—c)?,
d.h. ¢ ist eine p-fache Nullstelle von f.
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Definition 12.16. Seien K C L Korper und sei f € KJz|. Dann
zerfallt f iiber L, falls es a, ¢y, -+, ¢, € L gibt, so dass in L[z] gilt
f=a H(ac —¢j).
j=1
Ein Korper K ist algebraisch abgeschlossen, falls jedes f € Klz| mit
Grad(f) > 1 in K einen Nullstelle hat (also iiber K zerfillt).

Bemerkungen 12.17. (a) Der Fundamentalsatz der Algebra besagt,
dass jedes f € C[z] mit Grad(f) > 1 in C einen Nullstelle besitzt. Also
ist C algebraisch abgeschlossen. Inbesondere gilt: Sind K C C Korper
und ist f € K[x], so liegen alle Nullstellen von f in C.

(b) Da 2? 4+ 1 € R[z] keine reelle Nullstelle hat, ist R nicht algebraisch
abgeschlossen.

(c) Sei K ein endlicher Kérper mit |K| = ¢ = p”. Dann gilt ¢ = ¢
fir alle ¢ € K. Also hat f = 29 — 2 + 1 € K|x] keine Nullstelle in K
und K ist nicht algebraisch abgeschlossen. Endliche Korper sind also
nie algebraisch abgeschlossen.

(d) Ein Satz der Algebra besagt, dass es zu jedem Korper K einen
algebraisch abgeschlossenen Korper L mit K C L gibt.

13. CHARAKTERISTISCHES POLYNOM UND EIGENWERTE

Sei V' ein K-Vektorraum endlicher Dimension und f : V' — V ein
Endomorphismus. Gibt es eine Basis B = {vq,...,v,} von V| so dass
die Matrix A = Ay g von f bzgl. B Diagonalform hat (d.h. die einzigen
nicht-trivialen Eintrdge liegen auf der Diagonalen), so werden wir f
diagonalisierbar nennen. In diesem Fall gilt f(v;) = avs, i =1,... n.
Die «; € K sind die sogenannten Eigenwerte von f, und die v; die
entsprechenden Eigenvektoren. Die Frage nach der Diagonalisierbar-
keit von f lasst sich auf die Existenz von Eigenwerten mit bestimmten
Eigenschaften zuriickfiihren.

Definition 13.1. (a) Sei V' ein K-Vektorraum, f € Endg(V) ein
Endomorphismus. Ein Skalar @ € K ist ein Eigenwert von f, falls es
einen nicht-trivialen Vektor 0 # v € V mit f(v) = av gibt; in diesem
Fall ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert . Das Spektrum o(f) von f
ist die Menge aller Eigenwerte.

(b) Sei A € K™™ eine quadratische Matrix. Ein Skalar o € K ist ein
Eigenwert von f, falls es einen nicht-trivialen Vektor 0 # v € K" mit
Av = aw gibt; in diesem Fall ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert a.

Das Spektrum o(A) von f ist die Menge aller Eigenwerte der Matrix
A.
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e (b) ist ein Spezialfall von (a), ndmlich fiir V' = K™ und
f=fa: K"— K", v~ Av.

Lemma 13.2. Sei V' ein K-Vektorraum und f € Endg(V). Sind
vy,...,U. € V FEigenvektoren von [ zu paarweise verschiedenen Fi-
genwerten ayq, ..., q,., so sind die vy, ..., v, linear unabhdngig.

e [st dimg V = n, so hat f hochstens n verschiedene Eigenwerte.

e Sei dimg V' = n. Hat f € Endg (V) genau n verschiedene Eigenwerte
a1, -+, Qp, SO bilden die entsprechenden Eigenvektoren vy, ..., v, eine
Basis von V. Die Matrix von f bzgl. dieser Basis ist eine Diagonalmatrix
mit Diagonaleintragen oy, ..., a,.

Beweis. Induktion nach r. Ist » = 1, so ist der Eigenvektor v; zum
Eigenwert oy linear unabhéngig (da nach Definition 0 # vy ist). Sei
also r > 1. Seien 4, ..., € K mit >_._, Biv; = 0. Dann ist

Zaiﬁm = Zﬁz’f@z’) = f(z Bivi) = f(0) = 0.

Wegen a; (31, Bivi) = i, a1 fv; = 0 folgt fiir die Differenz

T

Z(Oéi - Oél)ﬁivi = 0.

=2
Nach Induktion sind die vy, ...,v, linear unabhéngig. Wegen (o; —
a1)B; = 0und o — g # 0 fir ¢ = 2,...r folgt zunéchst fy = -+ =
Br =0, und dann auch ; =0 (da Sjv; = 0 mit 0 # vy ist). d

Definition 13.3. Sei V' ein K-Vektorraum und f € Endg (V).

(1) Sei @ € o(f). Dann ist der Eigenraum von f zu « der lineare
Unterraum

Vi(a) =V(a) = Kern(aidy — f) ={veV | f(v) =av} CV.

(2) Ist dimg V = n < oo, so nennt man [ diagonalisierbar (iiber
K), falls es es eine Basis vy, ..., v, bestehend aus Eigenvekto-
ren gibt. Falls aq,..., a, die zugehorigen Eigenwerte sind (im
Allgemeinen natiirlich nicht paarweise verschieden), so ist die
Matrix von f beziiglich dieser Basis eine Diagonalmatrix; die
Diagonaleintrigen sind genau die zugehoérigen Eigenwerte ;.
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Beispiele 13.4. (a) Sei K = R oder C und sei V = K? mit Basis
{v1,v9}. Definiere f € Endg(V) durch f(vy) = vy und f(vg) = —vy.
Bzgl. der gegebenen Basis hat f die Matrix

0 —1
A= (1 ) ) |
Sei a € K ein Eigenwert von f mit Eigenvektor 0 # v € V. Wegen
f? = —idy ist dann —v = f2(v) = f(av) = a*v. Also ist a® = —1.

Im Fall K = R existieren also keine Eigenwerte. Im Fall K = C ist
o(f) = {—1i,i}. Direktes Nachrechnen zeigt, dass

f(v1 + ivg) = —i(vy +ivg) und f(vy — ivg) = i(vy — ivy).

Also bilden {v; + ivg,v; — ivy} eine Basis von V' zu den verschiedenen
Eigenwerten —i,7, und A ist diagonalisierbar iiber C.

(b) Sei K = R und V = K2 Falls vj,vy die Standardbasis ist, so
entspricht die Abbildung f in Beispiel (a) geometrisch einer Drehung
um 7/2 (da f die Basisvektoren v; = (1,0) und v = (0,1) auf (0,1)
und (—1,0) abbildet). Sei allgemein f = D(¢) eine Drehung in V' um
den Winkel ¢, 0 < ¢ < 27. Ein Eigenvektor von f ist ein Vektor, der
auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet wird. Da eine Drehung
offenbar die Linge eines Vektors erhélt, kann dieses Vielfaches nur +1
sein, und fiir ¢ # 0, 7 hat f keine Eigenwerte.

(c) Sei V = KJz] und sei f € Endg(V) definiert durch f : p — ap.
Angenommen es gibt ein @ € K sowie ein 0 # p € V = K[z] mit
f(p) = ap. Dann liefert Gradvergleich den Widerspruch

1+ Grad(p) = Grad(zp) = Grad(f(p)) = Grad(ap) < Grad(p),
also hat f keine Eigenwerte.

Wir zeigen, dass die Eigenwerte eines Endomorphismus genau die
Nullstellen des sogenannten charakteristischen Polynoms sind.

Definition 13.5. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und f €
Endg(V) ein Endomorphismus. Sei A = A;p € K™ die Matrix
von f bzgl. einer gewédhlten Basis B von V. Sei £ = FE,, € K™*" die
Einheitsmatrix. Dann ist

Xf(z) =det(zE — A) € K|x]
das charakteristische Polynom von f.

e Zur Wohldefiniertheit: Seien A = Ay p und A’ = A; g Matrizen von
f bzgl. zweier Basen B und B’ von V. Dann gibt es eine invertierbare
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Matrix T mit A’ = T-1AT. Wegen

det(zE — A") = det(T ' (xE — A)T)
= det(T) 'det(zE — A)det(T)
= det(zE — A)

ist das charakteristische Polynom wohldefiniert, d.h. unabhéngig von
der Wahl der darstellenden Matrix. Insbesondere haben &hnliche Ma-
trizen (d.h. A, A’ € K™™ mit A’ = T-'AT) dieselben Eigenwerte.

e Sei A = (a;;) € K™ ™. Dann hat das Polynom det(xE — A) die Form
" —Tr(A)z" '+ + (=1)"det(A),

wobei Tr(A) = 7" | a; die Spur von A ist. Damit gilt: Ist dimg V =n
und f € Endg(V), so ist das charakteristische Polynom y ¢(z) ein nor-
miertes Polynom vom Grad n.

e Ahnliche Matrizen haben die gleiche Spur und die gleiche Determi-
nante. Es gilt 7r(f) = T'r(A) und det(f) = det(A) fiir jede darstellende
Matrix A von f.

Lemma 13.6. Sei dimg V' < oo und f € Endg (V). Fir a € K gilt
dann:

a ist Figenwert von f < x¢(a) = 0.

Beweis. Nach Definition ist & € K genau dann ein Eigenwert von f,
wenn Kern(aidy — f) # 0 ist. Wegen dimg V' < oo gilt dies genau
dann, wenn aidy — f kein Isomorphismus ist. Ist A = Ay p die darstel-
lende Matrix von f (bzgl. einer beliebigen Basis B), so ist aidy — f ge-
nau dann kein Isomorphismus, wenn o/ — A nicht invertierbar ist. Nach
Theorem 10.13(c) ist dies gleichwertig zu det(aE—A) = 0, d.h. xs(a) =
0. O

Beispiele 13.7. (a) Sei K = R oder C und V = K? mit Basis {v1, v}
Sei f € Endg(V) mit f(v;) = vy und f(ve) = —v; wie in Beispiel
13.4(a). Sei A die Matrix von f bzgl. {v;,v2}. Dann ist

Xf(x) = det(zE — A) = det <_a:1 31:) =2+ 1.
Fiir K = R hat f keine Eigenwerte; ist K = C, so ist 0(A) = {—i,1i}.
(b) Sei V =R3 und f € Endg (V) bzgl. der Standardbasis durch

5 —6 —6
A=1-1 4 2
3 —6 —4
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gegeben. Dann ist das charakteristische Polynom y(x) = det(xE — A)
gegeben durch
r—3 6 6
Xr(x) = det 1 -4 =2 | =2°-52°+8z—4 = (z—1)(z—2)%
-3 6 x+4

die Eigenwerte von f sind 1, 2.

(c) Ist K = R und ist n = dimg V' ungerade, so hat f € Endg(V)
Eigenwerte: Nach Annahme ist n = Grad(xs(z)) ungerade, somit gilt

limys(x) =00 und lim xs(z) = —o0.
T—00 I—>—00

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein o € R mit x¢(a) = 0.

(d) Ist K ein algebraisch abgeschlossener Kérper (wie zum Beispiel
K = C), so hat x(z) Nullstellen, d.h. es gibt Eigenwerte.

Definition 13.8. Sei dimg V =n < oo und f € Endg (V). Die Viel-
fachheit v(f,«) eines Eigenwerts o von f ist die Vielfachheit von «
als Nullstelle von xf(z), d.h. ist xf = (z — «)™¢ mit g € K[z] und

g(a) # 0, so ist v(f,a) = m.

Lemma 13.9. Sei dimg V =n < 0o und f € Endg(V). Ist « € o(f)
ein Eigenwert von f mit Vielfachheit v(f,«), so gilt

1 <dimg V(a) <o(f, ).

Beweis. Sei m = dimg V(). Sei vy, ..., v, eine Basis des Eigenraums
V(«). Wir ergénzen vy, . .., v, zu einer Basis
B=A{v1,. ., Um, Uity -, Un}

von V. Beziiglich dieser Basis ist die darstellende Matrix A = A p eine

Kastchenmatrix
A B
0 D

mit einer m x m-Diagonalmatrix A, deren Diagonaleintrige allesamt
gleich « sind, und Matrizen B € K™*(=m) D ¢ Km=mx(m=n) Py
das charakteriszische Polynom erhalten wir also x¢(z) = (z — a)™h
mit einem Polynom h € Klz|. Es folgt: m < v(a, f). O

Proposition 13.10. Sei dimg V =n < oo und f € Endg(V). Dann
sind gleichwertig:
(a) f ist diagonalisierbar,
(b) x¢(x) = [[i—,(x — )™ € Klz] (wobei die o; die paarweise
verschiedenen Nullstellen sind), und dimg V(a;) = v(f, ;) =
n;.
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Beweis. =: Ist A diagionalisierbar, so gibt es paarweise verschiedene
Eigenwerte aq, ..., und eine Basis bestehend aus Eigenwerten
(1) Ul,la e ,Ul,nl,vg’l, Ce 7U2,n27 Ce 7UT,17 e 7UT7nr

wobei v;1, ..., V;,, jeweils linear unabhéngige Vektoren in V(«;) sind.
Insbesondere gilt also n; < dim V' («;). Sei A die Matrix von f beziiglich
dieser Basis. Es folgt xs(z) = det(zE — A) = [[_,(z — a;)™, d.h.
v(ay, f) = n;. Lemma 13.9 impliziert nun dim(V («;)) < n;, also insge-
samt dim(V (o)) = n; = v(ay, f).

<: Nach Annahme ist xs(z) = [[_,;(z — ;)" und dimg V(o) = n;
firi=1,...,7. Sei fiir ¢ = 1,...,r die Menge v;1,...,v;,, eine Basis
von V(o). Wegen

n = deg(x(z)) = Z i,

geniigt es zu zeigen, dass die Vektoren

U1,17 s JUI,TL17U2,17 s 7U2,7L27 s 7UT,17 s JUT,'I'LT

linear unabhéngig sind. Sei dazu

T ng
> D Bijvig =0.
i=1 j=1
Setze w; := Z;;l Bijvij. Dann ist w; entweder 0 oder ein Eigenvek-

tor zu «;. Da die a; paarweise verschieden sind, impliziert Lemma
13.2, dass w; = 0 fiir ¢« = 1,...,r gilt. Die lineare Unabhéngigkeit
der v;1,...,v,, impliziert ;; = ... = f3;,, =0firt=1,...,r. 0

Der obige Beweis zeigt insbesondere auch
e Sei {ay,...,a,} die Menge der Eigenwerte von f. Dann ist f genau
dann diagonalisierbar, wenn V = @;_, V(o).

Beispiele 13.11. (a) In Beispiel 13.7(b) ist x;(z) = (z — 1)(z — 2)%
Fiir den Eigenwert 2 ist dimg V(2) = dimg Kern(2E — A) genau die
Dimension des Kerns der linearen Abbildung, die bzgl. der Standard-
basis durch

-3 6 6
1 -2 =2
-3 6 6

beschrieben ist. Durch elementare Zeilenumformungen folgt, dass diese
Matrix Zeilenrang 1 hat. Also ist dimg V(2) = 2. Weiter ist dimg V(1) =
1 (da 1 ein Eigenwert ist, ist dimg V(1) > 1; die Umkehrung folgt aus
Lemma 13.9). Nach Proposition 13.10 ist A diagonalisierbar.

(b) Sei dim(V) = 2 und f € Endg(V) die lineare Abbildung, die auf
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der Basis {vy,v2} durch f(vq) = 0 und f(ve) = v; definiert ist. Die
Matrix von f bzgl. der Basis vy, vy ist

A:(g (1))

Weiter ist xs(z) = 2 € K|[z], also ist 0 der einzige Eigenwert von f mit
Vielfachheit 2. Der entsprechende Eigenraum V(0) = Kern(0E —A) =
Kern(A) hat offensichtlich Dimension 1, also ist wegen dimg V' (0) =
1 <2 =v(0, f) die Abbildung f nach Proposition 13.10 nicht diagona-
lisierbar. Gleichwertig: Ware f diagonalisierbar, so wére A dhnlich zur
Null-Matrix 0, was aber wegen 1 = r(A) # r(0) = 0 nicht gelten kann.

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dim(V) = n < oo,
und f € Endg(V). Dann stiftet jede Wahl einer Basis von V' einen
Isomorphismus End(V) ~ K™, Also ist dim(End(V)) = n? und die
Endomorphismen 1, f, f2,..., f* sind linear abhéngig. Also gibt es
Skalare ay, ..., a,2 € K, nicht alle gleich 0, so dass

ag+a1f+...+an2f"2 =0.
Es gibt also ein Polynom h € KJz|,h # 0, so dass h(f) = 0.

Definition 13.12. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
f € Endg (V). Das Minimalpolynom i von f ist das normierte Poly-
nom kleinsten Grades mit ps(f) = 0.

e Dies ist wohldefiniert, denn: Seien p, ¢ € K|[x] zwei normierte Polyno-
me gleichen (minimalen) Grades mit der Eigenschaft p(f) =0 = ¢(f).
Falls p # ¢, so wire 0 # d := p — ¢ ein Polynom kleineren Grades mit
d(f) =0, im Widerspruch zur Minimalitdt des Grades von p und gq.

Theorem 13.13. (Caley-Hamilton) Sei V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum, und sei f € Endg (V) mit charakteristischem Polynom
Xr und Minimalpolynom iy. Dann gilt
(a) x;(f) =0,
oy ist ein Teiler von x5 (also ist Grad(py) < Grad(xs) =n),

(b)
((;0460( ) & pyla) =0,

Hat f genau n verschiedene Eigenwerte, so ist jiy = xy.

Bemerkung 13.14. Der entscheidende Punkt im Beweis von Theorem
13.13 ist die Aussage, dass x;(f) = 0 gilt. Sei A eine darstellende
Matrix von f. Da End(V) ~ K™*" ein Isomorphismus von K-Algebren
ist, gilt

Xs(f) =0 <= xy(A4) =0.
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Der offensichtliche “Beweis”
X/ (A) = det(AE — A) = det(0) = 0

ist falsch, da das Einsetzen in y¢(z) und in det(xE — A) verschiedene
Dinge sind. Man beachte, dass x(A4) € K™ und det(AE — A) € K
gilt. Hier werden vollig verschiedene mathematische Objekte vergli-
chen.

Beweis. (a): Sei A € K™ die Matrix von f bzgl. einer Basis; wir
zeigen xf(A) = 0. Setze B = zE — A € K[z|"", so dass xf(z) =
det(xE—A) = det(B) ist. Es sei B die zu B adjunkte Matrix von 10.12,

deren Eintriage Unterdeterminanten von B vom Typ (n—1,n—1) sind.
Nach Theorem 10.13(a) ist

BB = det(B)E = det(zE — A)E = ;E,

wobei xsFE die n x n-Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrégen s
bezeichnet. Da die Eintrége in B Polynome in z vom Grad < n —1
sind, hat die Matrix B eine Darstellung als formale Linearkombination

n—1
E = ZC’J:Z, C; e K",
i=0
Sei xf(z) = D1 ya;z" (mit a, = 1). Wegen xE = BB gilt die Iden-
titat
(ap+arx+--+2"VE = (zE — A)(Cy+ Crz + -+ Cp_1z™ ),

die wir als eine Gleicheit von zwei Polynomen mit Koeffizienten in K™*"
interpretieren. Koeffizientenvergleich ergibt die Matrizenrelationen

aE = —AC
alE = Oo-ACl

an—lE - On—Z_ACn—l
E = On—l

Es ist
Xr(A) =) aA =Y A(aE),
1=0 =0

und Ersetzen der o; £ durch die obigen Ausdriicke liefert

Xf(A) = —ACO + A(OQ — AOl) + ...+ An71<Cn_2 — ACn—l) + AnCn_l
= 0.
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(b): Teile x; durch py mit Rest, also x; = qus+r mit ¢,r € K|[x] und
deg(r) < deg(y). Wegen a) folgt 0 = x(A) = q(A)us(A) +r(A) =
r(A). Aus der Minimalitét des Grades von iy folgt r = 0.

(c): Sei a € o(f) und sei pp(x) = by + bz + -+ + 2%, b € K. Ist
0 # v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert «, so gilt (wegen p17(A) = 0)

0=pr(Ay = (Z biAw = Z bi(a'v) = (Z bia')v = pp(a)v.

i=0
Da 0 # v ist, folgt ps(a) = 0.

(d): Nach (b) ist Grad(ps) < Grad(xs) = n. Hat f genau n verschiede-
ne Eigenwerte, so folgt aus (c¢) Grad(us) = n, und somit pp = xyr. O

Beispiele 13.15. (a) Sei V = R? und f € Endg(V) bzgl. der Stan-

dardbasen durch
2 1
1= (1)

gegeben. Eine direkte Rechnung zeigt

(@) = det (“"”_‘12 x__12) — (1-2)’—1 = 2?—4a+3 = (z—1)(2—3).

Wegen fi7|xs ist das Minimalpolynom x; von f eines der Polynome
r—1, v —3, oder z? — 4z + 3.

Da nach Theorem 13.13(c) sowohl 1 als auch 3 Nullstellen von p sind,

st fif = X-
Alternativ kann man natiirlich direkt Theroem 13.13 (d) anwenden.

(b) Sei V = R3 und sei f € Endg(V) bzgl. der Standardbasen durch

gegeben. Dann ist das charakteristische Polynom x(x) = z(z + 3)2.
Wegen

6 —3 -3
A2=|-3 6 -3|=-34
-3 -3 6

ist p(z) = 2° + 3x = x(x + 3) in ein Polynom mit p(A) = 0. Teilen
mit Rest wie im Beweis von Teil (b) zeigt y1¢|p. Da jeder Eigenwert von
f eine Nullstelle von pf ist, kann pf kein Polynom vom Grad 1 sein;
damit ist ur(z) = z(z + 3) # x(z + 3)* = xs(2).
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Erinnerung: Sei V ein K-Vektorraum und seien Vi,...,V, C V
Unterrdume. Dann nennen wir

Vi+...+Vo={n+...4v |v; €V}

die Summe der V;. Falls jedes v € Vi+.. .4V, eine eindeutige Dartellung

in dieser Form hat, so nennt man die Summe direkt und schreibt V; &

@V Falls V=V, +...4V,, sosagt man, V ist die Summe der V;.

Falls V =V, & ... ®V,, so sagt man, V ist die direkte Summe der V;.
Es gilt:

V=V®..0V, < VN ( > V,) = {0} firallei=1,...,r
J=1j#i

Lemma 13.16. Se: V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und

sei f € Endg(V). Ist jif = g1 - - g, mit paarweise teilerfremden Fak-

toren g; € Klx], 1 =1,...,r, so ist

V = Dker(s:(f)

Beweis. Sei h; = [];,; g;- Nach Annahme ist gg7'(h1,...,h) = 1 in
K[z], und nach Lemma 15.9 gibt es k; € K(x], ¢ =1,...,r mit

1= kihi.
i=1
Ist v € V, so folgt v =1idy v = Y., ki(f)hi(f)v. Weiter ist

9i(F) ki (f)hi()]o = i (H)lgi(Fhi(f)]v = ki(f)ls ()] =0,
d.h. hi(f)ki(f)v € ker(g;(f)), und somit

v= Z ki( f)hi(f)v € Zker(gi(f))-

Dies zeigt V' C Y7, ker(g;(f)); es folgt V = >""_ ker(g;(f)).

Sei U = ker(gi(f)) N >_;. ker(g;(f)). Zu zeigen ist: U = 0. Sei dazu
u € U. Dann gilt ¢;(f)u = 0 = h;(u)u. Da die Polynome g¢; und
h; teilerfremd sind, gibt es nach Lemma 15.9 s;,¢; € K[z] mit 1 =
t;9; + s;h;. Es folgt

0= (t:;(f)g:(f))u+ (s:i(f)hi(f))u = idy u = u.
O

Bemerkung 13.17. Die im Beweis benutzten Tatsachen iiber Teiler-
fremdheit und grofite gemeinsame Teiler werden im néchsten Kapitel
bewiesen.
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Theorem 13.18. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei
f € Endg (V) ein Endomorphismus. Dann sind gleichwertig:

(a) f ist diagonalisierbar,
(b) ps(x) = - (x — a;) mit paarweise verschiedenen o; € K
(diese oy sind offenbar genau die Eigenwerte von f).

Beweis. =: Ist f diagonalisierbar, so gibt es eine Zerlegung
V=P V() = Pker(a;idy —f),
i=1 i=1

wobei die V(a;) genau die Eigenrdume zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten sind. Also ist [[;_,(e;idy —f)V = 0, so dass

iyl H(l" — ;)

gilt. Nach Theorem 13.13(c) ist jeder Eigenwert von f eine Nullstelle
von i, also ist pp(x) = [T, (x — ).

<: Sei pus(z) = [[;_;(z — a;) mit paarweise verschiedenen «;. Setze
gi(x) == x — oy, so dass ker(g;(f)) = ker(f — o idy) = Vy(y) ist. Nach
Annahme sind die g; teilerfremd, so dass mit Lemma 13.16 folgt

V= é Vila;) = Ebker(ozi idy —f).
i=1 i=1

O]

Beispiele 13.19. (a) Die Endomorphismen f in den Beispielen 13.15(a)
und (b) haben Minimalpolynom ps(z) = (z — 1)(x — 3) baw. us(z) =
x(z + 3). Nach Theorem 13.18 sind diese f diagonalisierbar.

(b) Sei f der Endomorphismus von Beispiel 13.11(b). Wegen y ;(z) = 2?
ist das Minimalpolynom i eines der Polynome x oder z?. Da f # 0
ist, folgt pr(z) = 2%, also ist f nicht diagonalisierbar.

14. RINGE UND IDEALE

Wir betrachten Ideale in Ringen. Ideale sind Kerne von Ringhomo-
morphismen, und daher das Analogon von Normalteilern in Gruppen.

Wir erinnern an die Definition des Kerns und des Bildes eines Ring-
homomorphismus.

Definition 14.1. Seien R, S Ring. Ist f : R — S ein Ringhomomor-
phismus, so sind Kern und Bild von f definiert als

ker(f)={re R| f(r) =0} und im(f) ={f(r) | r € R}.
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e [st f: R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt trivialerweise
x1, %9 € ker(f) = x1 + x9 € ker(f).
Ist € ker(f) und sind ry, 75 € R, so folgt wegen

f(7’1967“2):f(ﬁ)f(x)f(rz):f(ﬁ)'o‘f(7“2):0

weiter rizry € ker(f). Dies fithrt uns zu dem Begriff eines Ideals.

Definition 14.2. Sei R ein Ring. Fine Teilmenge I C R ist ein (2-
seitiges) Ideal, falls I eine Untergruppe der additiven Gruppe von R
ist, und weiter gilt: x € I,r1,ro € R = rixry € 1.

e Der Kern eines Ringhomomorphismus ist also stets ein Ideal.

o Ist I C A ein Ideal mit 1 € I, so ist [ = R. Allgemeiner: Falls I ein
invertierbares Element u enthélt, so ist [ = R.

e Ist R kommutativ, so ist rixry = rirox = xrire und eine additive
Untergruppe I C R ist genau dann ein Ideal, wenn gilt

xe€l,re R=rx el (oder gleichwertig xr € I).
e Ist R ein Ring und sind [; C R, j = 1,2, Ideale, so sind auch

LNl = {z|xze€l,und x € I},
Il —|—[2 = {CCl + T2 | xr1 € ]1, To € IQ},
[1[2 = {Zle $7,17; ’ x; =€ Il, Qf; S [2, ke N}
Ideale in R.

e Die Bildung von Summen und Produkten von Idealen ist assoziativ
und distributiv, zum Beispiel ist Iy (s + I3) = I115 + I I3. Weiter gilt

]7; + Iz = Ii, RL = Iz = ]zR7 und ]1]2 g ]1 N IQ.

Beispiele 14.3. (a) Sei R = Z. Die Mengen mZ = {mz |v € Z} CZ
fiir m € Z sind Ideale in Z. Weiter ist jede additive Untergruppe H C Z
von dieser Form: Ist H = {0}, so ist H = 0Z. Ist H # 0, also enthélt
H positive Elemente (ist 0 # x € H, so ist auch —x € H). Sei m das
kleinste positive Element in H. Dann ist mZ C H, da H C 7Z eine
additive Untergruppe ist. Ist umgekehrt a € H, so liefert Division mit
Rest a = gm 4+ r mit 0 < r < m. Somit ist r = a — gm € H, und
Minimalitat von m liefert » = 0, also a = gm € mZ. Da jedes Ideal
von Z eine additive Untergruppe ist, hat jedes Ideal I C Z die Form
I = mZ fiir ein geeignetes m € Z (d.h. I = mZ wird von einem einzigen
Element m erzeugt).

(b) Sei R = K|[z] der Polynomring iiber einem Kérper. Genauso wie in
(a) folgt mittels Division mit Rest (vgl. 12.7), dass jedes Ideal I C K|[z]
die Form fK[z] ={fg | g € K[z]} hat.
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(c) Sei R = Z[z]| der Polynomring iiber Z, (z) = xR C R das von z
erzeugte Ideal (Polynome mit konstantem Term 0), und (2) =2R C R
das von 2 erzeugte Ideal (Polynome mit geraden Koeffizienten). Sei

(2,x) = {Z a;z’ | ag ist gerade,n € N} C R.
=0
Dann definiert (2,z) ein Ideal, das nicht aus den Vielfachen eines ein-
zigen Elements besteht, siche Ubung 1.

Lemma 14.4. Sei R ein Ring (mit1 = 1g und 0 = 0g), und sei I C R
ein Ideal.

(a) Die Menge R/I = {r+ 1 | r € R} ist mittels der Operationen
(ri+D+(ro+1) = r+ry+1,
(ri+1)-(ro+1) = rro+1

ein Ring mit Einselement 1 4+ I und Nullelement 0 +1 = 1.

(b) Die Abbildung f: R — R/I, v+~ r+ I ist ein Epimorphismus
von Ringen mit ker(f) = 1.

e Ist [ ein Ideal in R, und sind rq,72 € R, so schreibe
rm=re(mod )< r—rmel < r+I=ry+1.
e Nach Konstruktion gilt: R kommutativ = R/I kommutativ.

Beweis. (a): Da I C R eine additive Untergruppe ist, ist die Addition
genau die Addition der additiven Faktorgruppe, und damit wohldefi-
niert. Also geniigt es zu zeigen, dass die Mutiplikation wohldefiniert
ist: Sei r; + 1 =1, + I fiir i = 1,2. Dann ist r; — 7} € I und wegen

rirg — riry =ri(re —rh) + (1 —rry € 1,

folgt myry + 1 = rirh + I. Da R ein Ring ist, rechnet man leicht nach,
dass dies auch fir R/I gilt.

(b): Trivial. O

Damit folgt analog zu Vektorrdume (vgl. Theorem 5.10) und Grup-
pen (vgl. Theorem 9.6) der Homomorphiesatz fiir Ringe:

Theorem 14.5. (Homomorphiesatz) Sei f : R — S ein Homomor-
phismus von Ringen. Sei I C R ein Ideal mit I C ker(f). Sei 7 :
R — R/I, r — r+ I, der kanonische Epimorphismus. Dann gibt es
einen eindeutig bestimmten Ringhomorphismus f : R/I — S, so dass
f= fom. Es gilt:

(1) ker(f) = ker(f)/I.
(2) f ist injektiv <= I = ker(f).
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(3) im(f) = im(f)
Insbesondere induziert jeder Ringhomomorphismus einen Isomorphis-
mus R/ ker(f) = im(f).
Beweis. Nachrechnen zeigt, dass die offensichtliche Abbildung
h:R/IT— S, r+1— f(s)
wohldefiniert ist, und die gewiinschten Eigenschaften hat. O

Beispiele 14.6. (a) Ist R = Z, und ist I C R ein Ideal, so ist nach
Beispiel 14.3(a) I = mZ fiir ein m € Z. Der Faktorring R/I ist die
additive Gruppe Z/mZ, zusammen mit der von der Multiplikation auf
7 induzierten Multiplikation.

(b) Sei R = K|[z] und sei 0 # f € K|[z] ein Polynom mit Grad(f) =
n. Dann definiert I = fK[z] C R ein Ideal. Der Quotient R/I =
K[z]/fK|[z] ist eine K-Algebra, also insbesondere ein K-Vektorraum.

Wir zeigen: Die Menge {z/ + 1 | j = 0,1,...,n — 1} C R/I ist
eine K-Basis des K-Vektorraums R/I = K|[z]/f K|[z]; insbesondere ist
dimg R/I = dimg K|z]/fK][z] = Grad(f) = n.

Ist g € K|x], so ist nach Division mit Rest g = fh+r mit Grad(r) <
Grad(f). Also gilt in R/I stets g+ 1 = r + I, und R/I wird von den
{27+ 1, j=0,...,n— 1} erzeugt. Lineare Unabhiingigkeit folgt, da

n—1 n—1
0+I:ZCJ(ZEJ+I) = (ZCjZEj> +I

J=0 J=0

impliziert, dass
n—1
chxj = f(x)h(z) fir ein h € K|z].
5=0

Durch Vergleich der Grade erhélt man A = 0 und folglich ¢y = --- =
Cp—1 = 0.

(c) Sei K = Q und f(z) = 2% — 2 € Q[z] in Beispiel 14.6(b). Aus (c)
folgt, dass der Faktorring Q[z]/ fQ]x] ein Q-Vektorraum der Dimension
2 mit Basis {1+ fQ[z],z + fQ[z]} ist. Betrachten v/2 € C und

a=ays: Q] - C, g g(v2)
Dieser Einsetzungshomomorphismus « induziert einen Isomorphismus
Qlz]/ fQlz] = Q(v2),

d.h. der linksstehende Faktorring ist ein Kérper; siche Ubungsblatt.
(d) Sei 0 # I C K™ ™ ein Ideal im Matrixring der n X n-Matrizen
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mit Eintrdgen in einem Koérper K. Sei {E;; | ¢,7 =1,...,n} C K™
die K-Standardbasis von K™*", so dass E;jEy = 0;5E; gilt, und sei
0#A=>7"_,ajE; €I ein Element mit o # 0. Dann ist

By AEy = agFEyEq By = agFEy € 1.

Da I ein K-Vektorraum ist, folgt Ey; € I fiir alle k, [, d.h. I = K™*™.
Proposition 14.7. (Chinesischer Restsatz) Sei R ein kommutativer
Ring und seien I; C R, j=1,...,n Ideale mit I; + 1; = R fiir i # j.

(a) Firs,t € Nundi#j gilt I; +I7 = R,

(b) Es iStRzll"'In—l‘l—]n und]1~--fnzllﬁ---ﬁ]n,

(c) Seienrj € R, j=1,...,n beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein

r€ R mitr =r;j(mod I;) fir j=1,2,...,n.

Beweis. Die Aussagen (a) und (b) werden auf dem Ubungsblatt be-
wiesen. Aussage (c) beweisen wir mittels Induktion nach n. Fiir den
Induktionsanfang sei n = 2. Wegen I, + I, = R gibt es y € I; und
x € I, so dass a; —as = x —y. Dann ist a := a; +y = as + x ei-
ne Losung der simultanen Kongruenz a = a;(mod I;),i = 1,2. Zum
Induktionsschritt n — n + 1. Nach Induktion gibt es y € R mit

y=a;(mod I;), ,i=1,...,n.
Wegen I, --- I, + 1,11 = R liefert der Fall n = 2 ein Element a € R

mit
a=y(mod I --- 1), a=ayi(mod I, 41).
Wegen [ --- I, C I; fiir i = 1,...,n folgt y = a;(mod I;) und somit
a =a;(mod ;) fiir i =1,...,n+ 1.
O
Sind Ry,..., R, (kommutative) Ringe, so ist das kartesische Pro-
dukt H?:l R; = Ry x - -+ R, mittels komponentenweiser Addition und

Multiplikation wieder ein (kommutativer) Ring. Aus dem Chinesischen
Restsatz folgt:

Korollar 14.8. Sei R ein kommutativer Ring, und seien I, ..., I,
Ideale in R mit I, + I; = R fiir i # j. Dann ist die Abbildung

fiR=T[R/ML re (r+ 1. v+ 1)

=1
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ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern(f) = N, I; =[], L.
Insbesondere ist

R/ﬁ]i =R/ (ﬁ IZ-> o ﬁR/]i.

Beweis. Der chinesische Restsatz liefert die Surjektivitat der Abbildung
f. Damit ist die induzierte Abbildung f : R/ker(f) — [, R/L
nach dem Homomorphiesatz ein Isomorphismus und die Behauptung
folgt aus ker(f) =N L =[]0, L O

Beispiel 14.9. Sei R = Z und seien mq,...m, € Z paarweise tei-
lerfremde ganze Zahlen. Betrachte die Ideale I; = m;Z C Z. Der eu-
klidische Algorithmus liefert fiir i # j ganze Zahlen z;,x; € Z mit
xim; + x;m; = 1. Also gilt I; + I; = Z fir @ # j. Der Chinesische
Restsatz zeigt, dass es fiir vorgegebene r; € Z, j =1,--- ;neinr € Z
gibt, so dass
r=r;(mod m;Z), j=1,...,n.

Die Zahl r ist dabei eindeutig bestimmt modulo my - - - m,,. Insbeson-
dere ist fiir teilerfremde m,n € Z dann mnZ = mZ N nZ und die
kanonischen Abildungen induzieren einen Ringisomorphismus

Z]mnZ = Z/nZ x Z/mZ.

15. ARITHMETIK IN INTEGRITATSBEREICHEN

Der Ring der ganzen Zahlen Z hat folgende Eigenschaften:
(a) Z hat keine nicht-trivialen Nullteiler, d.h. aus mn = 0, m,n € Z
folgt stets m = 0 oder n = 0.
(b) Jedes Element 0 # n € Z hat eine Primfaktorenzerlegung, d.h.

n=epyt---p', p; Primzahl | e € {—1,1}, n; € N;

diese Zerlegung ist eindeutig (bis auf Reihenfolge).

(c) JedesIdeal I C Z hat die Form I = mZ fiir ein m € Z, d.h. jedes
Ideal wird von einem Element erzeugt.
(d) In Z gibt es eine ‘Division mit Rest’: Sind n,m € Z,m # 0, so
gibt es ¢,r € Z mit n = gm +r und r = 0 oder |r| < |m|.
Wir studieren Verallgemeinerungen dieser Begriffe fiir allgemeine (kom-
mutative) Ringe. Insbesondere entwickeln wir die grundlegenden Be-
griffe der Arithmetik in den Ringen Z und Klz|, die wir bereits im
vorherigen Kapitel (siehe Bemerkung 13.17) benutzt haben und die
wir im folgenden Kapitel zu einer genaueren Untersuchung von linea-
ren Abbildungen benétigen werden.
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Definition 15.1. Sei R ein kommutativer Ring. Sind z,y € R und gilt
x =ry fir ein r € R (d.h. y teilt z), so schreibe y|z.

(1) Ein Element x € R ist ein Nullteiler, falls es ein r € R\ {0}
mit 7z = 0 gibt. Der Ring R ist ein Integritétsbereich, falls R
keine nicht-trivialen Nullteiler hat, d.h. aus xy = 0 folgt stets
x =0 oder y =0.

(2) Ein Element = € R ist eine Einheit, falls es ein 7 € R mit ra = 1
gibt. Die Menge der Einheiten von R bildet bzgl. der Multipli-
kation in R eine abelsche Gruppe, die wir mit R* bezeichnen.

(3) Ein Element 0 # p € R\ R* ist irreduzibel, falls aus p = zy
mit z,y € R stets x € R* oder y € R* folgt.

Definition 15.2. Sei R ein kommutativer Ring. Fir z,y € R\ {0}
definieren wir

r~yi< z|lyundy|x.

Wir sagen dann, x ist assoziiert zu y.

Lemma 15.3. Sei R ein kommutativer und nullteilerfreier Ring. Seien
z,y € R\ {0}. Dann gilt:

T~y <= Jue R x=uy <= (z)=(y).
Weiter gilt fiir x1, s, ,y1,y2 € R\ {0} mit x1 ~ 29,1y, ~ yy die Aqui-
valenz
$1’y1 < 1’2|y2.

Beweis. Leicht (Ubung). O

Beispiele 15.4. (a) Der Ring R = Z ist ein Integrititsbereich; weiter
ist R* = {—1,1} und die irreduziblen Elemente von R sind genau die
Elemente der Form +p, wobei p eine Primzahl ist.

(b) Sei K ein Kérper, und seien x,y € K, x # 0 mit zy = 0. Dann
ist z7loy = y = 0, so dass alle Kérper automatisch Integrititsbereiche
sind. Genauso sind alle Polynomringe R|x] {iber einem Integrititsbe-
reich R wieder Integritéitsbereiche: Seien f, g € R[z] mit fg = 0 gege-
ben. Falls f # 0 # g, so ist

f(@) = a@"+a,_12" '+ ... +ay, a € R,a,#0,
g(x) bn@™ + by 2™+ + by, bj € Ryby, #0

und somit

F(2)9(x) = anbya™™ + ...
mit a,b,, # 0, da R nullteilerfrei ist. Insbesondere ist also fg # 0.
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(c) Sei R ein Integritétsbereich und R[z] der entsprechende Polynom-
ring. Auf einem der Ubungsblitter haben wir gezeigt:

R[z]* = R*.

(d) Der Faktorringe Z/mZ von Z fiir m > 2 ist genau dann ein Inte-
gritdtsbereiche, wenn m eine Primzahl ist. In diesem Fall ist Z/mZ ein
Korper.

Definition 15.5. Sei R ein Integritatsbereich.

(1) Sei 0 # x € R. Eine Zerlegung von z in irreduzible Elemente
(oder Primzerlegung) ist eine Darstellung von z als

L =€pP1---Pn,

wobei die p; irreduzibel (nicht unbedingt verschieden) und e
eine Einheit ist. Diese Darstellung ist eindeutig, falls aus

T=epr...pn=¢€q Gm,
stets n = m und (nach eventueller Umordnung) w;p; = ¢; mit
u; € R*, i =1,...,n folgt. Der Ring R ist faktoriell, falls jedes
Element 0 # x € R eine eindeutige Primzerlegung hat.
(2) Ein Ideal I C R ist ein Hauptideal, falls es von einem Element
erzeugt wird, d.h. I = xR = {ar |r € R}. Ist jedes Ideal von R
ein Hauptideal, so ist R ein Hauptidealring.

(3) Der Ring R ist ein euklidischer Ring, falls es eine Abbildung
¢ : R\ {0} — Ny gibt, so dass gilt: Seien z,y € R mit y # 0.
Dann gibt es ¢, € R, so dass x = qy + r mit » = 0 oder
o(r) < ¢(y).
Wir zeigen:
R euklidischer Ring = R Hauptidealring = R faktoriell.

Lemma 15.6. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. (Vgl. Beispiel 14.3(a),(b)) Sei 0 # I C R ein Ideal. Wihle
0 # y € I mit ¢(y) minimal. Ist z € I, so ist © = qy + r fiir geeigente
q,r € Rmit r = 0 oder ¢(r) < ¢(y). Wegen r = x — qy € I folgt r = 0,
also ist x = qy und I = yR. U

Beispiele 15.7. (a) Der Ring R = Z ist ein euklidischer Ring mittels
der Abbildung ¢(m) = |m| (Absolutbetrag), also auch ein Hauptideal-
ring, vgl. Beispiel 14.3(a).

(b) Sei R = K]Jz| der Polynomring iiber einem Kérper. Der Ring R
ist ein euklidischer Ring bzgl. ¢(f) = Grad(f), sieche Lemma 12.7, und



115

damit auch ein Hauptidealring, vgl. Beispiel 14.3(Db).
(c) Der Ring R = Z|x] ist kein Hauptidealring, siehe Beispiel 14.3(c).

Definition 15.8. Sei R ein Integritéatsbereich, und rq,...,r, € R. Ein
Element 0 # d € R ist ein grosster gemeinsamer Teiler von 7y, ..., 7,,
d=ggT(ry,...,m), falls die folgenden beiden Eigenschaften gelten:

(a) d|r; firi=1,...,n.
(b) Ist 0 # ¢ € R ein Element mit ¢ | r; fir ¢ = 1,...,n, so gilt
c|d.

e Sind d,d' grosste gemeinsame Teiler von ry, ..., r,, so gilt d|d und
d'|d, d.h. es gibt s,t € R mit d = sd’ und d' = td. Also ist d = std
und da R ein Integritdtsbereich ist folgt aus d(1 — st) = 0, d # 0
dann st = 1; somit sind s,t € R*. Umgekehrt gilt: Ist d ein grosster
gemeinsamer Teiler von 7,...7r, und ist e € R*, so ist auch ed ein
grosster gemeinsamer Teiler von 7y, ..., r,. Insbesondere ist ein grosster
gemeinsamer Teiler nur bis auf Einheiten, d.h. bis auf Assoziiertheit,
eindeutig bestimmt.

e Im Allgemeinen existieren in einem beliebigen Integritéatsbereich keine
grofiten gemeinsamen Teiler.

Lemma 15.9. Sei R ein Hauptidealring, und seien ry,...r, € R. Sei

(r1i,...,rn) € R das von den ry,...,r, erzeugte Ideal und d € R, so

dass (d) = (r1,...,rn) gilt. Dann istd ein ggT vonry,...r,. Ungekehrt

gilt fir jeden ggT d von ry,...1, die Bezichung (d) = (r1,...,7).
Insbesondere exisiert ggT (ry,...,1,) € R.

Beweis. Sei (r1,...,m,) =dR = (d). Dann gilt r; € (d) fir i =1,...,n,
also d|r;. Sei ¢ ein gemeinsamer Teiler von rq,...,r,. Dann folgt (d) =
(r1,...,7n) C (¢) und damit c|d.

Sei umgekehrt d = ggT(r1,...,r,). Dann folgt aus d|r; sofort r; €
(d), und damit (ry,...,r,) € (d). Sei (r1,...,7,) = (¢). Dann folgt c|r;
fir i = 1,...,n und daher c|d, bzw. (d) C (¢) = (r1,...,7n)-

O

Bemerkung 15.10. In euklidischen Ringen kann man den grofiten
gemeinsamen Teiler algorithmisch bestimmen. Dies geschieht mit dem
sogenannten euklidischen Algorithmus. Seien dazu a,b € R, b # 0. oE
konnen wir a # 0 # b voraussetzen. Setze ag := a,a; := b. Wir teilen
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sukzessive mit Rest und erhalten

ag = qoar+az, ¢(az) < o(ar),
ay = qag+as, ¢las) < o(az),

An-1 = ({p—10n + Ap+1, ¢(an+1> < ¢(an)
an = Qnan+1+07
d.h. in der n-ten Stufe tritt erstmals der Rest 0 auf. Dann zeigt man
leicht, dass a,; der ggT ist. Zudem kann man durch Auflésen von

unten nach oben eine Darstellung des ggT als Linearkombination von
a und b berechnen. Aus der Beziehung

geT(ay,...,a,) = ggT(geT(a,...,an_1),an)
erhalt man ein induktives Verfahren.

Lemma 15.11. Sei R ein Hauptidealring und p € R ein irreduzibles
Element. Sind ri,r9 € R mit plrirq, so gilt plry oder p|rs.

Beweis. Sei p 1 r1. Angenommen d = ggT(p,r1) ¢ R*. Sind s,t € R
mit p = sd und r; = td, so folgt aus d ¢ R* dann s € R*, da p
irreduzibel ist. Dann ist r; = ts~'p, ein Widerspruch zu p { r;. Also ist
d € R* und wegen R = (d) = (p,r1) gibt es a,b € R mit 1 = ap + bry.
Es folgt ro = proa + r119b, und wegen p|riry gilt dann auch plrs. O

Lemma 15.12. Sei R ein Hauptidealring und
(a1) € (az) € (a3) ©

eine aufsteigende Kette von Idealen. Dann wird die Kette stationdr,
d.h. e gibt n € N, so dass fiir alle k > n gilt: (ar) = (an).

Beweis. Sei J := U,(a,). Man zeigt leicht, dass J ein Ideal in R ist:
seien dazu r € R und xy,29 € J. Dann gibt es einen Index n, so
dass z1,x9 € (ay). Also ist auch rzy, 1 + 22 € (a,) € J. Da R ein
Hauptidealring ist, gibt es ein @ € R mit J = (a). Sei m, so dass
a € (a,,). Dann gilt fir alle n > m die Gleichheit (a,) = (am,), denn
(an) € J = (a) C (am) C (an). O

Proposition 15.13. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring. Wir beweisen zunéchst die Existenz
einer Primzerlegung. Angenommen es gibe ein Element 0 # a € R\ R*,
das keine Primzerlegung hat. Dann ist a reduzibel. Es gelte a = a;a].
Wenn a; und a) eine Primzerlegung hétten, so auch das Produkt. oE
habe also a; keine Primzerlegung. Offensichtlich gilt (a) C (aq1). Per
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Induktion kénnen wir also eine nicht-stationdre Kette (a) C (a;) C
(az) ... konstruieren, im Widerspruch zu Lemma 15.12.
Zur Eindeutigkeit: Sei a € R\ R*. Sei

a=upi---p, =0q - ¢y mit u,v € R*, p;, ¢; irreduzibel.

Wegen Bemerkung 15.11 teilt p; einen der Faktoren in vq; - - - ¢,,,. Nach
Umnumerierung gelte daher p; | ¢1. Da ¢ irreduzibel ist, folgt p1 = w1
mit u; € R* und
U2 P = VG2 e
Mit absteigender Induktion erhélt man n = m.
O

Abschlieflend notieren wir die folgende Proposition, die zusammen
mit Lemma 15.9 die in Bemerkung 13.17 erwéhnten Liicken schlief3t.

Proposition 15.14. Seien R ein faktorieller Ring und a4, ..., a, € R.

Sei :
a; = U; Hpjija ei; € No,

j=1
mit paarweise verschiedenen irreduziblen Elementen p; die Primzerle-
gung von a;,t = 1,...,n. Dann gilt:

min{e;;li=1,....,n
ggT(al,...,an):Hpj feul 3
j=1

Beweis. Siehe Ubungsblatt. 0

16. MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN

Ein K-Vektorraum ist eine abelsche Gruppe V, auf der zusétzlich
eine Skalarmultiplikation mit Elementen aus dem Koérper K definiert
ist, so dass gewisse Vertréglichkeitsbedingungen gelten. Eine abelsche
Gruppe M, zusammen mit einer solchen Skalarmultiplikation durch
Elemente aus einem Ring R (anstelle eines Korpers) ist ein R-Modul.
Wir untersuchen elementare Eigenschaften solcher R-Moduln, und be-
stimmen die Struktur eines endlich erzeugten Moduls iiber einem Haupt-
idealring. Dieser Struktursatz erlaubt es uns, eine weitere kanonische
Darstellung eines Endomorphismus als Matrix zu bestimmen, die so-
genannte Jordan-Normalform.

Definition 16.1. Sei R ein Ring mit 1 (nicht unbedingt kommutativ).
Eine Menge M ist ein R-(Links-)Modul, falls es eine Verkniipfung + :
M x M — M, (m,m') — m + m' und eine Skalarmultiplikation - :
R x M — M, (r,m)+— rm gibt, so dass gilt:
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(1) M ist bzgl. + eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,
(2) (r1 +r2)m = riym + rom und r(my + me) = rmy + rma,
(3) (rir2)m = ri(ram),
(4) Im =m.
Beispiele 16.2. (a) Ist R = K ein Korper, so sind die K-Moduln ge-
nau die K-Vektorrdume; vgl. Definition 4.1.
(b) Seien vy,v5 € R? zwei linear unabhingige Vektoren. Dann ist
M = {avy + bvy | a,b € Z} ein Z-Modul. Anschaulich ist M das
von den Vektoren vy, ve aufgespannte Gitter.
(c) Sei R = Z. Ist M bzgl. + eine abelsche Gruppe, so ist M ein Z-
Modul: Sei n € Ny und m € M, so definiert n-m := m+...+m (n-fache
Summe von m), und (—n) - m = n - (—m) eine Z-Skalarmultiplikation
auf M. Z-Moduln sind genau die abelschen Gruppen.
(d) Jeder Ring R ist ein R-Modul bzgl. der auf R definierten Multi-
plikation. Allgemeiner: Die R-Moduln M mit M C R sind genau die
Ideale von R.
(e) Sei V ein K-Vektorraum, und sei A € Endg (V) fest gewéhlt. Dann
ist der K-Vektorraum V ein K[z]-Modul (bzgl. A) mittels

fro=[f(A)w, [ e Klz].
Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt fiir jedes v € V', dass ya-v =
0.
Definition 16.3. Sei R ein Ring.

(1) Sei M ein R-Modul. Eine Menge N C M ist ein R-Untermodul,
falls N < M eine abelsche Untergruppe ist, die bzgl. - abge-
schlossen ist, d.h. fiir r € Rund n € N gilt rn € N.

(2) Sei M ein R-Modul und N C M ein R-Untermodul. Die Fak-
torgruppe M /N = {m+N | m € M} mit der iblichen Addition
(m1+N)+ (ma+ N) = (mq +mz)+ N ist ein R-Modul mittels

r(m+ N)=rm+ N,
der R-Modul M/N ist der Faktor- oder Quotientenmodul.

(3) Seien M, N R-Moduln. Eine Abbildung f : M — N ist ein R-
Modulhomomorphismus (oder R-Homomorphismus), falls gilt:
(a) flm+m') = f(m) + f(m0),
(b) F(rm) = rf(m)
Die Menge aller R-Homomorphismen Hompg(M, N) ist eine abel-
sche Gruppe mittels (f1 + f2)(m) := fi(m) + fa(m). Ist R ein
kommutativer Ring, so ist Hompg(M, N) ein R-Modul bzgl.

(rf)(m) :=rf(m).
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Ist f € Homgr(M, N), so sind Kern und Bild von f, d.h.

ker(f) = {me M| f(m)=0},
im(f) = {f(m)|meM}

wieder R-Moduln. Die Abbildung f ist ein Monomorphismus,
falls ker(f) = {0}, und ein Epimorphismus falls Bild(f) = N
ist. Gilt beides, so ist f ein Isomorphismus. Es gilt der Homor-
morphiesatz: Fiir einen R-Homomorphismus f : M — N ist

M/ ker(f) = Bild(f).

(4) Sei M ein R-Modul. Ist N C M eine Teilmenge, so der von
N erzeugte R-Modul (N) definiert durch {3°_,rmn; | r; €
R, nj € N}; dies ist der kleinste R-Untermodul von M, der
die Menge N enthilt. Gilt M = (my, ..., m,), so nennt man M
endlich erzeugt.

(5) Sei M ein R-Modul und seien N; C M, ¢ € I, R-Untermoduln.
Dannist ) ., N; = {>_,c; i | ns € N;, hochstens endlich viele n; #
0} die Summe der N;; dies ist ein R-Untermodul. Diese Summe
ist eine direkte Summe, @;c;N;, falls jedes Element eine ein-
deutige Darstellung als eine endliche Summe Zle n;,n; € N;
hat.

(6) Sind Ny, ..., N, R-Moduln (die nicht unbedingt R-Untermoduln
eines R-Moduls M sind), so ist die direkte Summe der N;

éNi:NIX"'XNTm
i=1

mengentheoretisch das kartesische Produkt; €, IV; ist ein R-
Modul mittels komponentenweiser Addition und Skalarmulti-

plikation. Der Spezialfall N; = R fiir ¢ = 1,...,n liefert den
freien R-Modul R" = @ ;R = R x --- X R (n-faches Produkt).

Fir K-Vektorraume gilt: Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum V
ist isomorph zu K" fiir ein geeignetes n, d.h. V' = K". Weiter gilt
fiir endlich-erzeugte (und damit endlich-dimensionale) K-Vektorraume:
V2W=V2=K"2W fir ein geeignetes n, d.h. die Dimension eines
endlich erzeugten K-Vektorraums bestimmt den Isomorphietyp.

Das Analogon zu einem K-Vektorraum der Form K™ fiir R-Moduln
ist ein freier R-Modul R" = @], R. Schreibt man die Elemente als n-
Tupel (ry,...,7,), ri € R, so wird R™ von den n ‘Basisvektoren’ e; =
(0,...,1,...,0) mit 1 an der Stelle i erzeugt, und jedes Element x =
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(r1,...,7rs) hat eine eindeutige Darstellung als eine Linearkombination
xr = Z Ti€4,
i=1
d.h. die ey,...,e, bilden eine R-Basis. Das Analogon zu den obigen

Aussagen fiir K-Vektorrdume fiir allgemeine R-Moduln wére somit:
Jeder endlich erzeugte R-Modul ist isomorph zu R™ fiir ein n, und
dieses n bestimmt den Isomorphietyp. Die folgenden Beispiele zeigen,
dass diese Aussagen fiir R-Moduln im Allgemeinen nicht gelten:

Beispiele 16.4. (a) Ist M = Z/37Z, so ist M nach 16.2(b) ein Z-Modul.
Dabei ist M trivialerweise endlich erzeugt, aber nicht isomorph zu einer
direkten Summe der Form Z & Z- - - & Z.

(b) Es gibt (nicht-kommutative) Ringe mit der Eigenschaft, dass R™ =
R™ nicht unbedingt n = m impliziert (vgl. Ubung); inbesondere macht
der evidente Begriff der Dimension fiir einen allgemeinen (freien) R-
Modul keinen Sinn.

Wir zeigen im folgenden, dass fiir kommutative Ringe die zweite Pa-
thologie nicht auftritt, d.h. fiir einen kommutativen Ring R folgt aus
R™ = R™ stets n = m. Wir benétigen dazu ein weiteres Resultat aus
der Ringtheorie; der Beweis verwendet das mengentheoretische ‘Zorn-
sche Lemma’ (siehe auch Bemerkung nach Definition 4.17), das ein
Kriterium fiir die Existenz von ‘maximalen Elementen’ liefert. Genau-
er: Sei () # S eine Menge, auf der eine Ordnungsrelation < definiert
ist, d.h. fiir s,¢,s” in S gelten

(i) s <s,
(i) s<sdund ' <s = s=4¢,

(i) s< s und & < " = s < 5",

Beispiele 16.5. (a) Ist M eine Menge und P(M) die Potenzmenge
von M, so definiert die Inklusion C eine solche Ordnungsrelation auf
P(M).
(b) Die Menge der natiirlichen Zahlen ist beziiglich der Relation
a<b:< alb

geordnet.

Ist S eine Menge mit Ordnungsrelation <, so ist eine Teilmenge
K C S eine Kette von M, falls fiir k£, k' € K stets k < k' oder k' < k

gilt. Eine Kette K ist induktiv, falls es ein m € S gibt, so dass £k < m
fiir alle k € K ist.

Lemma von Zorn. Sei S # () eine Menge mit Ordnungsrelation <. Ist
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jede Kette in S induktiv, so gibt es maximale Elemente m € S, d.h. aus
m < s mitseS folgt m=s.

Bemerkung 16.6. Wir beweisen das Lemma von Zorn nicht, da der
Beweis eher in die Mengenlehre gehort. Da das Zornsche Lemma &dqui-
valent zum sogenannten Auswahlaxiom ist, konnte man das Zornsche
Lemma auch einfach als Axiom annehmen. Da es aber auf den ersten
Blick nicht sehr intuitiv ist, fithrt man es meist auf das Auswahlaxiom
zuriick, das wiederum auf den ersten Blick offensichtlich zu sein scheint.
Es lautet: Sei A eine Menge von nicht-leeren Mengen. Dann gibt es eine
Funktion f mit Definitionsbereich A und der Eigenschaft f(X) € X
fiir alle X € A, d.h. man kann aus allen Mengen X in A gleichzeitig
ein Element auswéhlen.

Lemma 16.7. Sei R ein Ring.

(a) Ist I C R ein Ideal, so gibt es ein mazimales Ideal M C R
mit I C M (d.h. ist J C R ein Ideal mit M C J C R, so ist
M = J). Insbesondere hat R maximale Ideale.

(b) Sei R kommutativ. Dann ist ein Ideal M C R genau dann ma-
zimal, wenn R/M ein Korper ist.

Beweis. (a): Sei S = {J|J € R Ideal mit I C J}. Ein maximales Ideal
M € Rmit I C M ist ein maximales Element aus S bzgl. der durch die
Inklusion C definierten Ordnungsrelation, d.h. es geniigt zu zeigen, dass
S die Voraussetzungen fiir das Zornsche Lemma erfiillt. Wegen I € S
ist ) # S. Sei K C S eine Kette in S. Setze s(K) =U{J | J € K} C R.
Es geniigt zu zeigen: s(K) € S; gilt dies, so folgt die Behauptung mit
dem Zornschen Lemma. Offensichtlich ist I C s(K). Sind s, s’ € s(K),
so gibt es Ideale J,J' € K mit s € J und s’ € J'. Da K eine Kette ist,
gilt oBdA J C J'. Damit folgt

s+sedJ+J =JCs(K).

Sind r,r" € r, so sind offenbar rsr’, rs'r’" € s(K). Es ist noch s(K) # R
zu zeigen. Wire s(K) = R, so wire 1 € s(K), also gidbe es ein J € K
mit 1 € J. Widerspruch! Insgesamt haben wir also eine obere Schranke
zu K gefunden, d.h. jede Kette ist induktiv.

(b): Sei R kommutativ und M C R ein maximales Ideal. Fiir r € R\ M
betrachte das Ideal M + (r). Wegen M C M + (r) C R folgt aus der
Maximalitét von M dann R = M + (r). Also gibt esm € M und s € R
mit 1 =m+sr,sodass 1 + M = (s+ M)(r+ M) in R/M. Damit hat
jedes 0 # r+ M € R/M hat ein multiplikativ Inverses s+M, d.h. R/M
ist ein Korper. Sei umgekehrt M C R ein Ideal, so dass R/M ein Korper
ist. Sei J ein Ideal mit M C J. Es ist zu zeigen, dass J = R gilt. Sei
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dazu a € J\ M. Dann ist a + M € R/M ungleich Null, hat also ein
Inverses beziiglich der Multiplikation, da R/M nach Voraussetzung ein
Korper ist. Also gibt es b € R mit (a + M) - (b+ M) = (1 + M), was
dquivalent zu ab—1 € M ist. Wegen ab € M C J ist dann auch 1 € J,
also J = R. O

Bemerkung 16.8. Sei R ein Hauptidealring. In der Ubung wird ge-
zeigt:
(p) ist maximal <= p ist irreduzibel.

Lemma 16.9. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt:
R"2 R" < n=m.

Beweis. Sei F' = R™, F' = R", und sei F' = F’ als R-Moduln. Nach
Lemma 16.7(a) gibt es in R ein maximales Ideal M C R, und nach Lem-
ma 16.7(b) ist k = R/M ein Korper. Die Teilmenge M F = & ;M C
@™ R = F ist ein R-Untermodul, und F/MF = @ |R/M = &! |k =
k™. Dasselbe Argument zeigt F'/MF' = k™. Wegen F = F’ folgt
k™ = k™ also ist n = m. Die Umkehrung ist trivial. U

Definition 16.10. Sei R ein kommutativer Ring. Ist /' = &} R ein
(endlich erzeugter) freier R-Modul, so ist n = Rg(F') der Rang von F.

e Der Rang Rg(F') ist nach Lemma 16.9(b) wohldefiniert, und verall-
gemeinert den Dimensionsbegriff von Vektorrdumen.

Wir betrachten im folgenden beliebige freie R-Moduln (d.h. nicht
unbedingt endlich erzeugt), dabei sei F' = @;crRe; der freie R-Modul
mit Erzeugenden {e; | i € I}, d.h. R — Re;, r — re; ist ein Iso-
morphismus von R-Moduln; inbesondere ist )., 7e; = 0, dann und
genau dann wenn r; = 0 fiir alle ¢ € [ gilt.

Lemma 16.11. Sei R ein Ring.

(a) Sei F' = ®;erRe; ein freier R-Modul, M ein R-Modul, und
m; € M, 1 € I. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten R-
Homomorphismus f € Hompg(F, M) mit f(e;) = m; firi e I.

(b) Sei F ein freier R-Modul. Ist M ein R-Modul und f: M — F

ein surjektiver R-Homomorphismus, so gibt es einen Untermo-
dul N C M mit M =ker(f)® N und N = F.

Beweis. (a): Einfaches Nachrechnen zeigt, dass die Abbildung

k k
f : F—)M, Zriei — mei
=1 i=1

einen R-Homomorphismus definiert. Wohldefiniertheit und Eindeutig-
keit sind leicht zu verifizieren.

el
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(b): Sei F' = @;c;Re; und sei f: M — F surjektiv. Seien m;, i € I, so
dass f(m;) = e;. Ist m € M, so folgt mit geeigneten r; € R, dass

f(m) = Zﬁ'@z‘ = Zﬁ‘f(mz‘) = f(zrimi)u
i€l iel i€l
dh.m =3, ,rm; € ker(f). Ist N = (m; | i € I), so folgt M =
ker(f) + N. Angenommen )., r;m; € N Nker(f). Dann folgt

0= f(Zszz) = Zﬁ'@i,

iel iel
also ist r; = 0 fiir alle ¢, und N N ker(f) = {0}. Daher gilt M =
N @ ker(f) und F = M/ ker(f) = N. O

Definition 16.12. Sei R ein Integritétsbereich und sei M ein R-Modul.
Ein Element m € M ist ein Torsionselement, falls es ein 0 # r € R
mit rm = 0 gibt; setze T (M) = {m € M | m ist Torsionselement}. Ein
R-Modul M ist torsionsfrei, falls T'(M) = {0} ist.

e Man rechnet leicht nach, dass T'(M) C M ein R-Untermodul ist.
Weiter ist der Faktormodul M/T(M) torsionsfrei: Sei 0 # r € R und
m € M, sodassr(m+T(M)) =T(M) ist. Dann ist rm € T(M), d.h. es
gibt ein 0 # 7’ € R mit 7'rm = 0. Wegen 0 # rr’ folgt m € T'(M).

Beispiel 16.13. Ist M eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe,
so sind die Torsionselemente von M als Z-Modul genau diejenigen Ele-
mente m € M, so dass nm = 0 fiir ein 0 # n € Z ist. Zum Beispiel,

T(Z/mZ) =7Z/mZ, T(Z) = {0}, und T(Z & Z/mZ) ~ 7/mZ.

Proposition 16.14. Sei R ein Hauptidealring.

(a) Sei M C F = R" ein R-Untermodul des freien R-Moduls F
vom Rang n. Dann ist M ein freier R-Modul vom Rang < n
(d.h. M = R* fiir ein k <n),

(b) Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt:
M e freier R-Modul <= M 1ist torsionsfrei.
Jeder endlich-erzeugte torsionfreie R-Modul ist also isomorph
2u R fiir ein k > 0.

(c) Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so ist M = T(M) @ F,
wobei F' =2 RE fiir ein geeignetes k ist.

Beweis. (a): Induktion nach n. Ist n = 1, so ist ein R-Untermodul
M C F = R ein Ideal in R. Da R ein Hauptidealring ist, gibt es
ein @ € R mit M = (a) = Ra; also ist M ein freier R-Modul mit
Erzeuger a vom Rang 0 (falls a = 0) oder 1 (falls a # 0), d.h. die
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Behauptung gilt fiir n = 1. Sei nun n > 1. Seien ey, ...,e, Erzeuger
von F, d.h. F = ®" ,Re;. Setze F' = R"! = &' , Re;. Dann definiert

T F — F', Zriei > Znei

i=1 =2
einen surjekitven R-Homomorphismus mit ker(7) = Re; frei vom Rang
1. Das Bild 7(M) von M C F unter 7 ist ein R-Untermodul von F”.
Nach Induktion ist 7(M) frei vom Rang < n — 1. Lemma 16.11(b),
angewandt auf 7|y : M — w(M), liefert eine Zerlegung M = (M N
ker(m)) @ B, mit B = w(M). Da der R-Untermodul M N ker(m) C
ker(m) = Re; frei vom Rang < 1 ist, ist M frei vom Rang < n.

(b): Sei M = (my,...,m,) endlich erzeugt und torsionsfrei. Fiir i =
1,...,n ist der R-Untermodul Rm; C M frei. Sei £ > 1 maximal, so
dass mit geeigneter Numerierung der R-Untermodul von M

ein freier R-Modul ist. Fiir j > & gilt somit F'N Rm; # {0}. Also gibt
esfirj=k+1,...,n jeweils ein 0 # r; € R, so dass

k
rim; = Zrﬁmi.

i=1
Ist 7 = rpqp1---7rp, s0ist ¥ # 0 und rm; € F fiir j = k+1,...,n.
Damit liegt das r-Vielfache aller Erzeuger von M in F, und es gilt
rM C F.DarM C F ein R-Untermodul ist, ist M nach (a) ein freier
R-Modul. Die Abbildung g : M — rM, m — rm, ist ein surjektiver
R-Homomorphismus mit ker(g) = {m € M | rm =0} C T (M) = {0}.
Also gilt M = rM C F, und M ist frei (vom Rang < k).
(c): Ist M ein beliebiger R-Modul, so ist M/T(M) torsionsfrei. Ist
M endlich erzeugt ist, so ist auch der Quotient M /T (M) endlich er-
zeugt. Nach (b) ist M/T(M) = R* ein freier R-Modul. Nach Lemma
16.11(b), angewandt auf die Quotientenabbildung M — M/T(M) mit
Kern T'(M) ist M = T(M)® F, wobei F = M/T(M) = R* freiist. [

Die Aussagen von Proposition 16.14 sind falsch, falls M nicht endlich
erzeugt ist:

Beispiele 16.15. (a) Betrachte den Z-Modul Q. Man zeigt leicht, dass
Q als Z-Modul nicht endlich erzeugt ist. Offensichtlich ist T'(Q) =
{0}, d.h. Q ist torsionsfrei. Da es zu jeden g € Q ein ¢’ € Q mit g = 2¢’
gibt, ist der Z-Homomorphismus g — 2q surjektiv, und Q ist kein freier
Z-Modul.
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(b) Sei p eine Primzahl, und sei A; = Z/p*Z. Dann ist die Menge

ein Z-Modul bzgl. der komponentenweisen Operationen; offensichtlich
ist A nicht endlich erzeugt. Fiir dieses A gilt: T'(A) ist kein direkter
Summand von A (siche Ubungsblatt).

Um die Struktur von Torsionsmoduln zu studieren, setzen wir ab
jetzt voraus, dass R ein euklidischer Ring ist. Im folgenden sei M =
.., Ru; ein freier R-Modul vom Rang n und N C M ein Teilmodul

gegeben durch Erzeugende vy, ..., vg.
Theorem 16.16. (Elementarteilersatz) Es gibt Basen uq, ..., u, von
M und vy, ...,v, von N mit m <n und

vi=€u,i=1,....m, € |e|...|€n.

Beweis. Der Beweis ist algorithmisch und kann als Verallgemeinerung
des GauBschen Algorithmus aufgefasst werden. Sei zunéchst eine belie-
bige Basis uq, ..., u, von M gegeben und beliebige Erzeugende v, ..., v
von N. Schreibe

n
v = E o;pu; mit oy, € R.

i=1
Sei A = () € R™*. Wir werden die Matrix A durch schrittweises
Abéndern der Basis uq, ..., u, und des Erzeugendensystems vy, ..., v
in die Form
€1
0
em
0 \ 0

transfromieren. Erlaubte Abénderungen sind dabei:

(1) Vertauschung zweier u oder v. Dies entspricht der Vertauschung
zweier Zeilen oder Spalten.

(2) Ersetzung eines u; durch u; + Au;, A € R, i # j. Wegen

Vr = Z LU = Z i + aik(u@' + )\uj) -+ (Oéjk — Oéik)\)Uj
=1 1=1,l#i,j
entspricht dies der Ersetzung der j-ten Zeile durch j-te Zeile minus A
mal i-te Zeile.

(3) Ersetzung eines v; durch v; —Av;, A € R, # j. Dies entspricht der
Ersetzung der i-ten Spalte durch i-te Spalte minus A mal j-te Spalte.

Wir wenden nun den folgenden Algorithmus auf die Matrix A an:
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Schritt 1: Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten bringe man das
Element ungleich Null von kleinster euklidischer Norm an die Stelle
(1,1).

Schritt 2: Durch Subtraktion geeigneter Vielfacher der ersten Zeile,
kann man erreichen, dass A von der Form

aqp k... X
A=| "
Tn
ist, wobei jedes ~; entweder gleich Null ist oder ¢(v;) < @(aqp) gilt.
Falls alle v; gleich Null sind, so gehe zu Schritt 3. Andernfalls gehe zu
Schritt 1.

Schritt 3: Durch Subtraktion geeigneter Vielfacher der ersten Spalte,
kann man sodann erreichen, dass A von der Form

0411‘71 o Yk
0

A:
: A’
0

ist, wobei jedes =; entweder gleich Null ist oder ¢(v;) < (1) gilt.
Falls alle ; gleich Null sind, so gehe zu Schritt 4. Andernfalls gehe zu
Schritt 1.

Schritt 4: Falls A" = 0 so beende den Algorithmus.

Schritt 5: Falls alle Eintrige von A’ durch «q; teilbar sind, so gehe
mit A" in Schritt 1.

Schritt 6: Sei ay;, ein Koeffizient in A’, der nicht durch «q; teilbar
ist. Teile mit Rest,

Qi = O‘llﬂ + 7,7 7& Oa 90(7) < w(all)'

Addiere nun die erste Zeile zur i-ten Zeile und subtrahiere dann § mal
1. Spalte von der k-ten Spalte. Dann kommt an der Stelle (i, k) gerade
v zu stehen. Gehe mit A in Schritt 1.

Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten, da ¢: R\
{0} — Np und in den Schritten 2,3 und 5 die minimale euklidische
Norm der Elemente von A verringert wird. 0

Bemerkung 16.17. Die Aussage des Elementarteilersatzes ist gleich-
bedeutend mit der folgenden Aussage: Es gibt Matrizen P € Gl,(R),
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Q € Glg(R), so dass

PAQ =
€m

0 0

Wir wenden nun den Elementarteilersatz an, um die Struktur von
endlich-erzeugten Moduln {iber euklidischen Ringen zu studieren. Sei
dazu M = (ms,...,m,) ein endlich erzeugter R-Modul. Sei F' =
@, , Ru; der freie Modul vom Rang n. Dann ist die Abbildung

n n
FrF— M, Y e Y g,
i=1 =1

ein surjektiver Modulhomomorphismus. Sei N := ker(f). Dann gilt
nach dem Isomorphiesatz:

F/N ~ M.
Nach dem Elementarteilersatz gibt Basen uq, ..., u, von F'und vy, ..., v,
von N mit m < n sowie €, ..., €, mit
V1 = €QUL, -y Uy = Eqlly, €1 ] €| ... ]| €m.

Es folgt dann:

F/N ~ éRui/Reiui@ é Ru;
i=1

i=m+1

12

(2) B R/Re;® R
=1

Insbesondere gilt also wegen R/Re = 0 fiir e € R*
T(M) ~ ED R/Re;, r=r1k(M)=mn—m.
i=1,e;¢R*
Bis auf die Eindeutigkeitsaussage haben wir damit den folgenden
wichtigen Satz vollstdndig bewiesen.

Theorem 16.18. Sei R ein euklidischer Ring und M ein endlich er-
zeugter R-Modul. Dann gibt es r € Ny und €;,...,¢, € R\ R* mit
€1 €] ...|€s, so dass

M ~ Q? R/Re; & R’
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Der Rang r ist eindeutig durch den Isomorphietyp von M bestimmt.
Ebenso sind die €1,. .., €, bis auf Assoziiertheit durch den Isomorphie-
typ von M eindeutig bestimmd.

Definition 16.19. Die durch M eindeutig bis auf Assoziiertheit be-
stimmten Elemente €y, ... €5 aus Satz 16.18 nennt man die Elementar-
teiler von M. Falls R = Z, so normieren wir die Elementarteiler durch
dir Forderung ¢; > 0. Falls R = K]z], so normieren wir die Elementar-
teiler durch die Forderung, dass der fiihrende Koeffizient von ¢; gleich 1
ist. Damit werden die Elementarteiler in diesen Fillen eindeutig (und
nicht nur eindeutig bis auf Assoziiertheit).

Bemerkung 16.20. Seien M, M’ zwei endlich erzeugte R-Moduln mit

Rang r und 7’ sowie Elementarteilern €,... ¢, und €,...,€,. Dann

sind M und M’ genau dann isomorph, wenn r = 7’ gilt und die Reihen
der Elementarteiler {ibereinstimmen.

Im folgenden werden wir den Nachweis der noch fehlenden Eindeu-
tigkeit erbringen. Da R als euklidischer Ring insbesondere faktoriell ist,
kénnen wir jedes €; eindeutig in der Form

t
€
€ — Uy | | sz]
Jj=1

mit e;; € Ny, u; € R* und paarweise verschiedenen irreduziblen Ele-
mente 7; € R schreiben. Da wir e;; = 0 erlauben, kénnen wir oE fiir
alle ¢ iiber die selbe Menge von Primelementen m, ..., m; laufen. Nach
dem Chinesischen Restsatz erhalten wir

t
R/Re; ~ @R/ (7??”), i=1,...,s,
j=1

und zusammenfassend

s t t s
o = @O ) =w o (Hr )

i=1 j=1 Jj=1 \i=1
Definition 16.21. Sei R ein Hauptidealring und M ein R-Modul. Sei
7 ein irreduzibles Element von R. Dann nennt man

To(M)={m e M | m°m = 0 fiir ein geeignetes e € Ny}
den m-Torsionsmodul von M.

Man zeigt leicht, dass T, (M) ein Teilmodul von T'(M) C M ist. Aus
(3) folgt

Ty, (M) =~ EBR/ (757).
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Definition 16.22. Die Elemente

€1,1 €s,1 €1,2 €s,2 €1,t €s,t
ﬂ-l 7.--’7T1 ’7T2 7.--771-2 7--o7ﬂ-t ’...,7Tt

mit

€14 > € > ... > €54 >0
nennt man die Invariantenteiler von M.

Lemma 16.23. Sei M ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul. Dann
entsprechen sich Elementarteiler und Invariantenteiler eineindeutiq.

Beweis. Leicht. O

Es geniigt also zu zeigen, dass die Reihe der Invariantenteiler ein-
deutig durch den Isomorphietyp von M bestimmt ist.

Fiir den noch ausstehenden Eindeutigkeitsbeweis konnen wir uns ok
auf die Betrachtung von endlich erzeugten R-Torsionsmoduln M be-
schrénken. Fiir jedes irreduzible Element 7 ist T (M) bis auf Isomor-
phie eindeutig durch den Isomorphietyp von M bestimmt. Es reicht
also zu zeigen, dass die Invariantenteiler

e, €s,j s , ‘ ‘
T, T mit e;; > €95 > ... > €

eindeutig durch T (M) bestimmt sind. Dazu setzen wir 7 := 7; und
entsprechend 7' := T (M). Sei k := R/(m) der Restklassenkérper.
Dann ist 7'/ T ein k-Vektorraum und es gilt

dimg(T/nT) = Anzahl der e;; > 0.
Sodann betrachten wir den k-Vektorraum 77 /7*T und zeigen
dimy,(7T/7°T) = Anzahl der e;; > 1.
Also ist die Anzahl der e; ; mit e; ; = 1 gegeben durch
dimy (T /7T) — dimy (7T /7*T),

was nur vom Isomorphietyp von 7" abhéngt. Sukzessive zeigt man auf
diese Weise, dass

[{e;; mit e;; = I}| = dimy (7' *T/7'T) — dimy, (7T /71 T).
Die rechte Seite héngt dabei nur vom Isomorphietyp von T ab. Der
[somorphietyp von T" wiederum ist vom Isomorphietyp von M eindeutig

bestimmt. Damit ist der Beweis der Eindeutigkeit vollstéandig erbracht.
Wir fassen unser Hauptresultat nochmals zusammen.
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Theorem 16.24. Sei R ein euklidischer Ring und M ein endlich er-
zeugter R-Modul. Dann gibt es r € Ny, irreduzible Elemente my, ..., 7,
sowie natirliche Zahlen e(1,7) > -+ > e(s,j) > 0, 7 = 1,...,t, so
dass

12

M = R @T,(M)®- - Tr(M), wobei
Tﬂ'j(M) = R/(’]T;I,J) @ R/(?T?’J) @ . @ R/(W;S,J)‘

Die Zahlen r sowie die Invariantenteiler (und damit auch die Ele-
mentarteiler) sind eindeutig (bis auf Assoziiertheit) durch den Isomor-
phietyp von M bestimmi.

e Ein R-Modul M ist zyklisch, falls M = Rm fiir ein m € M ist. Das
obige Theorem besagt, dass iiber einem euklidischen Ring jeder endlich
erzeugte R-Modul eine direkte Summe von zyklischen R-Modulen ist.
e Der obige Satz gilt allgemeiner fiir Hauptidealringe, wobei der Beweis
dann etwas komplizierter und vor allem nicht mehr algorithmisch ist.

Abschlieflend notieren wir den sogenannten Hauptsatz iiber endlich
erzeugte abelsche Gruppen. Man erinnere sich, dass die endlich erzeug-
ten abelschen Gruppen genau die endlich erzeugten Z-Moduln sind.

Korollar 16.25. Fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe A gibt
es ein r € Ny, sowie Primzahlen py,...,p; sowie natirliche Zahlen
er;>>e;>0,7=1,...,t, so dass
A= ZFeT, (A e - T,(A), wobei
() 2 Z/) L)) @ - B /()

17. ALLGEMEINE UND JORDANSCHE NORMALFORM

Definition 17.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
(a) Seien A, B € K™ ™. Dann heifit A dquivalent zu B, in Zeichen
A~ B, fallses P € Gl,(R) und Q € Gl,,(R) gibt, so dass
B =P 1AQ

gilt.
(b) Seien A, B € M,(K) = K™™. Dann heifit A konjugiert oder
dhnlich zu B, in Zeichen A = B, falls es S € Gl,,(K) gibt, so dass

B=S5"1AS
gilt.

Bemerkung 17.2. Sowohl ~ als auch ~ sind Aquivalenzelationen.
Falls f: V' — W eine lineare Abbildung ist zwischen endlich-erzeugten
K-Vektorraumen mit dim(V) = m,dim(W) = n, so kann man nach
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Wahl von Basen X und Y in V und W die Abbildung f durch ei-
ne Matrix A = Ay xy darstellen. Bei der Wahl anderer Basen X'
und Y’ erhélt man eine zu A dquivalente Matrix B = Ay x/y/, d.h.
B = P71AQ, wobei P und @ die Basisiibergangsmatrizen sind.

Entsprechendes gilt fiir Endomorphismen f: V — V und dem Be-
griff der Ahnlichkeit.

Wir werden im Folgenden in jeder Aquivalenzklasse bez. ~ einen ka-
nonischen Vertreter bestimmen. Diesen Vertreter nennen wir dann die
allgemeine Normalform von A. Auf diese Weise konnen wir entscheiden,
ob zwei gegebene Matrizen A und B konjugiert sind. Wir verwenden
den Struktursatz 16.24 um die allgemeine bzw. Jordan Normalformen
eines Endomorphismus zu bestimmen.

Definition 17.3. Sei A € M, (K) = K™*". Dann heiit die Matrix
My(z) :==2E — A € M,(K]z])
die charakteristische Matrix von A.

Sei V' ein K-Vektorraum, und sei A € Endg (V') fest gewihlt. Be-
trachte wie in Beispiel 16.2(d) V' als K[z]-Modul mittels

Kz xV =V, (f,v)— f-v= f(A)w.

Sei dimg V' < oo. Das Minimalpolynom g4 von A ist ein nicht-triviales
Polynom, so dass p4(A) = 0. Also ist pa -V =0, d.h. V ist ein K[x]-
Torsionsmodul. Als endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist V' endlich
erzeugt, und somit ein endlich erzeugter K[z]-Torsionsmodul. Da K{z]
ein euklidischer Ring ist, konnen wir Theorem 16.24 auf V' anwenden.
Die resultierende Zerlegung des K|[x]-Moduls V' in eine endliche direk-
te Summe von zyklischen K[z]-Torsionsmoduln ist die Grundlage der
allgemeinen Theorie der Normalformen.

Im Folgenden werden wir nicht mehr zwischen A € Endg (V) und
einer darstellenden Matrix A € K™ unterscheiden. Dies stellt zwar
einen kleinen Missbrauch der Notation dar, da die darstellende Matrix
von der Wahl einer Basis in V' abhéngt, vereinfacht jedoch die No-
tationen erheblich. Sdmtlich Definitonen und Resultate sind aber aus
offensichtlichen Griinden davon unabhéingig.

Wenn wir V' als K[z]-Modul mittels einer Matrix A betrachten, dann
schreiben wir im weiteren V' = Vy, um anzudeuten, dass f(x) - v :=
f(A)v fir alle Polynome f € K[z] und alle v € V.

Theorem 17.4. Seien A, B € M, (K). Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:
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(i) A ist konjugiert zu B, in Zeichen, A ~ B.

(i1) Vo ~ Vg als K[z]- Moduln

(i) Klx]"[(Ma(x)) = Kz]"[(Mp(x)) als K[z]-Moduln.

(iv) M 4(x) und Mp(x) sind dquivalent, in Zeichen, Ma(x) ~ Mp(z).
(v) My(z) und Mp(x) haben die selben Elementarteiler.

(vi) M4(x) und Mpg(x) haben die selben Invariantenteiler.

Beweis. ”(i) = (ii)”: Sei B = S~'AS. Betrachte den Homomorphis-
mus

g:Vy— Vg, v+~ S,
Wegen S € Gl,,(K) ist g ein Isomorphismus. Um zu zeigen, dass es ein
Isomorphismus von K[z]-Moduln ist, gentigt es zu zeigen, das g(z-v) =
x - g(v) gilt. Dies zeigt die folgende Rechnung:

g(x-v) = g(Av) = ST Av = STTASS v = BS v =z - g(v).

7(ii) = (i)”: Sei g: V4 — Vp ein Isomorphismus von K [z]-Moduln.
Dann ist g insbesondere eine K-lineare Abbildung und nach Wahl einer
Basis von V' wird ¢ durch eine Matrix S € Gl,(K) dargestellt. Aus
g(z-v) =z g(v) folgt SA= BS, also A= S"'BS.

7(il) <= (iil)”: Wir zeigen, dass Kz]|"/(Ma(z)) ~ V4 als K[zl
Moduln. Sei dazu vy, ...,v, eine Basis von V = V,. Betrachte den
surjektiven K[z]-Modulhomomorphismus

h: Klx]" — Va4,  e;— v,

wobei eq,...,e, die Standardbasis des K[z]" bezeichnet.Wir zeigen,
dass (Ma(x)) im Kern von h liegt. Die j-te Spalte der charakteristi-
schen Matrix Ma(x) ist von der Form (—oqj,..., T — jj, ..., =0y ).
Beziiglich der Basis ey, ..., e, entspricht die j-te Spalte also dem Ele-

ment s; = — Y 1 5 aiie; + (2 — ajj)e; und es gilt

h(s;) = - Z aij0; + (T — a;;)v;

i=1,i#j

= - Z QU4 -+ AU]'
i=1

=0

Damit induziert h eine wohldefinierte surjektive Abbildung
h: K[z]"/{(Ma(z)) — Va.

Um zu zeigen, dass h ein Isomorphismus ist, geniigt es zu beweisen,
dass dimg (K[z]"/(M4(x))) = n ist. Nach dem Elementarteilersatz ist
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Klz]"/(Ma(x))) isomorph zu @, K[z]/(c;(x)) mit Polynomen ¢;(x),
so dass ¢1(z) | ea(x) | ... | en(2x). Es folgt:

c1(x)
dimp (K[z]"/{(Ma(x)) = dimg K[I]"/< >
()

n

= ZdlmK(K[ﬁ]/(Cz(x))

i=1

= deg(ci(x) - cal))
= deg(det(Mu(z))) =n,
wobei die Gleichheit (x) aus folgendem Grund gilt. Die Matrizen M (z)
und diag(ci(x), . .., cu(x)) sind dquivalent, d.h. es gibt P, Q € Gl,,(K|[z])
mit diag(cy(z),...,cu(z)) = P *Ma(2)Q. Wegen det(P),det(Q) €
K[z]* = K* folgt die Behauptung aus der Multiplikativitéat der Deter-
minante.

Die Aussagen (iii), (iv), (v) und (vi) sind allesamt dquivalente Um-
formungen des Elementarteilersatzes. 0

Im letzten Beweis haben wir insbesondere das folgende Lemma sowie
Teil (a) von Lemma 17.6 bewiesen.

Lemma 17.5. Seien A € M, (K). Dann induziert die kanonische Ab-
bildung K|x]" — V4 einen Isomorphismus

Kla]" [(Ma(x)) =~ Va.

Lemma 17.6. Secien A € M, (K) und c¢i(z) | ca(x) | ... | cu(x) die
Polynome aus dem Elementarteilersatz, so dass

Kla]"[{Ma(z)) ~ @K[ﬂf]/(ci(w))

gilt. Dann gilt:

(a) xa(z) = [T ci(z).

(b) pa(x) = ca(x).
Beweis. (a) wurde im Beweis von Satz 17.4 bereits bewiesen. (b) folgt
aus

Va = Klz]"/(Ma(2)) =~ @ Klzl/(ci(x))

zusammen mit ¢;(x) | ¢, (z). O
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Der Satz 17.4 rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 17.7. Sei A € M, (K). Seien g;(z), ..., g,(x) die Elementar-
teiler von M 4(x). oE seien die g; normiert. Dadurch sind die g; durch A
eindeutig bestimmt (nicht nur bis auf Einheiten in K[z]). Wir nennen
die g; im weiteren auch die Elementarteiler der Matrix A. Analog be-
zeichnen wir die normierten Invariantenteiler von My (z) auch als die
Invariantenteiler von A.

2

Beispiel 17.8. Die Matrix A = ( é 13 ) € M5(Q) hat die charak-

teristische Matrix

Mae) = (P51 Ty ) € (i),

Man berechnet ¢;(z) = 1,c3(z) = (x — 1)(x — 13) — 10. Die Matrix

B = ( (1) ; ) € M5(Q) hat die charakteristische Matrix

i) = (51,7 ) € Ml

c(x) =1,c(x) = (z — 1)(z — 2).
Die Matrizen A und B sind also nicht dhnlich.

Zug(x) =2"+a, 12" '+ ...+ a1x + ap € K[z],deg(g) =n > 1,
betrachte

0 —Qo
10 —a1
1 —Qa9
B, =
0 —Aap—2
1 —0p—1

Fir n =1 ist B, = (—ap). Wir nennen B, die Begleitmatrix zu g.

Lemma 17.9. Sei g(z) = 2"+a, 12" '+.. . +a1z+ag € K[z],deg(g) =
n > 1 und B = B, die Begleitmatriz. Dann gilt:
(i) Das charakteristische Polynom von B ist gegeben durch xp(x) =
9(x).
(i1) Es gilt:
1

9
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Beweis. Ubung. O

Korollar 17.10. Es seien g1(x), ..., g.(x) € K[x] normierte Polynome
vom Grad > 1 mit

gi | giv1, 1=1,...,r—1.
Sei

B=DBy .4 = € M,(K),
Bg'r'
wobein =Y., deg(gi(x)). Dann hat B die Elementarteiler gi, ..., g,.

Beweis. Es gilt

xE — By,
Mp(x) =
rE — B,
1
1
g1
1
1
gr
1
1
g1
9r
Die erste Aquivalenz folgt hierbei aus dem Lemma 17.9, die zweite
durch einfache Zeilen- und Spaltenvertauschungen. 4
Theorem 17.11. (Frobeniussche Normalform) Sei A € M, (K). Dann
ist A zu genau einer Matrix By, . 4. dhnlich, wobei g1, ..., g, normierte
Polynome vom Grad > 1 sind mit ¢; | g2 | ... | g-. Die Polynome
g1, - - -, g sind hierbeir genau die Elementarteiler der charakteristischen

Matriz Ma(x).
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.....

folgt dies sofort aus dem Satz 17.4. O
Beispiel 17.12. Sei

A= € M,(Q).

S O =
o N O
— w o

Dann zeigt man mit dem Algorithmus aus dem Elementarteilersatz,
dass
1 0 0
Mpy(z)~| 0 z—1 0
0 0 (r—1(z—2)
Also hat die Frobeniussche Normalform zwei Késtchen korrespondie-
rend zu z — 1 und (z — 1)(z — 2) = 2> — 3z + 2 und ist von der Form

1
0 -2
1 3
Lemma 17.13. Sei g = hy - - - hy, ein Produkt von paarweise teilerfrem-
den Polynomen hy, ... hy € K|x] vom Grad > 1. Dann gilt:
By,
B, ~
By,
Beweis. Es sei
By,
By,

k

1

h

hy,

Es ist also zu zeigen, dass H(x) die selben Elementarteiler wie Mg (x)
hat, ndmlich g. Nun sind die Elementarteiler von H(z) per Definiton
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genau die Elementarteiler von K[z|"/(H(x)). Es gilt
Klz]"/(H(z)) ~ Klz]/(hi(z)) @ ... & K[z]/(he(x))
~ K[)/(9(a).
Die zweite Isomorphie folgt hierbei aus dem Chinesischen Restsatz. An

dieser Stelle geht die paarweise Teilerfremdheit der Polynome h; ein.
Also hat H(z) nach Satz 16.16 den Elementarteiler g. O

Theorem 17.14. (Weierstrafische Normalform) Sei A € M,,(K). Dann
gibt es ein bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmtes System hq, ..., hy,

von Potenzen normierter irreduzibler Polynome, so dass A zu der Ma-

triz

By,
dhnlich ist. Die Polynome hy, ..., h, sind hierbei genau die Invarian-
tenteiler der charakteristischen Matriz My (x).

Beweis. Seien g, ..., g, die Elementarteiler von A. Nach dem Frobeni-
usschen Normalformensatz gilt

B

g1
(4) A=
B

am
Schreibe nun wie beim Ubergang von Elementarteilern zu Invarianten-
teilern (siehe Lemma 16.23) g; = hj; - - - h;,, mit Potenzen von paar-

weise verschiedenen irreduziblen Polynomen. Dann gilt wegen Lemma

17.13
B,
By, ~
By,
Zusammensetzen gemif (4) vervollstandigt den Beweis. O

Beispiel 17.15. (1) In Beispiel 17.12 ist die Weierstraische Normal-
form gegeben durch

1
0
0

O = O
N OO

(2) Seien
gi(z) = z—1,
@) = (z—1)(r—2) =232 +2,
g(r) = (2—1D(z—-2)(r—3)=2°—62>+11z -6
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die Elementarteiler einer Matrix A € Mg(Q). Dann ist die Frobenius-
sche Normalform gegeben durch

1

0 -2

1 3
00 6
1 0 —11
01 6

Die Weierstrafische Normalform ist gegeben durch

1

O =
N O

SO =
O NN O
w o o

(3) Seien

ax) = (z+1)2=2>+2z+1,
g(z) = z(z+1)?=2"+222 +2.

die Elementarteiler einer Matrix A € Mg(Q). Dann ist die Frobenius-
sche Normalform gegeben durch

0 -1

1 -2
00 0
10 -1
01 —2

Die Weierstrafische Normalfrom ist gegeben durch

0 -1

0 -1
1 -2
0]
1 -2

Falls K ein algebraisch abgeschlossener Korper ist (z.B. K = C),
so kommen als Invariantenteiler nur Potenzen von linearen Polynomen
vor. Sei also

h(z)=(zr—a), e>1.
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Lemma 17.16. Sei K beliebig und h(z) = (x — ), e > 1. Dann gilt:

Qo 0

1l «o 0

By~ J(a,e) = :
a 0

1 «

Fiire =1 ist J(a,e) = (a).
Beweis. Mit dem Algorithmus aus dem Elementarteilersatz zeigt man
1

MJ(a,e) (SL’) ~ 1
(z — )
(siche Ubung). Mit Satz 17.4 folgt dann die Behauptung. O

Matrizen der Form J(a, e) nennen wir eine Jordanmatrix oder auch
ein Jordankéstchen.

Theorem 17.17. (Jordansche Normalform) Sei A € M, (K) und das
charakteristische Polynom x a(x) zerfalle vollstindig in Linearfaktoren.
Dann gibt es ein bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmtes System
von Jordanmatrizen Jy, ..., J,, so dass
Ji
Ax
I

Beweis. Wegen Lemma 17.6 ist

xalo) = [T eito).
i=1
Also zerfallen die Elementarteiler vollstéindig in Linearfaktoren. Die
Invariantenteiler h; von A sind Teiler der ¢;(x) und zerfallen daher
ebenfalls vollstandig in Linearfaktoren, d.h.

(5) hj(x) = (x — a;)9.
Damit folgt die Behauptung aus Lemma 17.16. O

Bemerkung 17.18. (1) Wegen
xa(@) =[] hi@) = [[(& =)
J

J
sind die «; genau die Eigenwerte von A.
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(2) Aus der Jordanschen Normalform ldsst sich auch das Minimal-
polynom direkt ablesen. Sortiere dazu die Jordankéstchen nach Eigen-
werten und Grofe,

J(ala 61,1)

J(O{I; 61,n1)

J(a/w 65,1)

J(a57 elyns)
mit e;1 < e 0 < ... < ey, Dann gilt:

s

pa(e) = [ [ (@ = a)er.

i=1
(3) Falls xa(x) vollstédndig in Linearfaktoren zerfillt, so sind die fol-
genden drei Aussagen dquivalent:

(i) A ist diagonalisierbar.
(ii) Die Jordansche Normalform ist eine Diagonalmatrix.
(iii) Jedes Jordankistchen hat Rahmengrofie 1.

Beweis: Ubung.
Beispiel 17.19. (1) In Beispiel 17.15(2) ist die Weierstrafische Nor-

malform gleich der Jordanschen Normalform.
(2) In Beispiel 17.15(3) ist die Jordansche Normalform gegeben durch

-1 0
1 -1

18. INNERE PRODUKTRAUME

Wir betrachten K-Vektorrdume V', wobei K = R oder K = C ist;
unser Ziel ist, einen Begriff der Léange sowie des Winkels zwischen zwei
Vektoren einzufithren. Wir verwenden dazu Funktionen ¢ : V xV — K,

die ein sogenanntes inneres Produkt auf V' definieren. Zum Beispiel: Ist
K =R? v, = (a1, ) und vy = (B, 32), so definiert

¢ R? x R? — K, ¢(vi,v2) = oq 1 + azfs
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eine solche Abbildung. Meist werden wir (v, ve) := ¢(vy, va) schreiben,

wobei die Bedeutung stets aus dem Kontext hervorgeht. Oftmals wird

in der Literatur auch die Schreibweise (vq,v9) := ¢(vy1,v9) verwendet.
Ein offensichtlicher Begriff der Léange von vy ist

[or[|= /i + a3 = v/ (v1,01) 20,

und der Winkel v zwischen zwei Vektoren vy # 0 # vq ist durch

(v1,v2) = cos(7) || vr [[[| o2 |

bestimmt. Die analogen Formeln gelten fiir R"™.
Im folgenden betrachten wir nur Vektorrdume iiber den Korpern R
oder C; wir bezeichnen einen solchen Vektorraum als K-Vektorraum.

Definition 18.1. Sei V ein K-Vektorraum. Ein inneres Produkt (oder
Skalarprodukt) auf V' ist eine Abbildung ¢: V' x V' — K| die einem
Paar von Vektoren vy, vy € V' einen Skalar (v, vs) := ¢(vq,v2) zuord-
net, so dass folgende Regeln gelten

(1) (014 v2,v3) = (v1,v3) + (v2, v3),

(2) (avy,v9) = a(vy,v2), a € K,

(3) (va,v1) = (v1,v9) (komplexe Konjugation),

(4) (v1,v1) > 0und (vy,v1) =0 < v, = 0.
Ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum (bzw. C-Vektorraum) V', zu-
sammen mit einem fest gewahlten inneren Produkt ist ein euklidischer
(bzw. unitdrer) Vektorraum.

e Aus (1)-(3) folgt, dass fiir jedes innere Produkt gilt
(5)  (v1, vy + v3) = @(vy, v9) + (v1,v3).

e Die Eigenschaften (1), (2) und (5) bestimmen eine sogenannte Ses-
quilinearform (d.h., additiv in beiden Variablen, linear in der ersten
und semilinear in der zweiten Variable). Man nennt eine Sesquiline-
arform hermitesch, wenn (3) gilt. Eine hermitesche Sesquilinearform
nennt man positiv definit, wenn (4) gilt.

e Fiir alle v € V gilt stets (0,v) = (v,0) = 0. Dies folgt aus (0,v) =
(w —w,v) = (w,v) — (w,v) = 0, wobei hier w € V' beliebig ist.

e Wegen der hermiteschen Eigenschaft (3) folgt fiir alle v € V' die Glei-
chung (v,v) = (v,v) und damit (v,v) € R. Die Bedingung in (4) ergibt
also Sinn.

e Sei K = C, so schreibe fiir vy, vy € V' den Skalar (v, vy) als

(v1,v2) = Re(vy,vq) + ilm(vy, va).
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Fiir eine komplexe Zahl z gilt Im(z) = Re(—iz), also ist Im(vy,vy) =
Re(—i(v1,v2)) = Re(vq,1v4), und es folgt
(v1,v9) = Re(vy,v2) + Re(vq,1v9),
d.h. das innere Produkt ist durch seinen ‘Realteil” Re( , ) bestimmt.

Beispiele 18.2. (a) Sei K = C und V = C". Sind v; = (aq,...,ay)
und v, = (f1,...,5,) in V| so definiert

1117 U2 Z Oézﬁz

ein inneres Produkt. Im Fall K =R hefert die entsprechende Formel

U17 U2 Z a; B

das iibliche euklidische Skalarprodukt. Wir nennen diese inneren Pro-
dukte auch das Standardskalarprodukt auf R™ bzw. C".

(b) Sei V' der Vektorraum der stetigen komplexwertigen (oder reellwer-
tigen) Funktionen auf dem Einheitsintervall [0, 1]. Dann definiert

(f.9) = / (gt

ein inneres Produkt auf V. Die Stetigkeit geht beim Nachweis von (4)
ein.

(c) Ist V = R2, v; = (a1, ) und vy = (B, B2) und B = ( —11 _41 )

Dann definiert

(v1,v2) == V] Bug = a1 81 — aaffi — a1 B2 + 4B
ein inneres Produkt auf V. Wegen (vy,v1) = (o — ag)? + 303 gilt
(vi,v1) > 0 und (v1,v1) = 0 & v; = 0; die Bedingungen (1)-(3) sind
offensichtlich.
(d) Sei V' = M, (K) der K-Vektorraum aller n x n-Matrizen. Fiir Ma-
trizen A, B € V definieren wir
(A, B) :=Tr(AB"),

wobei B* := B'. Die Eigenschaften eines inneren Produkt lassen sich
leicht nachrechnen. Zum Beispiel erhélt man die positive Definitheit

aus
(A, A) = Tr(AA") ZZO"UQ” ZZMUP’

i=1 j=1 i=1 j=1
wobei hier A = («;) ist.
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Lemma 18.3. Seien V. W K-Vektorriume, und sei ( , ) ein inneres
Produkt auf W. Ist A 'V — W eine injektive lineare Abbildung, so
definert pa(vy,vy) = (Avy, Avy) ein inneres Produkt auf V.

Bewers. Leichtes Nachrechnen; die Injektivitédt geht beim Nachweis von
(4) ein. O

Beispiele 18.4. (a) Sei V ein K-Vektorraum mit Basis ay, ..., a,. Ist
é1,...,e, die Standardbasis von K" und ist A : V — K" die linea-
re Abbildung mit a; — €;, i« = 1,...,n (d.h. A ist der ‘natiirliche’
Isomorphismus V' = K™ bzgl. der gegebenen Basis), so ist

pA(Z @y, Z Brax) = Z ;8.
g k Jj=1

Insbesondere gibt es zu jeder Basis von V' ein inneres Produkt auf V'
mit (a;,a;) = 0;;; man kann leicht sehen, dass es genau ein solches
inneres Produkt gibt; wir werden zeigen, dass jedes innere Produkt auf
V' das innere Produkt einer Basis ist.

(b) Sei V' der Vektorraum von Beispiel 18.2(d). Ist W = V', und ist
AV — W die Abbildung ‘Multiplikation mit ¢’, d.h. (Af)(t) =
tf(t), 0 <t <1,soist Alinear (Nachrechnen) und injektiv (ist Af = 0,
so ist tf(t) = 0 fiir ¢ > 0; da f stetig ist, folgt f(0) = 0, und somit
f=0). Mit Lemma 18.3 ergibt sich ein inneres Produkt

palfog) = / £ () gDt = / F (gt

Definition 18.5. Sei V ein K-Vektorraum mit einem inneren Produkt
(, ). Fiir v € V definiere die Norm (oder ‘Lénge’) von v als

| v ||=+/(v,v) > 0 (positive Quadratwurzel) .
Lemma 18.6. Sei V' ein K-Vektorraum mat einem inneren Produkt
(,). Sindvy,ve €V und a € K, so gilt
(a) [l oy [|= laf [ v |,
(b) l'v1 |> 0 fiir 0 # vy,
(¢) [(v1,v2)] < || vi |||l vo |l (Cauchy-Schwarz Ungleichung),
(d) |vr+va || < o || + || ve || (Dreiecksungleichung).

Beweis. (a) und (b) folgen leicht aus den Definitionen. Betrachte (c):
Ist v; =0, so ist (0,v9) = 0, d.h. (c) gilt in diesem Fall (fiir jedes vy).
Ist v1 # 0, so setze

Vg, v

( 2 12) V1.

[ ou |l

Vg = Vg —
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Dann ist (v3,v;) = 0 und (c) folgt unter Verwendung von 2%z = |z|? aus
der Ungleichung

0 < |lvs "= (vs,03) = (vs,2)
2
Vg, U1 T
(v2,v2) — H(Uz,m) = vs |I? _%.

Mittels (c) folgt mit z +Z = 2Re(z) und Re(z) < |z]
forto [ = [lon [* +(v1,02) + (v, 01)+ [ 02 |2
= [lve |* +2Re(vr, v2)+ || v2 |12
< o P +2f(or, 02)[+ [ 02 |2

Cc

< o P42 o HFoe I+ 1oz 2
(I on ll+ 1oz (D2
Dies zeigt || v +vq || < || v1 || + || v1 || und beweist (d). O

—
N

Definition 18.7. Sei V' ein K-Vektorraum mit innerem Produkt ( , ).
Zwei Vektoren vy, v € V sind orthogonal, falls (vy,vy) = 0 ist. Eine
Menge M C V von Vektoren ist eine orthogonale Menge, falls je zwei
verschiedene Vektoren in M orthogonal sind. Eine orthogonale Menge
M ist orthonormal, falls || v ||= 1 fiir alle v € M.

e Der Nullvektor 0 ist orthogonal zu jedem Vektor in V', und der einzige
Vektor mit dieser Eigenschaft.

e Eine orthonormale Menge besteht aus paarweise aufeinander senk-
rechten Vektoren der Lange 1.

Beispiele 18.8. (a) Die Standardbasen von R™ und C" sind orthonor-
male Mengen bzgl. dem Standardskalarprodukt.

(b) Sei V= C™" und sei E;; € V die Matrix mit 1 an der Stelle (3, j)
und 0 sonst. Die Menge M = {E;; | i,j = 1,...,n} ist eine orthonor-
male Menge bzgl. des inneren Produkts von Beispiel 18.2(c), da

(E E ) tr(-EijEsr) = 6js(5ir.

59

Lemma 18.9. Sei V' ein K-Vektorraum mit inneren Produkt ( ). Ei-
ne orthogonale Menge M C V' wvon nicht-trivialen Vektoren ist linear
unabhdngig.

NB. Der Beweis zeigt: Sind vy, ..., v, nicht-triviale orthogonale Vek-
toren und v eine Linearkombination der v;, so gilt

ZM’
e 2
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Beweis. Sei M C V eine orthogonale Menge von nicht-trivialen Vek-
toren, und seien v, ..., v, verschiedene Vektoren in M. Angenommen
v = Z?:l a;v;. Da die vy, ..., v, orthogonal sind, folgt

(v, vx) ZO‘ Vi, Ug) Zaz (vi, vk) = (v, Vi)

Nach Annahme ist vy # 0, also ist (v, vx) = vk [|?# 0 und deshalb

o, Y 5 firl<k<n
| ok |l
Ist v =0, soist (v,v5) = (0,v,) =0und ap, = 0 fir alle k =1,...,n
Also ist M eine linear unabhéngige Menge. U

Theorem 18.10. (Gram-Schmidt) Sei' V' ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum mit einem inneren Produkt. Dann hat V' eine orthonormale
Basis.

NB. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und a4, . . ., a, eine
Basis von V. Das mittels ay, . . ., a,, definierte innere Produkt (vgl. 18.4)

O s, > Bray) = > ;B
] % =

hat die Eigenschaft, dass die gegebene Basis eine Orthonormalbasis
bzgl. dieses inneren Produkts ist. Theorem 18.10 besagt, dass jedes
innere Produkt auf V' von dieser Form ist: Ist (, ) ein inneres Produkt
auf V', so gibt es eine Basis by, ...,b,, die bzgl. (, ) orthonormal ist.

Wegen (b;,b;) = 6;; gilt dann (3, a;bs, > Brbr) = 377, aﬁj.

Beweis. Der Beweis ist algorithmisch. Sei bq,...,b, eine Basis von
V. Wir konstruieren zunéchst aus by,...,b, eine orthogonale Basis
ai, ..., a,. Setze dazu a; := b;. Wir nehmen an, dass wir bereits nicht-
triviale aq, ..., a; fiir k¥ < n konstruiert haben mit den Eigenschaften
(l) (ai,aj) :0,]. < Z,j < k,l?é]
(11) a; € <b1,...,bk>,i =1,...,k.

Setze nun

k
apt1 = b1 — E Aia;

i=1
mit noch zu bestimmenden \; € K. Aus den Bedingungen (a1, a;) =0
erhalt man
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Nach Konstruktion sind (i) und (ii) automatisch erfiillt. Wére a1 = 0,

so wiirde folgen: b1 € (ai,...,ax) € (b1,...,br) im Widerspruch
dazu, dass by, ..., b, eine Basis ist.

Auf diese Weise konstruieren wir eine orthogonale Menge {ay, ..., a,},
die nach Lemma 18.9 linear unabhéngig ist. Insbesondere ist {as, ..., a,}
eine Basis.

Abschlieflend normieren wir die a; auf Lange 1, d.h. wir setzen

/ a;
a/Z -: I
I ai |l
Dann ist af, ..., a, eine Orthonormalbasis.

O

Definition 18.11. Sei V ein K-Vektorraum mit innerem Produkt (', ).
Ist M C V eine Teilmenge, so ist das orthogonale Komplement von M
definiert durch

M+ :={veV | (v,m)=0firalleme M} CV.
e Fiir jede Teilmenge M C V ist M+ C V ist ein K-linearer Unterraum.

Lemma 18.12. Sei V' ein K- Vektorraum mit einem inneren Produkt.
Ist U CV ein linearer Unterraum mit dimg U < 0o, so gilt

(a) V=UeaU",
(b) (UH:=U.

Wir schicken dem Beweis folgende Vorbemerkung voraus:

Bemerkung 18.13. Sei W ein K-Vektorraum der Dimension n < oo
mit innerem Produkt. Sei wq,...,w, eine Orthonormalbasis von W
und w € W. Dann gilt:

n

w = Z(w,wi)wi.

i=1

Beweis. Sei w =), a;w;. Dann folgt

(w,w;) = (Z QW wj) = Zai(wi,wj) = q;.
i=1 i=1
U

Beweis. (zu Lemma 18.12)(a): Wir zeigen zuniichst V = U + U+. oE
sei dazu v € V' \ U. Nach Theorem 18.10 hat der Unterraum U eine
Orthonormalbasis aq, . .., a,,. Ergdnze nach dem Verfahren von Cram-
Schmidt ay, . .., a, zu einer Orthonormalbasis ay, ..., a,,w von (U, v).



147

Insbesondere ist w € U+. Nach der Vorbemerkung ist

n

v = Z('U,ai)ai + (v,w)w € U + U™
i=1
Es ist nun noch zu zeigen: U N U+ = (. Sei dazu v € U N U+. Dann
folgt (v,v) =0, also v = 0.
(b): Nach Definition ist

(UH) ={v eV | (v,w) =0 fiir alle w € U*}.

Die Inklusion U C (U+)* ist daher offensichtlich. Sei umgekehrt v €
(U+)*. Schreibe wie im Beweis zu Teil (a)

n

v = Z(v,ai)ai + (v,w)w € U + U™
i=1

Dann ist (v, w) = 0 und daher v € U. O

19. LINEARE FUNKTIONALE UND ADJUNGIERTE

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einem inneren
Produkt (,). Wir charakterisieren die linearen Funktionale auf V', d.h.
die Elemente von V* := Homg(V,K), und definieren zu jedem Endo-
morphismus f : V — V eine Abbildung f*: V — V so dass gilt

(f(v1),v2) = (v1, f*(v2)).

Gilt f = f*, so ist f selbstadjungiert; die selbstadjungierten Endo-
morphism bilden eine wichtige Klasse von linearen Abbildungen mit
speziellen Eigenschaften.

Sei V' ein K-Vektorraum mit innerem Produkt (, ). Da das innere
Produkt linear in der ersten Variable ist, definiert fiir ein festes w € V'

fu: V=K, v fiu,(v) = (v,w)

ein Element von V* = Homg(V, K). Das néchste Lemma besagt, dass
alle linearen Funktionale auf V' von dieser Form sind.

Lemma 19.1. Se: V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit in-
nerem Produkt ( , ), und sei f € V* = Homg(V,K). Dann gibt es
emnen eindeutig bestimmten Vektor w € V', so dass gilt

f) = fu(v) = (v,w), veV.

Beweis. Sei {ay,...,a,} eine Orthonormalbasis von V. Setze

w=3"Fa) o
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Fiir das durch den Vektor w definierte lineare Funktional f, gilt

fuwla;) = (aj, Zmai) = (aj, f(aj)a;) = f(a;);

da f und f, auf einer Basis iibereinstimmen, folgt f = f,. Ist w’' € V
ein weiterer Vektor mit f(v) = f,(v) = fur(v), so gilt (v,w) = (v, w’)
und damit (v, w —w’) = 0 fiir v € V; der Spezialfall v = w — w’ liefert
(w—w,w—w") =0, also ist w = w'. O

Beispiel 19.2. Das folgende Beispiel zeigt, dass die die Aussage von
Lemma 19.1 fiir unendlich-dimensionale K-Vektorraume im Allgemei-
nen nicht gilt. Sei V' = C[z]| der C-Vektorraum der Polynome, zusam-
men mit dem durch die Formel

(hq) = / Pt

definierten inneren Produkt. Sei z € C fest gewédhlt und L € V* die
Abbildung p — p(z). Angenommen es gibt ein ¢ € V', so dass gilt

L(p) = (p.q), peV.
Betrachte h(x) := z — 2z € V. Fiir jedes p € V ist h(2)p(z) = 0, so dass

0= L(kw) = (hp.a) = | HO(aT0I

Dies gilt insbesondere fiir p = hq:; es folgt

0= / Ot a(t)a(B)dt = / IO Pla()dt

und weiter hg = 0. Da h # 0 ist, ist dann ¢ = 0, und die Annahme
L(p) = (p, q) impliziert L : p — p(z) = (p,0) = 0 ist das triviale lineare
Funktional, Widerspruch.

Proposition 19.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
mit einem inneren Produkt ( , ), und sei f € Endg (V). Dann gibt
es einen eindeutig bestimmten Endomorphismus f* € Endg(V), so
dass

(f(v1),v2) = (v, f*(v2)), vi,v2 €V.

Beweis. Sei v € V ein Vektor. Dann definiert g(w) = (f(w),v) ein
lineares Funktional auf V', und nach Lemma 19.1 gibt es einen eindeutig
bestimmten Vektor v' € V mit g(w) = f(w) = (w, ') fir alle w € V.
Setze f*(v) = v'. Diese Konstruktion bestimmt f* eindeutig und liefert

(fw,v) = g(w) = fu(w) = (w,v') = (w, f*v).
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Es bleibt zu zeigen, dass f* linear is. Fiir vy, ve,v3 € V ist

(v1, f*(v2 +v3)) = (f(v1),v2 +v3) = (f(v1),02) + (f(v1),03) =
= (v1, f*(v2)) + (v1, [*(v3)) = (v, [*(v2) + [*(v3)),
Damit ist 0 = (vy, f*(v2 +v3) — (f*(v2) + f*(v3))) fur vy € V; dies gilt
insbesondere fiir vy = f*(votuv3)—(f*(v2)+f*(v3)), so dass f*(vytv3) =
f*(ve) + f*(v3). Ist a € K ein Skalar, so folgt aufgrund von
(v1, f*(ava)) = (f(v1), ave) = a(f(v1),v2)) =
a(v, f*(v2)) = (v1, f*(v2))

genauso f*(awvg) = af*(ve). O
Lemma 19.4. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit in-
nerem Produkt ( , ). Dann gilt:

(a) Ist f € Endg(V), und ist A = (ou;) die Matriz von f bzgl. einer

Orthonormalbasis {ay, ..., a,}, so ist oy = (f(ay),a;).

(b) Hat f bzgl. einer Orthonormalbasis die Matriz A = (ay;), so hat
f* bzgl. dieser Basis die Matriz A* = (a;) (komplex konjugiert

Transponierte).
Beweis. (a): Da ay, ..., a, einen Orthonormalbasis ist, gilt fir v € V
n
v = Z(U7 a‘i)a2'7
i=1

sieche Bemerkung 18.13. Die Matrix A ist definiert durch
flag) = aias.
i=1

Aus der ersten Formel ergibt sich f(a;) = >, (f(a;), a;)a;, und Ko-
effizientenvergleich mit der zweiten Formel zeigt o,; = (f(a;), a;).
(b): Sei ay,...,a, eine Orthonormalbasis. Sind A = (o;;) und A* =
(Bij) die Matrizen von f und f* bzgl. dieser Basis, so gilt nach (a)

ai; = (f(aj), ;) und B;; = (f*(a;), a;).

Nach Definition von f* gilt fiir diese Eintrage
Bij = (f*(ay), ai) = (a;, [*(a;)) = (f(a;), a;) = @i

O

Definition 19.5. Sei V ein K-Vektorraum mit innerem Produkt ( , )
(nicht unbedingt endlich-dimensional), und sei f € Endg(V). Dann
hat f eine Adjungierte f*, falls es ein f* € Endg (V) gibt, so dass

(f(v1),v2) = (v, f*(ve)) fur alle vy, vy € V.
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e Ist dimg V' < o0, so hat jedes f € Endg(V) eine Adjungierte.
e Existiert eine Adjungierte f*, so ist diese eindeutig bestimmt.
Beispiele 19.6. (a) Sei V = K™". Fir A = (a;;) € V bezeichne
A* = (a;;) € V die komplex konjugiere transponierte Matrix. Betrachte
V mit dem innerem Produkt (A, B) = tr(B*A) von Beispiel 18.2(c).
Ist M € V eine fest gewédhlte Matrix, so definiert Linksmultiplikation
mit M, Ly :V —V, A— MA, eine lineare Abbildung. Es gilt
(Ly(A),B) = tr(B*(MA)) = tr(MABY)
= tr(AB*M) = tr(A(M*B)*) = (A, Ly+(B))
( ies Verwendet tr(CD) = tr(DC) und (CD)* = D*C*), also ist
(b) Sei V' = (C[ ] mit dem innerem Produkt von Beispiel 19.2. Fiir

f =" aat, schreibe f = 3" @a’, dh. f(t) = f(t) fiir ¢ veell.
Fir f € V fest ist die Abbildung M 7V =V, p— fp linear. Es gilt

_ / FOp(t)gydt = / PO F Dt = (0. My(q)),

d.h. M5 ist die Adjungierte zu Mj.

(c) Sei V. = R" verschen mit dem Standardskalarprodukt (z,y) =

Yo wiy; = aly. Sei A € M,(R) und fa(z) := Az. Dann gilt:
(fA(x)uy) = (AZL',y) = xtAty = (vaty)

Also ist i = far.

(d) Sei V' = C™ versechen mit dem Standardskalarprodukt (z,y) =

S, 2y; = x'y. Dann erhélt man auf analoge Weise f4 = fa-.

(e) Dieses Beispiel zeigt, dass es fiir unendlich dimensionale Vektorraume
im Allgemeinen keine adjungierte Abbildung gibt. Sei dazu V = K][z]
wie in Beispiel(b). Betrachte die lineare Abbildung

DV =V p:iaixin/:iiaixi_l

i=0 i=0
Dann gibt es zu D keine adjungierte Abbildung. Beweis: Ubung.

Die Beispiele zeigen, dass der Ubergang f + f* dhnliche Eigenschaf-
ten hat, wie die Konjugation von komplexen Zahlen. Genauer gilt:

Lemma 19.7. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit in-
nerem Produkt ( , ). Sind f,g € Endg(V), und a € K, so gilt

(a) (f+9)* = [f"+g",
(b) (af)* =af~,
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(c) (f9)" =g [,
(d) (f) = 7.
Beweis. Die erste Aussage (a) folgt aus

((f +9)(v1),v2) = (f(v1) + g(v1),v2) = (f(v1),v2) + (g(v1), v2)
= (v1, f*(v2)) + (v1, 9" (v2)) = (v1, f*(v2) + g (v2)) = (v1, (f* + g
(b

und der Eindeutigkeit der Adjungierten. Die zweite Behauptung
eine leichte Ubung, und (c) bzw. (d) ergeben sich aus

((fg)(v1),v2) = (g(v1), [*(v2)) = (v1, 97" (v2)),

)( ))
) is

und

(01, [ (v2)) = (f*(v1), v2) = (02, f*(v1)) = (f(v2), 01) = (v1, f(v2))
U

Sei V ein C-Vektorraum mit dime V' < 0o und einem innerem Pro-
dukt. Fiir einen Endomorphismus f € Endc(V) setze

1 . 1 «
flz—(f+f)Ude2:—.(f—f ).
Dann sind f1, fo eindeutig bestimmt, es gilt f; = f;, fo = f5, und
f=h+ifs

d.h. f hat einen ‘Realteil’ und einen ’'Imaginérteil’. Ist f = f*, so ist
f = f1; die Analogie zwischen f +— f* und z — Z suggeriert, dass sich
ein f € Endg(V) mit f = f* “4hnlich wie eine reelle Zahl” verhlt.

Definition 19.8. (a) Sei V ein K-Vektorraum mit innerem Produkt.
Dannist f € Endg (V) selbst-adjungiert, falls eine Adjungierte existiert
und f = f* ist.

(b) Eine Matrix (a;;) € K™™ mit o;; = @j; nennt man symmetrisch

(falls K = R) und hermitesch (falls K = C).

Sei V' von endlicher Dimension.
e f € Endg(V) ist genau dann selbst-adjungiert, wenn die Matrix von
f bzgl. einer Orthonormalbasis symmetrisch (K = R) bzw. hermitesch
(K =C) ist.

o Ist f = f* sogilt (f(v),v) = (v,f(v)) = (f(v),v), d.h. fiir einen
selbst-adjungierten Endomorphismus f ist (f(v),v) € R fur allev € V.

Im Fall K = C charakterisiert die Bedingung (f(v),v) € R firv € V
selbst-adjungierte Endomorphismen:
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Lemma 19.9. Sei V' ein C-Vektorraum mit innerem Produkt ( , ). Sei
f € Endc(V). Dann gilt:

(f(v),v) €R firaleveV «— f=f"
Beweis. Ubung. 0

20. PosiTivE ENDOMORPHISMEN

Sei V' ein K-Vektorraum mit innerem Produkt, und sei f € Endg (V).
Betrachte die Abbildung p: V x V' — K, die einem Paar von Vektoren
vy, v den Skalar (f(vq),ve) zuordnet. Wir mochten notwendige und
hinreichende Bedingungen dafiir angeben, dass p ein inneres Produkt
definiert. Da (, ) linear in der ersten Variable ist, ist p(vy, v2) linear
in der Variable vy, und die Bedingungen (1) und (2) fiir ein inneres
Produkt sind erfiillt. Die verbleibenden Bedingungen (3) und (4) sind

p(v,v2) = plvz,v1),
p(vi,v1) > 0 fir vy #0.

Wegen p(v1,v2) = (f(v1),v2), p(v2,v1) = (f(v2),v1) = (v1, f(v2)), und
p(v1,v1) = (f(v1),v1), definiert p genau dann ein inneres Produkt, wenn

f(v1),v2) = (v1, f(v2)),
(#) Ef(’ul),vl) > éﬁirgllg)vl;éo.

Definition 20.1. Sei V' ein K-Vektorraum mit innerem Produkt ( , ).
Dann ist f € Endg (V) positiv, wenn die Bedingungen (#) erfiillt sind.

e Nach Definiton ist f € Endg (V') genau dann positiv, wenn p(vy, va) =
(f(v1), v2) ein inneres Produkt definiert; insbesondere ist dann (f(v),v) €
R fiir alle v € V.

e Die erste Bedingung in (#) besagt, dass f = f* ist. Aquivalent kann
man also sagen, dass f selbst-adjungiert ist.

e Im Fall K = C ist ein Endomorphismus f selbst-adjungiert genau
dann, wenn (f(v),v) € R fiir v € V ist, siche Lemma 19.9. Also ist in
diesem Fall f genau dann positiv, wenn (f(v),v) > 0 fiiralle0 #£ v € V.

In Fall endlicher Dimension lassen sich alle inneren Produkte mittels
positiver Endomorphismen beschreiben:

Lemma 20.2. Sei V' ein endlich-dimensonaler K- Vektorraum mit in-
nerem Produkt ( , ). Ist ¢ ein beliebiges inneres Produkt auf V', so gibt
es einen eindeutigen positiven Endomorphismus f € Endg (V') mit

¢(v1,v2) = (f(v1),v2), vi,v2 €V,
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Beweis. Sei vy € V fix. Dann definiert die Funktion v; — ¢(v1, v2) ein
lineares Funktional auf V', und nach Lemma 19.1 gibt es ein eindeutiges
vy € V mit ¢(vy,ve) = (vq,v4) fiir alle v; € V. Definiere f : V — V
durch vy — v}, Fiir v1, vy € V gilt ¢(vy,v9) = (v1, f(v2)), und weiter

P(v1,v2) = d(v2,v1) = (v2, f(v1)) = (f(v1),v2).

Man rechnet leicht nach, dass f linear ist; da ¢ ein inneres Produkt
ist, ist f positiv. Ist f' € Endg (V') ein weiterer positiver Endomorphis-
mus mit ¢(vy,ve) = (f'(v1),v2), so folgt (f(v1),v2) = (f'(v1),v2) und
(f(v1) = f'(v1),v9) = 0. Fiir festes vy ist f(v1) — f'(v1) orthogonal zu
V, also der Nullvektor, dies zeigt f = f. O

Bemerkung 20.3. (a) Sei V = R" und ( , ) das Standardskalarpro-
dukt. Dann besagt das vorherige Lemma, dass es zu jedem Skalarpro-
dukt ¢ von V genau eine Matrix A € M,(R) gibt mit A* = A und
o(v,w) = (Av,w) = v'Aw. Umgekehrt definiert jede symmetrische
Matrix A € M, (R) vermoge ¢(v, w) := v* Aw ein Skalarprodukt, sofern
(Av,v) = v'Av > 0 fiir alle 0 £ v € V gilt.

(b) Sei V.= C™ und ( , ) das Standardskalarprodukt. Dann ist
jedes innere Produkt auf V' von der Form ¢ (v, w) = v'A'w mit einer
Matrix A € M,(C), A* = A und v' AT > 0 fiir alle v # 0. Setzt man
B := A, so sieht man das jedes innere Produkt auf V' gegeben ist durch
é(v,w) := v'Bw mit einer Matrix B, so dass B = B* und v'Bv > 0
fiir alle v # 0.

Definition 20.4. Sei A € M,(R) eine symmetrische Matrix. Dann
nennt man A positiv definit, wenn fiir alle 0 # x € V die Positivitéats-
bedingung x'Az > 0 gilt.

Proposition 20.5. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
mit innerem Produkt. Dann ist f € Endg(V') genau dann positiv, wenn
es einen invertierbaren Endomorphismus u € Endg (V') gibt, so dass
gilt

f=u"u.
NB. Seien A und U die Matrizen von f und u beziiglich einer be-

liebigen Basis von V. Die Determinante der Matrix A eines positiven
Endomorphismus ist positiv, denn:

det(A) = det(U*)det(U) = det(U)det(U) = |det(U)|* > 0.

Beweis. =: Ist f positiv, so definiert ¢(vy,ve) = (f(v1),v2) ein inneres
Produkt auf V. Sei aq,...,a, eine orthonormale Basis bzgl. dem auf
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V' gegebenen inneren Produkt (, ), und by, ...,b, eine orthonormale
Basis bzgl. dem durch f definierten inneren Produkt ¢. Es gilt also

¢(bj, b)) = d;1. = (aj, ax).

Betrachte die lineare Abbildung u:V —V, b; — a;, 7 =1,...,n. Da
u eine Basis auf eine Basis abbildet, ist u invertierbar. Es gilt

o(bj, b) = (aj, ax) = (u(b;), u(br)).

zjb; und vy = Z?Zl y;b; zwei Vektoren in V', so folgt

Sind v; ="

j=1

P(vi,v2) = oD, wibs, 325 y;b5)
= 22 2k TYxd(by; br)
= 22 22 (u(by), u(br))
= (22 myulby), 224 yeulbr)) = (u(vr), u(vz)),
d.h. (f(v1),v2) = ¢(v1,v2) = (u(vr),u(ve)) = (u*(u(vy)),vy) fur alle
v1,v2 € V, und somit f = u*u.
<: Sei f = w*u mit u € Endg(V) invertierbar. Dann ist

fr= W) =v'u=f,

d.h. f ist selbst-adjungiert. Ist v € V, so gilt (f(v),v) = (v*(u(v)),v) =
(u(v),u(v)) > 0. Ist v # 0 so folgt, da u invertierbar ist, u(v) # 0 und
damit (f(v),v) > 0. Also ist f positiv. O

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit innerem Produkt
(, ), und sei f € Endg(V) ein positiver Endomorphismus. Betrachte
die Matrix A = (a;;) von f bzgl. einer Orthonormalbasis a1, ..., a,.
Da f positiv ist, ist f = f* und (f(v),v) > 0 fiir 0 # v. Aus der ersten
Bedingung folgt mit Lemma 19.4(b) A = A*. Die zweite Bedingung
besagt, dass fiir jeden Vektor 0 #v =>""_ x;a; € V gilt

j=1
(f(v),v) = (O 2f(a;), >y Trar)
= > 2w iTk(f(ay), ax)
= D D QkyTiTk > 0.
Also ist f genau dann positiv, wenn fiir die Matrix A gilt:
A = A" und
Zj YopOkiriy > 0 fiir (z,...,2,) #0.

Dies ist ebenfalls dquivalent zu

A= A" und 2" A7 > 0 fiir alle 2 # 0.
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Definition 20.6. Eine Matrix A = (a;;) € C™*" ist positiv, falls gilt:
Ist 0 # x = (21,...,2,) € C, so ist 2" AT € R und

2t AT > 0.

Nach Lemma 19.9 ist die erste Bedingung in der vorigen Definition
dquivalent dazu, dass f selbstadjungiert ist.

Definition 20.7. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum der
Dimension n mit innerem Produkt ¢. Sei a4, ..., a, eine beliebige Basis
von V. Dann heif§it die Matrix

B = By = Bsa,..an = (0as, aj)>1§i,jgn
Strukturmatrix oder Begleitmatrix von ¢ beziiglich der Basis a4, . . . , a,,.

Die Basis aq,...,a, ist genau dann orthonormal beziiglich ¢, wenn

B die Einheitsmatrix ist. Wegen ¢(a;, a;) = ¢(a;, a;) sind Strukturma-
trizen stets symmetrsich bzw. hermitesch. Das folgende Lemma zeigt,
dass weiter fiir alle z € K™,z # 0, gilt: 2' Bz > 0.

Lemma 20.8. Se: V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum der Di-
mension n mit innerem Produkt ¢. Sei aq,...,a, eine beliebige Basis

von V. Seien
n n
v = E Ti;, W= E YiQ;
i—1 i=1

mit z;,y; € K. Sei B die Strukturmatrixz von ¢ beziglich der Basis
ai,...,a,. Dann gilt:

(v, w) = ' By.

Beweis. Dies ist eine einfache Rechnung. Es gilt:

dv.w) = ¢ wiai, Y yja;)
i=1 j=1

= ZZ%@M(%%)
i=1 j=1

n

= Z (Z IZ‘QS(CLZ',CL]‘)) y; = ='By.

j=1
U

Wir untersuchen das Verhalten der Strukturmatrix bei Basiswechel.
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Lemma 20.9. Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum der Di-
mension n mit innerem Produkt ¢. Seien ay,...,a, und ay,...,a,, Ba-
sen von V' mit zugehorigen Strukturmatrizen B und B'. Sei S = (s;;)
die Ubergangsmatriz, d.h.

n
/ _
CLJ- = sijai.
i=1

Dann gilt:
B = S'BS.
Beweis. Es gilt

n n
¢(aj,a;) = CZ’(ZSmak,ZSUCLz)
k=1 =1

— Z Z Skis1j0(ak, ar)

k=1 =1
n n
s (z skm(ak,al)) fy
=1 k=1

= Eintrag an der Stelle (4, j) von S'BS.
U

Proposition 20.10. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
mit innerem Produkt ( , ), und sei ay, ..., a, eine orthonormale Basis.
Dann ist f € Endg(V') genau dann positiv, wenn die Matriz A = (o)
von f bzgl. aq,...,a, positiv ist.

Beweis. Es gilt

f ist positiv

f=f"und (f(v),v) >0 fir alle v # 0
A= A" und (Ax)'z > 0 fiir alle x # 0
A= A" und 2'A'z > 0 fiir alle x # 0
A= A" und 2tAz > 0 fiir alle 2 # 0
A= A* und 2" Az > 0 fiir alle z # 0.

111ty

g

Korollar 20.11. Ist A € C™", so ist A positiv genau dann, wenn es
eine invertierbare Matriz U € C*™ mit A = U*U gibt. Hat A reelle
FEintrdge (d.h. A € R™"), so ist U € R™" und A =U'U.
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Dies ist eine direkte Konsequenz aus den vorherigen Resultaten zu-
sammen mit Lemma 20.5. Wir geben nochmals einen Matrix basierten
Beweis.

Beweis. Sei A positiv. Dann ist durch ¢(z,y) := 2" Aj ein inneres Pro-
dukt auf V' = K" gegeben. Beziiglich der Standardbasis ey, . .., e, hat ¢
die Strukturmatrix A. Sei a4, ..., a, eine ON-Basis beziiglich ¢. Dann
hat ¢ beziiglich dieser Basis die Einheitsmatrix £ als Strukturmatrix.
Sei S die Ubergangsmatrix. Dann gilt E = S*AS, und hieraus folgert
man

A=(SH1S Tt =(s) S T=UT
mit U := ST . O

In der folgenden Bemerkung fassen wir den Zusammenhang zwischen
positiven Matrizen und inneren Produkten nochmals zusammen.

Bemerkung 20.12. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
mit innerem Produkt ¢. Sei a4, ..., a, eine beliebige Basis von V', und
B die zugehorige Strukturmatrix. Dann ist B eine positive Matrix, d.h.
B = B* und z'Bz > 0 fiir alle x # 0.

Sei umgekehrt B eine positive Matrix. Dann wird durch

6> wja;, Y yrax) = 2'By
J k

ein inneres Produkt auf V' definiert. Inbesondere lassen sich nach Wahl
einer Basis alle moglichen inneren Produkte auf V' mittels positiver
Matrizen beschreiben.

Beispiele 20.13. Sei V = K" mit der Standardbasis ey, ..., e,. Sei
B = FE die Einheitsmatrix. Dann gilt offensichtlich B = B* und

n n
!Bt = E T;T; = E |ZEZ|2 >0
=1 =1

fiir alle x # 0. Wir erhalten hiermit das Standard innere Produkt auf
dem R" bzw. C".

Das in Beispiel 18.2(b) definierte innere Produkt auf V = K?: (vy,v5) =
T1Y1 — Taly1 — T1Ye + 4xoys kommt von

B (_11 ‘41).

Genauer: Es ist B = B*, und dass B eine positive Matrix definiert
lisst sich aus det(B) = 5 > 0 und det(BY) = det(1) = 1 > 0 folgern;
vgl. Lemma 20.14 unten.
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Um alle inneren Produkte auf einem endlich dimensionalen Vektor-
raum V' zu beschreiben, brauchen wir also noch ein Kriterium dafiir,
wenn eine Matrix A € M,,(K) mit A = A* positiv ist.

Theorem 20.14. Sei A = (o;;) € C**" eine selbst-adjungierte Matriz.
Dann ist A genau dann positiv, wenn fir alle 1 < k < n gilt

Q11 Qg 0 Qg
Qg1 Qigg -+ gk
det(AW)) = det | - - | >0
Q1 Qo - Ogg
Beweis. Ubung. U

Fiir symetrische Matrizen A € M,,(R) gilt also:
A ist positiv definit <= det(A®) >0 fir 1 < k < n.

21. UNITARE ABBILDUNGEN

Sind V' und W K-Vektorrdume mit jeweils fest gewédhltem inneren
Produkt, so ist eine unitdre Abbildung V' — W ein Isomorphismus von
Vektorrdumen, der zuséitzlich mit den inneren Produkten vertréiglich
ist; insbesondere erhélt eine solche Abbildung den Winkel zwischen
zwei Vektoren, sowie die Norm eines Vektors. Offensichtliche unitére
Abbildungen sind, zum Beispiel, Drehungen und Spiegelungen im R2.
Wir betrachten allgemein unitdre Abbildungen und ihre fundamentalen
Eigenschaften.

Definition 21.1. Seien V und W K-Vektorrdume (iiber demselben
Korper) mit einem (jeweils fest gewéhlten) innerem Produkt (, )y bzw.
(, )w. Eine lineare Abbildung f : V' — W erhilt innere Produkte, falls

(f(v1), f(v2))w = (v1,v9)y fiir alle vy, vy € V.

e Erhilt f innere Produkte, so gilt || f(v) ||=]|| v || fir alle v € V; ins-
besondere erhélt f die Norm, und ist injektiv (da f(v) =0 = v =0).
o Ist f:V — W ein Isomorphismus von Vektorrdumen, der innere Pro-
dukte erhilt, so erhiilt f~! ebenfalls innere Produkte: Ist f(v;) = w;,
so ist (f7H(wi), fTHwa2))v = (vi,v2)v = (f(v1), fv2))w = (Wi, w2)w

In diesem Fall sind V' und W isomorph als Vektorrdume mit innerem
Produkt.

Lemma 21.2. Seien V und W K-Vektorriume mit innerem Produkt
(iiber demselben Korper), so dass dimg V' = dimg W. Fiir eine lineare

Abbildung f:V — W sind gleichwertig:
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(a) f erhdlt innere Produkte,

(b) f ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen mit innerem Pro-
dukt,

(c) f bildet jede Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis ab,

(d) f bildet eine Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis ab.

e Sind V und W zwei Vektorrdume mit innerem Produkt {iber dem-
selben Korper, so ist V' = W (als Vektorrdume mit innerem Pro-
dukt) genau dann, wenn dimg V' = dimg W ist: Die lineare Abbildung
f 'V — W, die eine Orthonormalbasis von V' auf eine Orthonormal-
basis von W abbildet ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen, und
erhélt nach (d) die inneren Produkte.

Beweis. (a)= (b): Nach Annahme ist || f(v) ||=| v || fir alle v € V.
Also ist f injektiv, und wegen dimg V' = dimg W dann auch ein Iso-
morphismus.

(b)=(c): Ist f ein Isomorphismus und ay, ..., a, eine Orthonormalbasis
von V, soist f(a1),..., f(a,) eine Basis von W. Da f innere Produkte

erhélt ist (f(a:), f(a;)) = (@i, a5) = &, dh. f(a1),..., f(a,) ist eine

Orthonormalbasis von W.
(c)=-(d): Trivial.
(d)=-(a): Seiay, ..., a, eine Orthonormalbasis von V', so dass f(a1),. .., f(a,)
eine Orthonormalbasis von W ist. Dann ist
(f(ai), f(a;)) = (ai, a;) = 645
Sind vy =37 wja; und va = 31 yrag in V), so gilt

(f(vr), flv2)) = (i wif(ag), 2m wef (ax))
= Zj >k Y, f(ay), flax))
= Zj >k z;y;(a;, ay)
= (2?21 Tjaj, ) ey Yrar) = (vi,v2),
d.h. f erhélt innere Produkte. U

Beispiele 21.3. (a) Jeder n-dimensionaler K-Vektorraum V' mit inne-
rem Produkt ist isomorph zu K" mit dem iiblichen inneren Produkt:
Ist aq,...,a, eine Orthonormalbasis von V', so ist ein Isomorphismus
durch A:V — K", Y77 zja; = (21,...,7,) gegeben.

(b) Sei V' = R3 mit dem iiblichen inneren Produkt, und sei W der R-
Vektorraum der schiefsymmetrischen Matrizen in R3*3 (d.h. A = —A)
mit dem inneren Produkt (A4, B) = 1tr(AB?") (der Faktor 1/2 dient der

Vereinfachung). Ist A = (a;;) € W, so gilt fiir die Eintrége von A

a;; = 0 und Qjj = —Qj; fiir ¢ 7§ 7.
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Damit hat jede Matrix in W die Form

0 —app —ags
A = 12 O — (023
Q13 O3 0

und die folgenden Matrizen bilden eine Basis von W

0 -1 0 00 -1 00 O
Ai=1(1 0 0}, A=100 01],A4=(0 0 -1
0 0 0 10 0 01 O

Fir i = 1,2,3 gilt tr(A;47) = 2; da weiter tr(4;A}) = 0 fiir i # j
bilden Ay, As, A3 eine Orthonormalbasis von W. Die lineare Abbildung
fﬁRgHW,€Z‘I—>AZ’,

bildet eine Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis ab, und ist
daher ein Isomorphismus von Vektorrdumen mit innerem Produkt.

(c) Sei V' der R-Vektorraum der stetigen Funktionen [0, 1] — R mit

(f.9)v = / F(B)g(t)dt

und sei V' = W mit dem inneren Produkt (vgl. Beispiel 18.4(b))
(f, 9w = / F)gt)tdt.

Ist = W =V, f = o(f) = (t = tf(t), so gilt ((f),¢(g))v =
(f,9)w, d.h. ¥ erhélt innere Produkte aber 1 ist kein Isomorphis-

mus, da Bild(y) C W ist (die konstanten Funktionen liegen nicht in
Bild(v)).

Lemma 21.4. Seien V und W K- Vektorrdaume (iber demselben Kérper)
mit innerem Produkt, und f : V — W eine lineare Abbildung. Dann

erhdlt f innere Produkte genau dann, wenn || f(v) ||=| v || fir alle
velV.
Beweis. Ubung. O

Definition 21.5. Sei V' ein K-Vektorraum mit innerem Produkt. Eine
unitdare Abbildung auf V' ist ein Isomorphismus V' — V| der das innere
Produkt erhélt.

e Die unitdren Abbildungen auf V' bilden eine Gruppe U(V): Sind
uy, us € U(V), so ist uguy invertierbar und

| ugus (v) |=[ ua (v) [I=[ o -
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Ist u € U(V), so ist auch u=! € U(V); das neutrale Element in U(V)
ist die Identitétsabbildung Id.

e Ist dimg V' < o0, so ist u € U(V) genau dann, wenn u eine (bzw.
jede) Orthonormalbasis von V' auf eine Orthonormalbasis abbildet.

Proposition 21.6. Se:t V' ein K- Vektorraum mit innerem Produkt, und
u € Endg(V). Dann ist w € U(V') genau dann, wenn u* existiert und
u*u = uu* = Id ist.

o Existiert u* und ist uu* = Id, so ist u* = u~!; da u™! eindeutig
bestimmt ist, folgt dann wegen vu~! = u~'u = Id auch u*u = Id.

Beweis. =: Ist u unitér, so ist u invertierbar und

(u(v1),v9) = (u(vy), uu™(vg)) = (v1,u " vy), V1,09 € V;
also ist die Adjungierte u* = u=1!.

«: Ist wu* = u*u = Id, so ist u invertierbar und u~!

= u*. Wegen
(u(v1),u(ve)) = (v, u*u(vy)) = (v1,v2), v1,v9 €V,

erhélt u innere Produkte. U

Definition 21.7. Eine Matrix A € C™*" ist unitér, falls A*A = F ist.

o Ist dimg V < oo, und u € Endg(V), so ist u € U(V') genau dann,
wenn die Matrix U von u bzgl. einer (bzw. jeder) Orthonormalbasis
unitar ist.

o Sei A = (oy;) € C**". Dann gilt bzgl. dem {iblichen inneren Produkt
auf C": A ist unitér < die Zeilen (Spalten) von A sind orthonormal.

Beispiel 21.8. Sei V' = C" mit standard-innerem Produkt (z,y) =
2'y. Sei B € M, (V) und f = fg. Dann gilt:

(f5(x), f(y)) = «'B'BY.
Also folgt leicht: fp ist unitir <— B*B = F.
Definition 21.9. Eine Matrix A € K™ " ist orthogonal, falls A'A = FE.

Beispiele 21.10. (a) Eine 1 x 1 Matrix A = («) ist orthogonal genau
dann, wenn a = £1 ist; und unitdr genau dann, wenn aa = 1 ist; im
zweiten Fall ist |a| =1, d.h. a = exp(if), wobei 6 € R ist.

(b) Sei A = (v;j) € K**2. Dann ist A orthogonal genau dann, wenn

o« _ 1 ! o
11 21 — At — A 1 — 22 12
Q1o (g2 11090 — (X901 \ — Q21 (71
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Wegen A'A = F gilt det(A) = +1; ist det(A) = 1, so folgt a1 = am
und ajp = —ag, im Fall det(A) = —1 ist a1 = —age und @y = .
Somit ist jede orthogonale Matrix in K2*2 von einer der beiden Formen

(g _aﬂ> oder (g _6@) . wobei a®+ 8% =1.

Ist K = R und det(A) = +1, so gibt es genau einen Winkel 6 mit
0 <6 <27 und

(a,b) = (cos(f),sin(6).
Dann beschreibt die Matrix

w= () )

die Drehung im R? um den Winkel 6 (entgegen dem Uhrzeigersinn).

Im Fall det(A) = —1 gilt xa(z) = 22 — (a* + B?) = 22 -1 =
(x —1)(x+1). Sei vy Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 1 und vy Eigen-
vektor zum Eigenwert Ay = —1. Dann beschreibt A die Spiegelung an
der Geraden Ru;.

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit innerem Produkt,
und seinen B = {ay,...,a,} bzw. B’ = {d, ..., al,} zwei Orthonormal-
basen von V. Sei U = (u;;) € K™ die Matrix der linearen Abbildung
V=V, a —a,i=1,...,n bzgl der Basis B, so dass gilt

n

[ .

aj = uijai,
=1

offensichtlich ist U unitér. Ist f € Endg (V') eine lineare Abbildung, so
gilt fiir die Matrix A = Ay p und A’ = A p

A =UTAU = U*AU.

Definition 21.11. Seien A, B € C"*". Dann ist A unitir dhnlich zu
B, falls es eine unitdre Matrix U € C™*™ gibt, so dass B = U* AU ist;

B ist orthogonal &hnlich zu A, falls es eine orthogonale Matrix U mit
B = U'AU gibt.

e Sind B, B’ orthonormale Basen von V', so ist fiir jede lineare Abbil-
dung f : V — V die Matrix A" = A p unitér dhnlich zu A = Ay p.
Ist V' ein R-Vektorraum, so sind diese Matrizen orthogonal dhnlich,
mittels einer reellen orthogonalen Matrix.
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22. NORMALE LINEARE ABBILDUNGEN

Wir betrachten die folgende Frage: Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum mit innerem Produkt, und f € Endg(V). Wann gibt
es eine orthonormale Basis von V', die aus Eigenvektoren von f be-
steht, d.h. wann gibt es eine orthonormale Basis, so dass die Matrix
von f bzgl. dieser ON-Basis Diagonalform hat?

Gilt dies, d.h. ist B = {ay,...,a,} eine Orthonormalbasis, so dass
f(aj) = ajaj, j = 1, e,y

so ist die Matrix von f bzgl. dieser Basis die Diagonalmatrix mit den
Diagonaleintragen aq, ..., a,. Die Adjungierte f* von f ist bzgl. der-
selben Basis durch die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen aq,...,q,
dargestellt. Ist V' ein R-Vektorraum, so sind die «; reell, @; = a;, und
es folgt f = f*; d.h. fiir einen reellen Vektorraum muss notwendiger-
weise [ = f* gelten. Im komplexen Fall sind die «; nicht unbedingt
reell, jedoch muss wegen «o;o; = @;a; dann ff* = f*f gelten. Wir
werden zeigen, dass die Bedingung f f* = f*f auch hinreichend fiir die
Existenz einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren ist.

Definition 22.1. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit
innerem Produkt. Eine lineare Abbildung f : V' — V ist normal, falls

frr=1ri7

e Selbst-adjungierte und unitdre Abbildungen sind normal. Weiter ist
ein Skalarvielfaches einer normalen Abbildung normal; jedoch sind Sum-
men und Produkte von normalen Abbildungen in der Regel nicht nor-
mal (d.h. die normalen Abbildungen bilden keine Untergruppe von
Endg(V)).

Wir betrachten zunéchst nur selbst-adjungierte Abbildungen:

Lemma 22.2. Se: V' ein K-Vektorraum mait innerem Produkt. Ist ein
Endomorphismus f € Endg(V) selbst-adjungiert (d.h. f = f*), so
ist jeder Eigenwert von f reell. Die Eigenvektoren zu verschiedenen
FEigenwerten von f sind orthogonal.

Beweis. Sei o € K ein Eigenwert von f, d.h. f(v) = awv fiir ein 0 # v.
Die Annahme f = f* liefert a(v,v) = (aw,v) = (f(v),v) = (v, f(v)) =
(v, av) = @(v,v). Wegen 0 # v ist (v,v) # 0 und es folgt o = @. Ist o/ €
K ein Eigenwert mit Eigenvektor v/, so folgt aus a(v,v") = (f(v),v") =
(v, f(V") = (v, V) =a(v,0V") = &/ (v,0'), dass (o« — a’)(v,v) = 0 und
somit (v,v") =0 fiir o # /. O
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Lemma 22.3. Sei V' # 0 ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit
innerem Produkt. Dann hat jeder selbst-adjungierte Endomorphismus
f € Endg (V') einen Figenvektor.

Beweis. Sei A die Matrix zu f beziiglich einer beliebigen Basis von V.
Dann sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4(x) genau
die Eigenwerte von f. Betrachtet man A € M,,(C) so hat A komplexe
Eigenwerte, da C algebraisch abgeschlossen ist. Nach Lemma 22.2 ist
jeder dieser Eigenwerte reell. 0

Beispiel 22.4. Sei V' der C-Vektorraum der stetigen Funktionen [0, 1] —
C mit dem innerem Produkt

(f.9)= /0 F()g(t)dt.

Dann ist ¢ : V. — V, f(t) — tf(t) selbst-adjungiert, vgl. Beispiel
19.6(b). Ist o(f) = af, soist (t —a)f(t) = 0 fuir 0 < ¢t < 1 und
f(t) = 0 fir t # a. Da f stetig ist, folgt f = 0; also hat ¢ keine
Eigenwerte (bzw. Eigenvektoren); insbesondere gilt Lemma 22.3 im Fall
unendlicher Dimension in der Regel nicht.

Lemma 22.5. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit in-
nerem Produkt, und sei f € Endg(V') ein beliebiger Endomorphismus.
Ist W CV ein f-invarianter linearer Unterraum (d.h. f(W) C W),
so ist das orthogonale Komplement W+ f*-invariant (d.h. f*(W+) C
W,

Beweis. Sei w' € W+. Ist w € W, so ist nach Annahme f(w) € W.
Es folgt 0 = (f(w),w') = (w, f*(w')) fir alle w € W also ist f*(w') €
W, U

Theorem 22.6. Sei V' # 0 ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit
innerem Produkt, und sei f € Endg (V') selbst-adjungiert. Dann gibt es
eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenvektoren von f besteht.

Beweis. Nach Lemma 22.3 hat f einen Eigenvektor v. Sei a; =|| v ||~}
v, so dass a; ein Eigenvektor von f der Lange 1 ist. Ist dimg V' = 1,
so sind wir fertig. Nach Induktion gelte die Behauptung fiir V' mit
0 < dimg V < n.Sei W = (a;) C V der von a; erzeugte 1-dimensionale
lineare Unterraum. Da v; ein Eigenvektor ist, ist f(IW) C W. Nach
Lemma 22.5 ist W+ invariant unter f* = f. Der lineare Unterraum
W+ C V ist ein innerer Produktraum (mit dem inneren Produkt von
V), flw. ist selbst-adjungiert, und dimg W+ = n — 1. Nach Induktion
gibt es eine Orthonormalbasis ao,...,a,, die aus Eigenvektoren von
flw+ besteht; jeder dieser Vektoren ist auch ein Eigenvektor von f. Da
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nach Lemma 18.12 V = W @ W+ ist, ist ay, ..., a, eine Orthonormal-
basis von V', die aus Eigenvektoren von f besteht. U

Korollar 22.7. Sei A € M, (C) eine hermitesche Matriz (d.h. A =
A*). Dann gibt es eine unitire Matriz U, so dass U*AU eine Diago-
nalmatriz ist. Hat A reelle Fintrige, so gibt es eine orthogonale reelle
Matriz U, so dass U'AU ist eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Sei V= C" mit dem iiblichen inneren Produkt, und sei f = fx
der Endomorphismus z — Ax. Beziiglich der Standardbasis eq, ..., e,
des C™ hat dann f die Matrix A. Wegen A = A* ist f = f*. Sei B =
{ay,...,a,} eine Orthonormalbasis von V', so dass f(a;) = a;a;, i =
1,...,n, und sei D = Dp die entsprechene Diagonalmatrix mit Ein-
tragen o, . . ., . Ist U die Matrix mit den Spaltenvektoren aq, ..., a,,
so ist U unitér, da die ON-Basis eq, ..., e, auf die ON-Basis a4, ..., a,
abgebildet wird. Ferner gilt dann D = U 'AU = U*AU. Im FallK = R
liefert das analoge Argument eine unitdre Matrix mit reellen Eintrégen,
also eine reelle orthogonale Matrix. O

Theorem 22.6, zusammen mit den Bemerkungen am Anfang dieses
Kapitels besagt, dass im Fall eines endlich-dimensionalen reellen Vek-
torraums mit innerem Produkt gilt: Ist f € Endg(V'), so hat V genau
dann eine Orthonormalbasis bestehend aus Eigenvektoren zu f, wenn
f = f* ist. Gleichwertig: Ist A € M, (R), so gibt es genau dann eine
reelle orthogonale Matrix U, so dass U'AU eine Diagonalmatrix ist,
wenn A’ = A ist. Diese Resultate gelten im Fall K = C nicht, in die-
sem Fall besteht ein Unterschied zwischen den Bedingungen A = A’

und A = A*.
Beispiel 22.8. Sei f: R? — R?%, 2 +— Az mit A = ) Dann

_ N

1
2
ist das charakteristische Polynom gegeben durch

xp(z) = (z =3)(z +1).

Die Berechnung eines normierten Eigenvektors zum Eigenwert a; = —1

1 1

liefert a; = —% 1) Der Lotraum zu W = (a;) wird erzeugt von

(1,1)" und wir erhalten einen normierten Eigenvektor zu s = 3 durch

1
1 .. . .
ay = 75 ( 1 ) Fir die Matrix
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gilt also U~ = U? und
i [ —10
U'AU = ( 0o 3 |
Wir beweisen das Analogon zu Theorem 22.6 im Fall K = C:

Lemma 22.9. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit in-
nerem Produkt, und sei f € Endg(V') normal. Dann gilt: v ist genau
dann Eigenvektor von f zum Figenwert o, wenn v Figenvektor von f*
zum Eigenwert o ist.

e Der Beweis zeigt: Ist f normal, so ist || f(v) ||=|| f*(v) || fir alle
velV.

Beweis. Sei v € V. Dann folgt aus der Annahme ff* = f*f, dass

@) I* = (f(v),f(v) = (v, f*f(v))
= (v, ff"(v)) = ("), f* () =l [ () I,
d.h. || f() ||I=I f*(v) ||. Ist f € Endg(V) beliebig und a € K, so ist

((f = aid)(v1),v2) = (f(v1),v2) — (w1, v2)
= (v, f*(v2)) — (v1,Q09) = (v, (f* — @id)(v2)),

d.h. (f — aid)* = f* — @id. Eine einfache direkte Rechnung zeigt nun,
dass mit f normal auch f — aid normal ist. Somit gilt fiir jedes v € V

I (f = aad)(w) |=]| (f* —@id)o |;

insbesondere gilt f(v) = av mit v # 0 genau dann, wenn f*(v) =
av. 0

Theorem 22.10. Sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit
innerem Produkt, und sei f € Endg(V) normal. Dann hat V' eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

Beweis. Da V' ein komplexer Vektorraum ist, hat f einen Eigenvektor
ap; wir kénnen annehmen, dass || a; ||= 1 ist. Sei W = (a;) C V. Da a;
ein Eigenvektor ist, ist W invariant unter f. Nach Lemma 22.9 ist W
auch invariant unter f*, so dass nach Lemma 22.5 W+ invariant unter
[ = fist. Da (f|ws)* = f*|wo ist, ist die Einschrdnkung von f auf
W+ normal, und die Behauptung folgt mit einem Induktionsargument
analog zum Beweis von Theorem 22.6. U

Die offensichtliche Matrixinterpretation von Theorem 22.10 ist:

Definition 22.11. Eine komplexe Matrix A € M, (C) ist normal, wenn
AA* = A*A ist.
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Theorem 22.12. Sei A € M,(C). Dann gibt es genau dann eine
unitare Matrizc U € M,(C), so dass U*AU eine Diagonalmatriz ist,
wenn A normal ist, d.h. A ist genau dann unitdr dhnlich zu einer Dia-
gonalmatriz, wenn A normal ist.

23. DAS SPEKTRALTHEOREM

Sei V' ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit innerem
Produkt. Wir zeigen, dass jeder normale Endomorphismus f auf V' eine
Linearkombination von orthogonalen Projektionen ist, d.h. es gilt

f=oupr + -+ awpy,

wobei pyq, ..., pr orthogonale Projektionen sind, die paarweise orthogo-
nal sind, p;p; = 0 fiir @ # j. Dieses Resultat ldsst sich aus Theorem
22.10 herleiten; wir geben jedoch einen anderen, algebraischen Beweis.

Definition 23.1. Sei K ein beliebiger Korper und V' ein K-Vektorrraum.
Sei U ein Unterraum von V und p: V' — V eine lineare Abbildung.
Dann nennt man p eine Projektion, falls p(V) = U und p|y = idy gilt.

Jede Projektion erfiillt p*> = p. Umgekehrt ist jede lineare Abbildung
mit p? = p eine Projektion auf U = p(V).

Definition 23.2. Sei K € {R,C} und V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum mit innerem Produkt. Sei U C V ein Unterrraum. Dann
gilt V = U @ U+ und wir definieren p = pyy: V — V durch p(v) = u,
falls v = u + w mit v € U und w € U*. Die lineare Abbildung p = py
ist die orthogonale Projektion auf U.

Lemma 23.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mait in-
nerem Produkt. Sei p: V. — V eine Projektion auf U. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) p ist die orthogonale Projektion auf U.
(b) v —p(v) € U* fiir allev €V.
(c) ker(p) = U+.

Beweis. “(a) = (b)": Sei v =u+w mit v € U und w € U*+. Dann
gilt: v —p(v) =u+w—u=we U™

“(b) = (c)”: Sei v € ker(p). Dann gilt v = v — p(v) € UL, Sei
umgekehrt v € U+. Wegen v — p(v) € Ut ist dann auch p(v) € UL. Da
p eine Projektion auf U ist folgt p(v) € UN U+ = {0}.

“lc) = (a)”: Seiv = u+w mit u € U und w € U*. Dann gilt
p(v) = plu) + pluw) = plu) = u, da plyr = idy. .
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Die folgenden zwei Lemmata beschreiben orthogonale Unterrdume
mittels Projektionen und deren Adjungierten, und sind der ‘geometri-
sche’ Anteil des Beweises des Spektraltheorems.

Lemma 23.4. Seir V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit in-
nerem Produkt, und seip:V — V eine Projektion (d.h. p* = p). Dann
sind folgende Aussagen gleichwertig:

(a) p ist normal, d.h. pp* = p*p,

(b) p ist selbst-adjungiert, d.h. p = p*,

(c) p ist die Orthogonalprojektion von V' auf Bild(p).

Beweis. (a)=-(b): Wegen pp* = p*p gilt || p(v') [|=]|| p*(v") || fir alle

v € V, siehe Beweis von Lemma 22.9. Somit gilt p(v') = 0 genau dann,
wenn p*(v') = 0 ist. Sei v € V, und v = v — p(v). Es folgt

p(v') = p(v = p(v)) = p(v) — p*(v) = p(v) = p(v) = 0,
und weiter 0 = p(v') = p*(v') = p*(v — p(v)) = p*(v) — p*p(v). Also ist
pr=p'p,und p=p~ = (p") = (p'p) =pp=p"
(b)=(c): Zu zeigen ist: p = p* impliziert Kern(p) = p(V)*1. Sei da-

zu zunéchst v € ker(p) und w = p(wy) € p(V). Dann gilt (v, w)

(v,p(wy)) = (p*(v),w1) = (p(v),w1) = (0,w;) = 0. Also folgt ker(p) C
p(V)1. Sei umgekehrt v € p(V)+L. Dann gilt fiir alle w € V

0= (v,p(w)) = (p"(v),w) = (p(v), w).

Insbesondere gilt fiir w = p(v) also (p(v), p(v)) = 0, d.h. p(v) = 0.
(c)=(a): Seien vy, vy € V. Da p eine Orthogonalprojektion ist, ist vy —
p(vy) € Bild(p)*; klar ist p(vy) € Bild(p). Es folgt

0= (vi = p(v1),p(v2)) = (v1,p(v2)) — (p(v1), P(v2)) =

= (v1,p(v2)) — (v1,p"p(v2)) = (v1, (p — P"P)(v2)).

Da dies fur alle vy, vy € V gilt, folgt p = p*p, und p* = (p*p)* = p*p™* =
p*p = p, d.h. p ist selbst-adjungiert und damit auch normal. 0

Ist V=W & ---®W, CV die direkte Summe von Unterrdumen
W; C V, so hat jeder Vektor v € V' eine eindeutige Darstellung als

k
U:ij, W S Wj.

j=1

Hat V' ein inneres Produkt, so ist eine orthogonale direkte Summe
V=W, &-.-& W eine solche Zerlegung, fiir die zusitzlich gilt, dass
fiir « # j jeder Vektor in W; orthogonal zu jedem Vektor in W; ist.
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Lemma 23.5. Sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit in-
nerem Produkt, Wy, ..., Wy, CV Unterrdume, und p; die Orthogonal-
projektion von V auf W;, j =1,... k. Dann sind gleichwertig:

(a) V=W, & .- & Wy ist eine orthogonale direkte Summe,

(b) id = Zle p; und p;p; =0 fiir i # j,
(c) Ist B; eine Orthonormalbasis von W;, j = 1,...,k, so ist die
Vereinigung B := U;B; eine Orthonormalbasis von V.

Beweis. “(a) = (b)” Sel v = w;y + ...+ wy ein beliebiger Vektor in
V. Wegen Wit = @;..,W; und ker(p;) = Wi+ gilt:

k ko k k k
(sz) (U) = ZZM(U}]’) = sz(wz) = Zwi =,
d.h. Zle p; = idy. Ferner gilt

(pips)(v) = pi(pj(wi + ... + wk)) = pi(p;(wy)) = pi(w;) =0,

d.h. p;p; = 0.
“(b) = (c)” Wegen v =idy(v) = 3 pi(v) € Wy + ... + Wy ist B
ein Erzeugendensystem von V. Sei B; = {bj1,...,b;n, }. Sei
k- ny
Z Z ajibji = 0
j=1 i=1

Dann gilt fir allel =1,...,k

ko n
0=pm (Z Z aibj; = 0) = Z ;b
i=1

j=1 i=1

und da B; eine Basis ist, folgt o;; = 0 fiir alle 1 < ¢ < n; und alle
[ =1,...,k Damit haben wir gezeigt, dass B eine Basis ist.

Da p; eine Orthogonalprojektion ist, gilt p; = p;. Weiter gilt fiir
ve W, und we W; mit i #j

(v, w) = (pi(v), pj(w)) = (v, pip;(v)) = (v, pip;(v)) = (v,0) = 0.

(¢c) = (a): Klar. O
Lemma 23.6. Sei f € Endc(V) normal. Dann gilt:

(a) Ist f2(v) =0, so ist f(v) =0,

(b) Ist q¢ € Clz], so ist q(f) normal,

(c) Das Minimalpolynom ps(z) hat keine mehrfachen Nullstellen.
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e Teil (a) besagt Kern(f) N Bild(f) = {0}: Ist v = f(v) € Bild(f)
und f(v') =0, so ist v' = 0.

Beweis. (a): Sei f?(v) = 0 und v = f(v), so dass f(v') = 0. We-
gen ff* = frfist | f(') [[=] f7(0") |, also ist f*(v') = 0. Es folgt
0= (f*""),v) =, f(v)) =), dh v =0.

(b): Sei ¢ = Y7 o', Dann ist ¢(f) = Yoi o f" und ¢(f)* =
S o @i(f*)". Wie im Beweis von Lemma 22.9 folgt durch direkte Rech-
nung, dass ¢(f) mit ¢(f)* kommutiert.

(c): Sei py(x) = [Ti,(x — au); ist @ = a; eine mehrfache Nullstelle, so
ist py(x) = (x — a)?g(z) fiir ein g € Clz]. Wegen pus(f) = 0 folgt dann
(f —ald)’g(f)(v) =0, veV.

Nach (b) ist f — ald normal. Fiir v € V und o' = g(f)(v) ist

(f —ald)*(v') = (f — ald)’g(f)(v) = 0,
und (a) impliziert (f — ald)(v") = 0. Also ist

(f —ald)g(f)(v) =0

fir alle v € V, d.h. (f — ald)g(f) = 0; da g # 0 das Polynom von
minimalem Grad mit pf(f) = 0 ist, ist dies ein Widerspruch und gy
hat keine mehrfachen Nullstellen. O

Wir zeigen nun:

Theorem 23.7. Sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit
innerem Produkt, und sei f € Endc(V') eine normale Abbildung. Seien
ai,...,ap die paarweise verschiedenen Figenwerte von f, und p; die
Orthogonalprojektion von V' auf den Eigenraum V(o). Dann gilt

(a) [ =aup1+ - oupr,
(b) Id =pi+ -+ px,
(c) pipj =0 fiiri # j.
Insbesondere ist nach Lemma 23.5V = V(ay) & +--- + &V (o) ei-

ne orthogonale direkte Summe. Die Darstellung in (a) ist die Spek-
tralaufiosung von f.

NB. Hat ein beliebiger Endomorphismus f eine Darstellung als
f= Z QiPis
i=1

mit Orthogonalprojektionen p;, so dass p;p; = 0 fiir ¢ # j ist, so ist f
normal: Wegen p; = p; folgt f* = . @;p;, und da p;p; = p;p; = 0 fiir
1 # 7 gilt, ist ff* = f*f. Somit sind die normalen Abbildungen genau
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diejenigen Endomorphismen, die eine Darstellung als Linearkombina-
tion von kommutierenden Orthogonalprojektionen haben.

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Da f normal ist, ist

pr(z) = [IE,(z — a;), wobei die a; € C paarweise verschieden sind,

siche Lemma 23.6(c). Angenommen wir haben eine Darstellung wie in
(a), so dass auch (c) erfiillt ist. Dann gilt

k k
fF=000 aipi)(Zj:l a;p;) = Zj Oé?P? = Zj Oé?pj,

und allgemein " = Z?Zl a’p;. Ist g € Clz] beliebig, so folgt

gU)Z}ZQ@Dm,

und fiir ¢; € Clz| mit g;(a;) = 6;; ist ¢;(f) = >, ¢j(cw)ps = pj; dies
suggeriert nach Polynomen ¢; mit ¢;(c;) = d;; zu suchen.

Nach dieser Vorbemerkung kommen wir zum eigentlichen Beweis.
Ist k=1, soist f = ald und f hat trivialerweise eine Darstellung der
gewiinschten Form. Sei also k > 2. Definiere ¢y, ..., g € C[z] durch

(z—an)(@ —ag) - (# — ;1) (@ — ajpr) -+ (& — o)

(aj —ar)(aj —az) - (a; — aj_1)(0y — o) -~ (@5 — )

Dann gilt ¢;(c;) = d;;. Ist g € C[z] beliebig vom Grad < k — 1, so ist

qj(z) =

9 —glon)q — glaz)ga — -+ — glow)qr
ein Polynom in Clz] vom Grad < k — 1 mit den k verschiedenen Null-
stellen ayq, ..., ag, also das Nullpolynom, d.h. es gilt

9=g(a)q + -+ glar) g
Die Spezialféille g = 1 und g = x liefern die Identitdten
I = ¢+ +aq
T = ogq+ A g
Setze p; = ¢;(f). Dann folgt aus den den obigen Relationen
Id = Pit-+
f = oapi+ -y
Es gilt:
o p; # 0 fiir jedes j: Es ist p; = ¢;(f), wobei g; ein Polynom vom Grad

< k—1ist. Da Grad(us) = k ist, kann 0 = p; = ¢;(f) nicht gelten (s
hat minimalen Grad mit dieser Eigenschaft).

e p;p; =0 fir i # j: Fiir ¢ # j gilt puf|qiq;, also ist guy = ¢;q; fiir ein
g € Cla], und 0 = g(f)us(f) = ai(f)a;(f) = pip;-
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e p; ist eine Projektion: Wegen Id = p; + --- + pj und p;p; = 0 fiir
i # 7 folgt p; = pip1 + -+ DDk :]3? fiir alle j.

e Die p; sind Orthogonalprojektionen: Nach Definiton ist p; = ¢;(f),
so dass p; nach Lemma 23.6(b) normal, und nach Lemma 23.4 einen
Orthogonalprojektion ist.

o p;(V)=V(a;): Ist v € V(e ), so ist f(v) = v und wegen
k

o) = (Q_aib)(v) = 3 _ aipi(v)
und ) i k_
v = @j(Z@)(’U) = Z@j@'(’v)

folgt S°F (o — a;)pi(v) = 0. Wegen Lemma 23.5 wissen wir bereits,
dass

V=p(V)o.. &p(V)
eine direkte orthogonale Summe ist. Es folgt daher p;(v) = 0 fiir ¢ # j
und p;(v) = v. Ist umgekehrt 0 # v € Bild(p;), so ist v = p;(v) und

f(v) = fB;(v) = (X0, @b (v) = oy (v) = v,

Insgesammt haben wir also gezeigt, dass p; = p; gilt. 0
Beispiel 23.8. Wir betrachten das Beispiel 22.8 und schreiben

tqrr_ (-1 O0OY_ . (10 (00
UAU—(O 3)_ 1(00)+3(01).
Es folgt:
. 10 ¢ ‘ 00 ¢
(5o (80
11
11

(4 )i ()

mit den Orthogonalprojektionen
1 1 -1 111
Aep(G i) meslin)
Verwenden wir die zur Bestimmung der Orthogonalprojektionen die
Methode des letzten Beweises, so ergibt sich:
r—3 1

u(r) = 13- —Z(x —3),
o = EE b
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und wir erhalten
1
1
P= = Z(A—i—E) =P

24. DUALRAUME

Dieser Abschnitt stellt in weiten Teilen eine Wiederholung des friiher-
en gleichnamigen Abschnitts dar. Da wir in der Linearen Algebra II
mittels Zornschem Lemma Basen in beliebigen Vektorrraumen studiert
haben, sind manche der Resultate allgemeiner formuliert.

Sind V und W K-Vektorraume, so ist die Menge der linearen Ab-
bildungen Homg (V, W) nach Lemma 6.1(a) mittels der punkteweisen
Addition und Skalarmultiplikation ebenfalls wieder ein K-Vektorraum.
Ist {a; | i € I} eine Basis von V und sind {¢; | i € I} beliebige Elemen-
te von W, so bestimmt nach Lemma 5.4(a) die Zuordnung f(a;) = ¢;
ein Element f € Homg (V, W).

Wir betrachten im folgenden den Spezialfall, wenn W = K ist.

Definition 24.1. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist der K-Vektorraum
V* = Homg(V, K)

der Dualraum zu V. Wir bezeichnen die Elemente von V* als Linear-
formen auf V.

e Nach Proposition 5.4(a) ist V* ein K-Vektorraum. Ist {ai,...,a,}
eine Basis von V, so bilden nach Proposition 5.4(b) die f; € V* mit

fi(aj):&j, izl,...,n

eine Basis von V*; die Basis {f1,..., fu} ist die zu {aq,...,a,} duale
Basis (und umgekehrt); insbesondere ist dimg V' = dimg V* = n.

Beispiele 24.2. (a) Sei V = R? mit Basis {a1,as}, a; = (1,0) und
as = (1,1). Dann ist die zu {ay, as} duale Basis { fi, fo} gegeben durch

filar) =1, fi(az) =0, f2(a1) = 0und fa(az) = 1.

Die zu der Standardbasis {e;,e2} von V duale Basis hat die Form
{fi, 5} mit fi(er) = 1, fi(e2) = 0, fier) = Ound fi(ez) = 1.
Dabei ist f; dual zu ey, aber es ist f; # f{, da fi{(e2) = 0 und
filea) = fi(v1) — fi(va) = —1 gilt; man bendtigt somit zur Erstel-
lung der dualen Basis die ‘volle’ Basis.

(b) Sei V' = R[z] der R-Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffi-
zienten und Basis { z' | i € Ng}. Seien f; € V* mit f;(2?) = §;;. Dann
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lisst sich die Linearform f € V* mit f(z') = 1 fiir alle ¢ nicht als Li-
nearkombination der f; darstellen, d.h. f ¢ (fi| i € Ny ); insbesondere
bilden die zu der Basis {z' | i« € Ny} von V dualen Elemente keine
Basis von V*.

Lemma 24.3. Se: V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Un-
terraum. Ist v € V \ U, so gibt es ein f € V* mit f(u) =0 firue U
und f(v) = 1.

Beweis. Sei {u; : j € J} eine Basis von U. Dann ist {u; : j € J} U {v}
linear unabhéngig und lasst sich zu einer Basis

{u; e JyU{v} Uiy :iel}

von V ergénzen. Definiere nun f vermoge f(u;) := 0, f(v) :== ¢, f(v;) :=
¢; mit beliebigen ¢, ¢; € K, ¢ # 0. O

Proposition 24.4. Sei V' ein K-Vektorraum und V** = (V*)*. Setze
T:V V™ (To)(f)=fw), veV, feV™

(a) T ist ein Monomorphismus,

(b) Ist dimg V =n < 0o, so ist T ein Isomorphismus.

Beweis. (a): Nachrechnen zeigt, dass Tv € V** und T linear ist; zum
Beispiel: Die Abbildung T'v ist additiv, da fiir fi, fo € V* gilt

(Tv)(f1 + fo) = (i + f2)(v) = fi(v) + fo(v) = (T)(f1) + (Tv)(f2).

Wir zeigen: 0 # v € V. = Tv # 0 (d.h. T ist ein Monomorphismus).
Ist 0 # v, so gibt es nach Lemma 24.3 gibt es ein f € V* mit f(v) = 1.
Es folgt (T)(f) = f(v) = 1 # 0 und somit Tv # 0.

(b): Ist dimg V' = n, so gilt dimg V* = dimg V** = n. Nach Lemma
5.11 ist der Monomorphismus 7' ein Isomorphismus. U

Definition 24.5. Sei V ein K-Vektorraum und sei W C V ein linearer
Unterraum

(1) Fiir f € V* definiere die Restriktion (Rf) € U* durch
(Rf)(w) = f(w), weW.
(2) Fiir g € (V/W)* definiere die Inflation Ig € V* durch
(Ig)(v) =glv+ W), ve V.
(3) Ist M C V eine Teilmenge, so setze
M*={feV*| f(m) =0 fiir alle m € M},

d.h. M+ C V* sind die Linearformen, die M annullieren.
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(4) Ist S C V* eine Teilmenge, so setze
ST ={veV|s) =0 fiir alle s € S},

d.h. ST C V sind die Vektoren, die von Linearformen in S
annulliert werden.

Bemerkung 24.6. M+ und ST sind lineare Unterrdume. Es gilt:
M+ = (M), ST =(9)".
Beispiel 24.7. Sei V = R? und sei M = {(0,1)} C V. Dann ist
M*={feV*| f(0,1) =0}.
Ist {e1, ea} die Standardbasis von V| so ist die duale Basis { fi, fo} mit
filer) =1, fi(e2) =0, faler) =0, fa(e2) =1

eine Basis von V*. Sei v = (a1, as) = a1e1 + agey ein Element von V
und f = B1fi + Bafs ein Element von V*. Dann ist

f(v) = (Bifi + Baf2)(cuer + azes) = Brag + facrs.

Fiir v = ey ist @ = 0 und s = 1. Ist f(ez) = 0, so folgt wegen
0= f(ez2) = B dann By = 0, d.h. f hat die Form f = /3, f; und
M* = (fi).

Betrachte S = {f1} C V*. Wegen f;(v) = «a; folgt
ST={veV | filv)=0y={veV |v=ae} = (e).

Lemma 24.8. Sei V ein K-Vektorraum und W C V' ein linearer Un-
terraum. Dann gilt

(a) R:V* — W* ist linear mit ker(R) = W+.

(b) Ist dimg V =n < oo, so ist R ein Epimorphismus. Es gilt

dimg W+ =n — dimg W.

(c) I:(V/W)* — W+ ist ein Isomorphismus
Beweis. (a): Nach Definition ist (Rf)(w) = f(w) fir f € V* und
weW. Wegen feV*ist fly e Wund R: V* — W*, f+— Rf ist
eine Abbildung. Man rechnet nach, dass R linear ist. Weiter ist

ker(R) ={feV* | Rf = flw =0} =W+

(b): Sei {wy, ..., w,} eine Basis von W und {wy, ..., w,,vy,...,vs} eine
Basis von V. Erweitere f € W* auf g € V* durch g(w;) = f(w;) und
g(v;) = 0. Damit ist g(w) = f(w) fir w € W, d.h. f = Rg und R
ist surjektiv. Wegen Bild(R) = W*, ker(R) = W=, und dimg W =
dimg W* liefert der Homomorphiesatz die Identitét

dimg W+ = n — dimg W.
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(c): Fiir g € (V/W)* und w € Wist (Ig)(w) = g(w+W) = g(W) =0,
also ist Ig € W+ und I definiert eine Abbildung (V/W)* — W+,
Nachrechnen zeigt, dass I linear ist. Sei f E_VVL. Dann definiert f(v+
W) = f(v) ein Element von (V/W)* mit If = f, also ist I surjektiv.
Sei g € ker(I). Nach Definition von I gilt fiir v € V' dann

0= (Ig)(v) = g(v+ W),
d.h. g = 0. Somit ist [ injektiv. O

Theorem 24.9. (Dualititssatz) Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt
(a) Ist W C V ein linearer Unterraum, so ist WLT = W.

(b) Sei dim(V) < oo. Ist S C V* ein linearer Unterraum, so ist
STh=5.
(c) Sind Wy und Wy lineare Unterrdume von V' (V' beliebig), so ist

(W + Wo)*t = Wi n Wik
Falls dim(V') < o0, so gilt auch
(W N Wo)t = Wi + Wi

Beweis. (a): Esist W' ={v e V| f(v)=0fir f € W+} D W. Ist
v e WET\ W, so gibt es nach Lemma 24.3 ein f € V* mit f(v) = 1
und f(w) = 0 fiir w € W. Also ist f € Wt. Wegen 0 = f(v) = 1 ist
dies ein Widerspruch, d.h. es gilt Gleichheit W = W=+T.

(b): Nach Definition von ST+ gilt ST+ D S. Da S und S' lineare
Unterrdume sind geniigt zu zeigen, dass dimg ST+ = dimg S ist. Nach
Proposition 24.4 ist T : V. — V**, (Tv)(f) = f(v), v € V, f € V* ein
Isomorphismus. Insbesondere ist (Tv)(s) = s(v) fir s € S. Dies liefert

ST={veV|sw) =0firscSy={veV|(Tv)(s)=0 firsc S}
Da T ein Isomorphismus ist folgt
dimg ST = dimg T({v €V | (Tv)(s) =0 fiir s € S})
= dimg{f € V** | f(s) =0 fiir s € S}
= dimg S*
= dimg V* — dimg S,

wobei die letzten Gleichung aus Lemma 24.8(b) (angewandt auf W = S
und V' = V*) folgt. Nach nochmaliger Anwendung von Lemma 24.8(b)
(mit W = ST und V = V) folgt wegen dimg V = dimy V* dann

dimg ST = dimg V — dimg ST = dimg S,

und damit S = ST+,
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(c): Die Gleichheit (W + Wy)+ = Wit N Wik folgt direkt aus der De-
finition. Sei nun dim(V) < oco. Wir wollen Wit + Wit = (W, N W)+
beweisen. Die Inklusion C folgt wieder direkt aus der Definition. Es
reicht also zu zeigen, dass

dim(Wi- 4+ Wi = dim(W, N W,)*+
gilt. Hierzu werden wir mehrfach die Formel
dim(Uy + Us) = dim(Uq) 4+ dim(Us) — dim(Uy N Uy)
sowie Lemma 24.8(b). Es folgt
dim(Wit + W5 = dim(Wi) + dim(W5") — dim(Wi- 0 W;h)
= dim(V) — dim(W,) + dim(V) — dim(Ws) — dim(W; + W)+
= 2dim(V) — dim(W;) — dim(Ws) — dim(V') + dim(W; + W)
= dim(V) — dim(W;) — dim(Ws) + dim(W; + W5)
= dim(V) — dim(W; N Ws)
= dim(W; N W)+,
O

Als eine Anwendung des Dualitéitssatzes betrachten wir affine Un-
terrdume eines n-dimensionalen K Vektorraums V. Nach Definition hat
ein m-dimensionaler affiner Unterraum von V die Form H = a + W,
wobei a € V und W C V ein m-dimensionaler linearer Unterraum ist.
Ist dimg W =n — 1, so ist H = a + W eine affine Hyperebene.

Die affinen Hyperebenen lassen sich mittels Linearformen wie folgt
beschreiben: Sei 0 # f € V* und sei a € K. Wegen 0 # f gibt es
ein w € V mit f(w) # 0. Setze a = af(w) 'w, so dass f(a) = « ist.
Wegen dimg(f)" = dimg{v € V |f(v) = 0} = dimgker(f) =n —1
definiert

Hio={veV| f(v)=a}=a+ker(f)
eine affine Hyperebene in V. Umgekehrt hat jede affine Hyperebene
H C V diese Form: Sei dazu H = a + W. Wegen dimW = n — 1
ist dim W+ = 1 und W+ wird von einem 0 # f € V* erzeugt. Fiir
a = f(a) folgt
H=Hy;,,

denn fiir a + w € H gilt offensichtlich f(a + w) = f(a) + f(w) =
a+ 0 = a. Ist umgekehrt v = a + (v — a) € Hy,, so ist zu zeigen,
dass v —a € W. Wegen f(v —a) = f(v) — f(a) = a — a = 0 folgt
v—a€ {f)Y =WL" =W (nach Satz 24.9).

Dieser Sachverhalt 148t sich verallgemeinern.
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Theorem 24.10. Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum. Dann ist
jeder m-dimensionale affine Unterraum der Durchschnitt von n — m
affinen Hyperebenen.

e Die Aussage der Theorems ist fiir V = R", n = 2,3, geometrisch
offensichtlich: Im Fall V = R? sind die affine Hyperebenen die Gera-
den im R?. Das Theorem besagt, dass jeder Punkt ein Schnitt von 2
Geraden ist. Fiir V = R3 sind die affinen Hyperebenen die Flichen im
R3; jeder Punkt ist der Schnitt von 3 Flichen, und jede Gerade ist der
Schnitt von 2 Flachen.

Beweis. Set H =a+ W CV,a €V, W CV ein m-dimensionaler

linearer Unterraum. Nach Lemma 24.8(b) ist dimx W+ = n — m. Sei

{f1,.-, fn_m} eine Basis von W; fiiri = 1,..., n—m setze a; = fi(a).

Dies liefert n —m Hyperebenen Hy, ,,. Wir zeigen H = N_["Hy, o,.
Ist v=a+w € H, so gilt fiir : = 1,...,n — m nach Definition

fiv) = fila) + fi(w) = fi(a) + 0 = o,

Also ist v € NZ{" Hy, o,. Ist umgekehrt v € N;Z" Hy, ,,, so folgt wegen
fi(v—a) =0 dann v —a € (f;)" und somit v —a € (fi,..., fom) -
Der Dualititssatz 24.9(a) zeigt (f1,..., fo_m) = WT =W, also ist
v—acWundveca+W=H. O

Bemerkung 24.11. Fiir lineare Gleichungssysteme ergibt sich mittels
Dualrdume folgende geometrische Interpretation: Fiir ein System

(L) ZOQ]J)]:ﬁZ, 2:1,,m,
j=1

betrachte die m Gleichungen separat. Die i-te Gleichung hat die Form

(ailv QG2, . .. 7Oéin)(x1> CI 7xn)t - /BZ
Interpretiert man z = (xq,...,x,)" als Vektor in V' = K™, so definiert
a; = (@1, - - ., yy,) eine lineare Abbildung

fi:V—=>K, z— au.
Damit lédsst sich das System (L) schreiben als
(L) fz(.f):ﬂ“ Zzlaama fZGV*7x€V

Die Losungsmenge von (L) ist genau der Schnitt der m Hyperebenen
Hy, .. Das System (L) hat eine Losung falls dieser Schnitt nicht leer
ist, und eine eindeutige Losung, falls dieser Schnitt aus genau einem
Punkt besteht.
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Bemerkung 24.12. Als Anwendung geben wir ein Verfahren zur Be-
rechnung des Durchschnitts U; NU; von linearen Unterrdumen Uy, Uy C
V, dim(V) = n < oo, an. Nach Wahl einer Basis von V' kénnen wir oE
V = K" annehmen. Sei

Uy = (ay,...,as) und Uy = (by, ..., b)
mit Spaltenvektoren a; und b;. Wir bestimmen nun Linearformen

fl,...,fk,gl,...gl GV*,
so dass gilt

U1:<f1,...,fk>T, U2:<g1,...,gl>J'.

Dann gﬂt Ul N U2 - <f17 s 7fk7917 cee 7gl>J—'

Dazu seien A = (ay,...,a;) € K% und B = (by,...,b) € K™ die
Matrizen mit den Spalten a; bzw. b;. Der Losungsraum der linearen
Gleichungssysteme

Atz =0und By =0
liefert dann die Linearformen fi,..., fx bzw. g1,..., ;.
Sei nun C' € K®+t0x die Matrix mit den Zeilen f1,..., fu, 1, .-, qi.

Dann ist der Losungsraum des linearen Gleichungsystems Cz = 0 ge-
nau der Durchschnitt U; N Us.

Beispiel 24.13. Seien

1 1 2
U1:<2,2,4>,
3 4 7
0 1 1
U1:<0,1,1>.
1 1 2
Dann sind
1 2 3 0 01
A= 12 4 ), B=|111
2 4 7 11 2

und die Losung der entsprechenden linearen Gleichungssysteme liefert
fl = (_27170)7 (51 :(_1’170)
Es gilt also U; = (fi) " und Uy = (g1)". Also ist

~110
C:(—1 1 0)



180

und die Losung von C'z = 0 liefert

0
UlﬂU2:< O >
1

Definition 24.14. Seien V, W K-Vektorrdume und sei g € Homg (V, W).
Wir definieren

g W =V* fe fog.
Die Abbildung ¢g* heifit die zu g duale Abbildung.

e Man zeigt leicht, dass g*: W* — V™ eine lineare Abbildung ist.
e Sind V, W K-Vektorrdume, g,h € Homg (V, W) und a € K, so gilt

(g+h) =g +h* und (ag)* = ag”.

e Seien V; K-Vektorrdume, i = 1,2,3, g € Homg(V;,V5) und h €
Hompg (V5, V3). Dann gilt fiir das Kompositum der dualen Abbildungen

(hog)" =g oh".

Wir zeigen: Hat g € Homg(V, W) bzgl. Basen von V und W die
Matrix (), so hat g* bzgl. der dualen Basen die Matrix (a;)".

Lemma 24.15. Seien V,W K-Vektorriume, {vi,...,v,} eine Basis
von V', {wq,...,wy} eine Basis von W, und g € Homg (V, W) mit

9(v;) = Zaijwi, j=1...,n.
i=1

Ist {fi,..., fn} die duale Basis zu {vi,...,v,} und {g1,...,9m} die
duale Basis zu {wy, ..., wy}, so gilt fir die duale Abbildung g*

9" (g:) = Z%’jfj, t=1,...,m.
j=1
Beweis. Nach Definition der dualen Abbildung gilt
(9°(9:) (ve) = gilg(vn)) = :(D_ awr) =Y culgi(wr)).
=1 =1

Nach Definition gilt g;(w;) = d; und es folgt

(97 (9:))(vr) = .
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Wegen f;(vg) = d;;, folgt andererseits

(Z aijfj) (o) = Zaijfj(vk) = Q.

Ist V ein K-Vektorraum, so gilt nach Definition 24.5(3) und (4)

MLt ={feV*| f(m)=0 fiir alle m € M} fiir M CV,
ST ={veV | s(v)=0fiir alle s € S} fiir S C V*.

Proposition 24.16. Seien V, W K-Vektorrdume und sei g € Hom g (V, W).
Dann gilt
(a) ker(g*) = Bild(g)*.
(b) ker(g) = Bild(g*)".
(c) g ist Epimorphismus < g* ist Monomorphismus.
(@)
)

(e) g ist Isomorphismus < g* ist Isomorphismus.

g 1st Monomorphismus < g* ist Epimorphismus.

Beweis. (a): Aus den Definitionen folgt

ker(g?) = {/ € W* | ¢"(H)(v) = flg(v)) = 0 fiix alle v € V}
= {feW*| f(w) =0 fir alle w € Bild(g)}
— Bild(g)*.

(b): Eine Richtung ist offensichtlich, da

Bild(g*)" = {veV|g(v)=0 fir alle g € Bild(g*)}
= {veV]g(f)lv) = flg(v)) = 0 fir alle f € W}
D ker(g).

Ist v € Bild(g*)", so gilt g*(f)(v) = f(g(v)) = 0 fiir alle f € W*. Aus
Lemma 24.3, angewandt auf V' = Bild(g) und U = {0}, folgt g(v) = 0,
also ist v € ker(g) und es gilt Gleichheit.

Die Teile (c), (d) und (e) sind Ubungblatt 12 der Linearen Algebra I,
Aufgabe 4. O

25. BILINEARFORMEN UND DUALITAT

Definition 25.1. Seien V,W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
B VxW — K heifit Bilinearform, wenn sie linear in jedem Argument
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ist, d.h.

B(vr + vz, w) = B(vr, w) + B(ve, w),Yv1,v2 € Viw € W
B(v,wy +we) = B(v,wr) + B(v,ws),Yv € Vywy,wy € W
Blav,w) = af(v,w) = B(v,aw),Yv € V,w € W,a € K.

Beispiel 25.2. 1) Sei V' ein beliebiger K-Vektorraum und V* sein
Dualraum. Dann ist

B:V*xV — K, (fv)— f(v),

eine Bilinearform.
2) Sei K = R und V ein innerer Produktraum mit innerem Produkt
(, ). Dann wird durch SB(vy,vs) := (v, v2) eine Bilinearform

BV XV —K

definiert. Jedes innere Produkt ist also insbesondere eine Bilinearform.
3) Sei K wieder beliebig. Dann wird durch

f: K" x K" — K, B(z,y) = inyi,
i=1

eine Bilinearform definiert.

Definition 25.3. Sei §: V x W — K eine Bilinearform. Dann heifit
[ ausgeartet in der ersten Variablen, falls es ein v € V,v # 0, gibt, so
daB B(v,w) = 0 fiir alle w € W. Analog hierzu heifit 3 ausgeartet in der
zweiten Variablen, falls es ein w € W, w # 0, gibt, so da8 f(v,w) = 0
fiir alle v € V.

Beispiele 25.4. In 1) - 3) nehmen wir Bezug auf die Beispiele 25.2.

1) Hier ist 8 offensichtlich nicht ausgeartet in der ersten Variablen.
Die Form ist ebenfalls nicht ausgeartet in der zweiten Variablen auf-
grund von Lemma 24.3.

2) Wegen (v,v) > 0 fiir alle v # 0, ist jedes innere Produkt in beiden
Variablen nicht ausgeartet.

3) Setzt man y = e; (Standardbasis), so folgt aus 0 = B(z,¢;) = x;
sofort, dass f nicht ausgeartet im ersten Argument ist. Analog sieht
man ein, dass die Form auch im zweiten Argument nicht ausgeartet
ist.

4)Sei V ={f: R — R | f stetig } der VR der stetigen Funktionen
auf R. Sei

BV XV R, B(f.g) = / f(2)g(x)d.

Dann ist 5 ausgeartet in beiden Argumenten.
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5) Sei

™

I
OO =
O = O

und
B: K}*x K* — K, f(x,y):=2'By.

Dann ist 3 ausgeartet in der ersten Variablen, da fiir z = (0,0,1)
offensichtlich B(x,y) = 0 fiir alle y € R? gilt. Andererseits ist 8 nicht
ausgeartet in der zweiten Variablen, da ((e1,y) = y; und S(eq, y) = yo
gilt.

Wie lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vektorrau-
men, so lassen sich auch Bilinearformen durch eine Matrix beschreiben.

Definition 25.5. Sei dim(V) =n < oo und dim(W) = m < oco. Seien
v1,..., 0, und wq, ..., w,, Basenvon V und Wundsei §: VxW — K
eine Bilinearform. Dann heifit die n x m-Matrix

e

die Strukturmatrix von [ beziiglich der Basen vy, ..., v, und wy, ..., w,,.
Falls V= W so spricht man von der Strukturmatrix beziiglich der
Basis vy, ..., v,.

Bemerkung 25.6. Die Strukturmatrix ist abhéngig von der Wahl der
Basen. Wir werden spiéiter diese Abhéngigkeit genau analysieren.

Beispiele 25.7. 1) Sei V ein endlich-dimensionaler VR mit Basis
V1, ..., Up. S€i f1,..., fn € V* die dazu duale Basis von V*. Dann ist
die Strukturmatrix der Bilinearform f: V* xV — K, 8(f,v) := f(v),
durch die Einheitsmatrix gegeben.

2) Sei K = R und V ein endlich-dimensionaler R-VR mit innerem
Produkt (, ). Sei f: V x V — R gegeben durch B(vy, va) := (v, va).
Sei ay,...,a, eine ON-Basis von V. Dann ist die Strukturmatrix von

[ beziiglichder Basis aq, ..., a, durch die Einheitsmatrix gegeben.
3) Sei A € K™ und

B: K"x K™ — K, (x,y)— 2'Ay.

Dann ist die Strukturmatrix von [ beziiglich der Standardbasen durch
die Matrix A gegeben.

Der folgende Satz zeigt, dal die Bilinearform g durch ihre Struktur-
matrix vollstdndig bestimmt ist.
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Theorem 25.8. Sei dim(V) =n < oo und dim(W) = m < co. Seien
V1, ..., U, und wy, ..., w, Basen von V und W und sei B :V x W —»
K eine Bilinearform. Sei B die zugehdrige Strukturmatrixz. Sei

Vo= v+ ...+ 20,2 € K,

W= Yt YW, Yy € K.

Dann gilt:

B(v,w) = (x1,...,2,)B :
Ym
Umgekehrt definiert jede Matriz B € K™ auf diese Weise eine Bili-
nearform 5 :V x W — K.

Beweis. Die Bilinearitat von (8 impliziert

n

Blo,w) =D > wiy;Blowy) = Y Zﬁ(viawj)yj-

i=1 j=1 =1 j=1
Hieraus folgt die Behauptung. O

Korollar 25.9. Seidim(V) =dim(W) =n < oo und f : VxW — K
eine Bilinearform mit Strukturmatriz B (beziiglich gewdhlter Basen).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) B ist ausgeartet im ersten Argument.

b) [ ist ausgeartet im zweiten Argument.

¢) det(B) = det(B") = 0.

d) rg(B) = rg(B") < n.

e) ker(B) # {0}.

f) ker(B') # {0}.

Wie das Beispiel 25.4, 5) zeigt, ist die Voraussetzung dim(V') =
dim (W) von entscheidender Bedeutung.

Beweis. Sei [ ausgeartet im ersten Argument. Dies ist genau dann der
Fall, wenn es ein v = Y " | z;v; # 0 gibt, so dass fiir alle w € W die
Gleichheit (v, w) = 0 gilt. Dies ist dquivalent dazu, dass es ein 0 #
x € K™ gibt, so dass !By = 0 fiir alle y € K™ ist. Dies ist dquivalent
zur Existenz eines 0 # x € K™ mit 2'B = 0, was wiederum dquivalent
zur Aussage ker(B?") # 0 ist. Dies ist dquivalent zu det(B*) = 0. Wegen
det(B) = det(B?"), ist dies wiederum dquivalent zu ker(B) # 0 und wir
konnen jetzt wie eben schlieflen, dass dies dquivalent dazu ist, dass 3
ausgeartet im zweiten Argument ist. 0
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Wihrend die Aussagen a) und b) unabhingig von der Wahl von
Basen sind, scheinen die restlichen Aussagen von B und damit von der
Basiswahl abhéngig zu sein. Der folgende Satz zeigt jedoch, dafl dies
nicht der Fall ist.

Theorem 25.10. Sei dim(V) = n < oo und dim(W) = m < oc.

Seien vy, ...,v, und w, ..., w,, Basen von V und W und sei 5 :V X
W — K eine Bilinearform. Sei B die zugehorige Strukturmatriz.
Seien vy, ...,v, und wy,...,w,, weitere Basen mit Ubergangsmatrizen

S € GlL(K) und T € Gl,,,(K). Sei B’ die Srukturmatriz beziiglich der
neuen Basen. Dann gilt:

= S'BT.

E S5iUj, w - E tljwl

Beweis. Es sei

Dann folgt
Bv,w;) = B (Z 85iVj5 Ztljwl>
j=1 =1
= Z Z sjitiy B (vj, wi)
j=1 I=1
= Z <Z szﬁ Ujawl> tlj
=1 \j=1
Hieraus folgt die Behauptung. O

Von besonderer Bedeutung ist der Spezialfall V' = W, dim(V) =n <
oo. Hier gilt B" = S*BS, wobei vy,...,v, und v{,...,v; Basen von V
sind mit Ubergangsmatrix S.

Definition 25.11. a) Sei §: V x W — K eine Bilinearform. Dann
heif3t
W xV — K, BY(wwv)=_p3,w)

die zu [ transponierte Bilinearform.

b) Eine Bilinearform g : V x V. — K heift symmetrisch, falls
Bt =B.
Bemerkung 25.12. a) Falls § beziiglich gewédhlter Basen die Struk-
turmatrix B hat, so hat ' beziiglich dieser Basen die Strukturmatrix
Bt

b) :V xV — K ist genau dann symmetrisch, wenn die Struk-
turmatrix B symmetrisch ist.
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Definition 25.13. a) Sei §: V x V — K eine symmetrische Biline-
arform. Ein Vektor v € V heifit orthogonal zu w € V, falls §(v, w) = 0.

b) Sei X C V. Dann heifit

Xt={veV|pBwzr)=0VrecX}

das orthogonale Komplement von X beziiglich 3.

Einfache Beobachtungen:

a) X+ = (X)*.

b) X ist ein linearer Unterraum von V.

Die Beweise dieser Beobachtungen als auch der Beweis des folgen-

den Satzes (vgl. Lemma 24.8 und Satz 24.9) sind véllig analog zu den
entsprechenden Aussagen fiir Dualrdume.

Theorem 25.14. Sei 5 : V x V. — K eine nicht ausgeartete sym-
metrische Bilinearform auf dem endlich dimensionalen Vektorraum V.
Sei X C 'V ein linearer Unterraum. Dann gilt:

dim(V) = dim(X) + dim(X ™).
Auferdem gilt: (XL)l = X.

Schlielich wollen wir den Zusammenhang von nicht ausgearteten
Bilinearformen zu Dualrdumen untersuchen.

Lemma 25.15. Sei 5: V x W — K eine nicht-ausgeartete Bilinear-
form. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

() dim(V) < oo,
(b)  dim(W) < occ.
Falls diese dquivalenten Bedingungen erfillt sind, so gilt ferner:
dim(V) = dim(W)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung
W —V* we fo,

wobei f,(v) := B(v,w), injektiv ist. Man sieht leicht ein, dass die Ab-
bildung linear ist. Es gilt:

fu=0 <= B(v,w)=0firalleveV.

Da ( nicht ausgeartet im zweiten Argument ist, folgt w = 0. Also hat
w — f, trivialen Kern und ist damit injektiv.

Sei nun dim(V') < oco. Dann folgt dim(WW) < dim(V*) = dim (V). Da
£ nach Voraussetzung auch nicht ausgeartet im ersten Argument ist,
zeigt man analog dim(V') < dim(W*) = dim(W). O
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Theorem 25.16. Sei dim(V) = dim(W) < oo und : V x W — K
eine nicht-ausgeartete Bilinearform. Dann ist die Abbildung
W —V*  ww fi,, wobei f,(v):= B(v,w),

ewn Isomorphismus von K — V R.

Beweis. Wir haben bereits im Beweis zum Lemma 25.15 eingesehen,
dass die Abbildung injektiv ist. Daher folgt die Isomorphie bereits aus
dim(V*) = dim(V') = dim (W), wobei die zweite Gleichheit ebenfalls in
25.15 enthalten ist. U

In diesem Zusammenhang sind auch die folgenden Ergebnisse von
Bedeutung.

Lemma 25.17. Sei 5: V x W — K eine Bilinearform, die nicht
ausgeartet in der zweiten Variablen ist. Sei Wi C W ein linearer Un-
terraum und

Wit i={veV|Bww)=0 for all w, € Wy}.

Dann ist I/VlL C V ein linearer Unterraum und (3 induziert eine wohl-
definierte und nicht-ausgeartete Bilinearform

B:V/Wix W, — K,
(v4+ Wi w) = Blv,w).

Beweis. Einfache Verifikation zeigt, dass Wﬁ C V ein linearer Unter-
raum ist. Sei v; € Wi-. Da dann

B(U + v, wl) = B(Ua wl) + B(Ulv wl) - 6(”7 wl)
fir alle v € V,w; € W, gilt, ist § wohldefiniert.

Sei B(v + Wi, w;) = 0 fiir alle w; € W;. Dann ist B(v,w;) = 0 fiir
alle w; und damit v € Wit. Somit ist v + Wi- = 0 in V/W;* und 3
nicht ausgeartet im ersten Argument.

Sei B(v + Wit w;) = 0 fiir alle v € V. Dann ist 3(v,w;) = 0 fiir alle
v € V. Da [ nicht ausgeartet im zweiten Argument ist, folgt w; = 0.
Also ist auch 3 nicht ausgeartet im zweiten Argument. U

Falls also §: V x W — K eine Bilinearform ist, die in der zweiten
Variablen nicht ausgeartet ist, und zudem ein linearer Unterraum W; C
W mit dim(WW;) < oo gegeben ist, so folgt aus Satz 25.16 zusammen
mit dem letzten Lemma:

(V/Wit)" ~ W



