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Selbst adjungierte Operatoren und
heimische Matrizen

= ¢
, (E ,

<
.
> ) Prä - Hilbertraum

Def ne Emd E) heißtsclhtacljemgivtodvhvmitee.chfalls für alle x.+ E E gilt :

< inkl
, y >

= < ×
, uly)

Beobachter Sein : E → E sdlstadjingiwet . Dann

sind die EW von u reell
.

Berg Sei uk) = Ax
,
AE ¢

,
x # 0

⇒ A Hxlf = < x. um> = euk ) , ×> = Ä IHR
⇒ 1 = Ä

.

Satz Sei dein (EI e - und n E End (E)
selbst adjungiert . Dann gibt es eine ON - Basis
von E bez

.
der u Diagonalgestalt hat .

Beweisskizze : klar für n=L
,
wobei n = drin (E)

nz Sei er ein EU zum EW An
,
EE Heilt -1

.

Sei F : = (feilt
Dann : up

: = Mfg : F → F

uf ist wieder selbstadjungiert und man
kann mittels Induktion schließen . H



Die A- = ( aij ) c- Mntc) heißt
hvmitesch

, falls

Ät = A
.

klee Falls A EM
"
(R ) , so gilt :

hvmituch ⇐ symmetrisch
Satz a) AE Mn (¢) ⇒ ma : ¢

"
→ ¢

"

,
xD Ax

hermitescn
ist selbstadjungiert

b) deinE) = nee ,
u selbstadjungiert ⇒ die

darstellende Matrix bez
. jeder ON -Basis

ist hvmiteseh
.

ohne Beweis

Satz Sei AE Mn (e) hvmitesch ( bzw .

A- EMIR) symmetrisch) .
Dann gibt es

PEU(n) =/ PEGlntc) / PTT = En} ( hzw.PE 01),
so daß

p
-

NAP = FTAP = ( \ ) =D

Beweis Lineare Algebra I a



Mitbetreuen

DI a) Sei E ein Prähilbotraum und

(a)
ne ,.

eine Folge in E .
Dann ist f)

ne,

eine Cauchy -Folge , falls gilt :

HE > OJN = NG) ffn > N kg c- IN : dfxn.xn.gs/eE

b) E heißt vollständige , falls jede CF in

F- konvergiert .

c) Ein Hilbert raum ist ein vollständiger
Prähilbrtranm

.

Beispiel Sei EI ¢ ein Prähilhvtranm ,

dein (E) < • . Dann ist E ein tlillvtraum .

Skizze : Alle Namen auf E sind äquivalent , d.h.
zu Hh , Hh gibt c > 0 ,

so daß

C-
'

km = Nett
,
e- CHR

d. h
.

H K und M Kz induzieren die gleiche
Topologie .

Wähle also eine Basis er . . . . .eu von E

und definiere



11 die:D : = max { tat , - - - , laut }
Dann zeigt man : xnk

= die , ist CF

⇐ ( Ätna
,.
ist CF in ¢ für 1

. . . - in
k

Sei ai : = feig ai . Es folgt :k

xn Är x : = die:
gg

k

Jeder endlich dimensionale Hilbertraum ist
fieberfreien

ist is zum ¢
"

: sei dein (Ek neu

und er , - - - , er eine ON - Basis
.

Sei

y : ¢ - E. × ⇒ ei

Dann ist f ein Iso . um VR und es gilt :

f. [ xiei , [tie! = Yi :< x.×>
llklilltl?

Der Satz von Riesz
-

Satz Sei E ein separater Millennium (d. h .

es gibt eine abzählbare dihte Teilmenge AE E) .

Dann ist die natürliche Abb
.



E - F-
*

: = Mom ( Etc)
× → µ : = hx

,
- >

eine Isometrie
,
d.h .

i) h. ist stetig und 11^+1 = 1×4
ü

sup { 11×4) ) : TEE ,

Kyll > 1 }
ii) falls N : E → ¢ stetig ist , so gibt
es genau

ein XEE mit 1=1
× .

Beweis Funktionalanalysis oder LinAYE falls
dein E) es . &

DasTemerproduseienh.lkzwei VR über K von endlicher

endlicher Dimension .
Seien

es , - - - , en und fn
,
- . _

,
fm

Basen
.

Definition ^) V. ① Vz : = he ; ① tj : 1Ei En ,

1 EJEM?
Die Elemente ei efj bilden dabei eine Basis

.

2) Für x = hier
, y
- 7¥gjtj sei



xxoy : = ¥1:pj eirfj
Leicht Die Ahhihdng Kxvz 2- K ① Vz

⇐ y) → × ① y

ist eine bi lineare Abbildung .

Universelle Eigenschaft : Sei W ein VR und

n : K x Vz → W bilineer
. Dann gibt es

genau
einen Hamam

.

ü : Kreuz → W
,
so

daß
K × V
,

2- K① Van

Iii:: einen

kommentiert
.

Beweis Man definiere : ü (ei ① fj ) = n ( (ei , fj ) .

BL: Die universelle Eigenschaft zeigt ,
&

dass Kok bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig
ist .

Dein



V. × Vz → X erfülle ebenfalls die
universelle Eigenschaft

"
!

"

÷::::*.
ßsa = idx ¥)

↳ × Vz 2- K@ Vz"

!
v.v.

Eindeutigkeit
⇒ idv.eu = a- ß

Analog zeigt man ⇐*) . ME

Seien in : h → Vn
, nz : Vz → Vz lineare

Abb
.

Dann :

Y x Vz 2- Vs ① Vz x@y

| Jg. weinen . . . an.
linear

muendet
in K)① Maly) K@ Vz



Lesung Seien n
,
und in bez

.

der Baron
en - - - een und tn

,
- - -

,
fm

dargestellt durch AEMNIK) ,
BE Mm (K) .

Dann ist in① Mz bez
.
der Basis

ei ① fj ,
E- 1

,
- - -

,
n

, f-
= 1

, - - - ,
m

an:: ü?

Zwü£EMndkm
(ei ) = EE ajiej , mal! ) = beate

.

Dann gilt :

4.① uz) ( ei @ fk ) = urteil ① uzltk)

= ¥ ajib.se/ejxofe ) -

Seien nun ( Ha ,
h

. ? ) incl ( MBR , } )
zwei endlich - drin . tlilbvträume .



~

Satz + Definition :

< x.①µ ,
×
,
①Yz ) : = &

,
X) <µ ,µ}

Xr , XZE HA , Ys , YZE HB + lineare

Festsetzungist ein Skalarprodukt auf Haitis .

Beweis Allgemein siehe Reed / Simon
,

Functional Analysis
Mic Alles endlich dimensionale

Sesquilinevität ist offensichtlich .

Positivität : Wähle 0N - Basen en - - . .eu

und tu - - - , tm von Ma und Hß .

Dann gilt
für z = Ey bij Leia tj )
< z

,
z> =L -7g Aijle :@ tjl , ⇐ the leerte ))

= Tja, Tj! heilen? < tj , te )
= ¥ tijhij

= ¥ Itijl
?

> 0

mit Gleichheit ⇒ z = 0
.

gg


