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RSI
Öffentlicher Schlüssel : N =

pg ,
e

mit ggf ( e ,
91N) = 1

Dabei : SIN ) Ap -Dlg - ) .

Geheimer Schlüssel : d mit ed = 1 lmodflw)

Verschlüsselung : Vfr) = me ( med N )

Entschlüsselung : F- (m) = md ( med N)

Noch zu zeigen : E (W/m) ) = med = m (med N)
-

Erinnerung: 91N ) = | (4) /
⑦

CR -
N =p! - - - p! = !!! Mp!)

-
' In - ir?

"

Lenin ftp.e ) = (p - e) pe
"

Beweis
0

, 1,2 , - - -

, p
-
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, p , ptt , - - - , 2ps -1,2ps , - - - - , p!- 1c- -

teilerfremdzup -

"
-

ppe
- ^
- 1



Es gibt pe
- ^

solche Intervalle

⇒ 11 pe ) = ( p - e) pe
"

g

Satz von Lagrange : Sei h eine endliche Gruppe .

Dann gilt für alle geh :

141

g
= e

.

ohne Beweis

Spezialfall (
"

kleiner Satz von Fermat
")

Sei a c- Z , NEIN und ggf ( a. N ) = 1 .
Dann

gilt : ähm = 1 (med N) .

Beweis Hier ist c. = (%,> )
"

,
tat = 91N) •

-2¥ ( Korrektheit um RSA)
F- ( Ulm) ) = med = ni +kein= m.fm/k

÷
ed = 1 + KYIN)

,
k£2

= m (med N)

g-

• Bester bekannter Fahtvisingsalgvithmus :
Zahlkörprsieb



• QC können
"schnell " fakturieren ( Sher 19943

• Andere Kryptoverfahren beruhen auf dem
diskreten Logarithmenproblem :

Sei C. = er> eine zyklische Gruppe .

und

geh .

Finde e mit
g-
-
re

.

Bgl . G = Fp
×
= zw >

elliptische
/

Kurve

• C. = Untergruppe von F- (Fr )

Auch DL - Problem kann ein QC "

schnell "

lösen
.

Hilbertränme

Es sei stets K = R oder ¢ .

Definition Sei E ein VR über K .
Ein

Skalarprodukt ist ein Abb .

<
,
> = h / > : Ex E → K

mit :

a) h
.
> ist segni , d.h .

< ×
, yrtyz>

= < x.µ) + < x. yz>

< ×
, Ay> = Al x.y>



( Exit Xz , y ) = h xntxz , y)
<Ax , y) = Ä < x.y> . )

b) <
,
> ist symmetrisch , < × , y >

=

c) < ,
> ist pas . definit ,

d.h
.

< x. ×> 70 ,
KXEE

<x. ×> = 0 ⑦ × = 0

Regen . ¢
"
oder R" mit

< x. y >
: =

y ,
= FTY

• E = Efre ,B) = stetige Ftt . [a.ifk
mit < t.gs .

_ = { HIGH dt
Definition Ein Trähilbeotraum ist ein K - VR E

zusammen mit einem Skalarprodukt .

Auf E hat man eine Norm

II A : E → R
,

IKH : = hx.HN
Es gilt die Cauchy - Schwarz

' sehe Ungleichg :

| < x. × > | = Htt . Htt , ttxy EE
ohne Beweis



Sprechweise
• ×

, ye E heißen orthogonal , falls <x.y > = 0 .

Es gilt dann:# +ylf = HIT + MIT
• Eine Familie (e)

⇒ heißt artnenomah ,
falls

Keith = 1 , Hie F und bei
,ej >

= 0
,

Für × = Es xiei.y-Iyiei.gieri.FI -

< x. y ) = In yi ,
IKH = Ez Kif

Satz Sei E ein Prähillrertraum und FEE

ein Unterraum .

a) Dann gibt es zu xe E höchstens ein

PFK) EF ,
so daß

Ex - ppk) , y > = 0
, KYEF

b) Falls dein (F) e-
,
so ist p,

überall

definiert .

DI pz
nennt man die orthogonale Projektion

auf F.



Beweis :

a) Es gelte Ex -µ , y > = 0 = Ex -yay>

für alle YEF. Z
. z . yn = yz

Dazu : µ -yz
= ( X- yz ) - ( x - y)

⇒ Ey, -µ , y > = 0 , KYEF
⇒ < µ - yz , µ

-

yz >
= 0 ⇒ yn = jz

b) Sei er , _ . - red eine ON - Basis von F

( berechenbar mit Orthogonales- gsvvfahren
von Schmidt) •Dann definieren wir :

PFK) : = [ lei
,
x) ei

ins

Z
-
z .

Ex - pfk) , y ) = 0 , KYEF .

Sei
y
= Aiei ⇒ lej , y> = Aj

Also ist jedes YEF von der Fun

+
= II <ejiy > ej &)

Es folgt :
t

d

< ej , x-p,KD
= < ej , ×>

-[<eixkej.eu)
5-1

= 0



¥ Ey ,
x- pik) >

= 0
, Hye F Es

Bewertungen pp
: E→ F ist linear

ppk) = ×
,
Kx EF

PI = PF

Satz Sei ( ti ) ± eine linear unabhängige
Familie von Vektoren in E und I abzählbar .

Dann kann man mit dem Schmidt ' sehen ON -

Verfahren eine ON - Basis von F-= Lin (Hier
konstruieren .

Satz Sei dim IE ) = ne - und er , - - - , en eine

ON - Basis . Dann gilt für alle x.y EE :

=

× =<heiß> ei
c- = 1

und < x. y> = heile:p> .

Mit anderen Worten
n

K
" Es E

,
z 1-7[ ziei

ist kompatibel mit dem Skala!
denn

h-zz.ie : ,[ E-e) = E Ejeeiej >



= IEEE -

Unita Endomorphismen

MEN :

Quantenmechanische Systeme- H Hilbotraam

zeitliche Entwicklung ← unitäre Operatoren
Obsruable f- physikalische

Meßgrößen )
← selbstadjungierte

Operativen
Zustand des Systems - Dichteoperativen

g : re→ H

5=9,5-0

Trlgt - s

Definition ne Edle) heißt ein , falls

< ukl
, uly )) = <x. y) ,

tx
,y E E

Leinen u unitär ⇐ HUHU = IHN , HEE

Beweis ⇒
" Buhlt! huk)

,
UKD = <x.x> = MIT

⇐
"

II ukltulyltf - Bukit - NUHR

= Ilxtytt - IKK - Kyll



Beachte ebenfalls :

tlxxytt
?
= < xty , xxy>

= UHR + HAT * 2 Re ( < x.µ)
Abo folgt: Re Kuk) , un) = Re (exit > ) .
Ersetze das Paar x. y durch ix. y .

Dann folgt :

¥ ( < ulix )
,
u

= Re K ix. y)
Re ( üeukl

, inkl ) N

µ

Im lenkt , uns)
Im Kay > )

.

•

Satz Sei E) ¢ von endlicher Dimension und

ne End (E) unitär . Dann gibt es eine ON - Basis
von E bez . der u Diagonalgestalt hat . Die
Ew ( = Diagonalelemente) haben Betrag 2 .

BWisskizze.r-Sei.nu = Ax mit × # 0 .

⇒ 111 = HUHU = AN
n ⇒ 111=2

.

IN Hh

Die Diagonalisiert vkit folgt mittels Induktion
n = dein IEI .



NIN ✓

NEI u hat EW An ,
da dein (E) <-

und Elf
-
algebraisch abgeschlossen

Sei er E E ein EU zu An und

F : = ( Ice. It

Dann zeigt man leicht : u; uf : F → F

uf : F→ F unitar
.

Wende Induktion an 8

DE Eine Matrix P = (aij ) e Mu (K)

heißt unitärn , falls Ftp = En . Falls

Pe MIR) nennt man P auch orthogonal
Satz FASÄ :

a) P ist unitär

b) Die Spalten von P sind eine ON -Basis des K"

c)
-
"
- Zeilen-

"
-



Satz a) P unitär ⇒ up : K
"
→ K

"

× → Px

ist unitär

b) Sei dein (E) = ne ,
n : E → E unitär

⇒ die darstellende Matrix bez
.

einer

ON - Basis ist unitär .


