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Phasen schätzung
Sei U : otti" → 7ft" unitär und

n sei ein EV . Sei

Ulm) = Fit / u>
,

0 e- te I
.

ZIELT Berechne eine gute Approximation auf .

Voraussetzungen : Wir haben eine blackbox
,

die folgendes leistet : sie präpariert In>

und berechnet kontrolliertes UÄ für je /Ne
.

Zur Erinnerung :

7M K>

✗
K>

①

tti
" h)-füttert
das folgende /Ov> ↳ lou>

hr> ↳ µ> ① Äh>
.



Der Algorithmus nutzt zwei Register :
^) t

ofBits ,
zu Anfang auf le> gesetzt .

2) 7µm ,
zu Anfang im Zustand In>

t.schrittductlgvithms.la
>- HE-•_ µ> +Eik

"

!,
① ,tqB.it/y ! :iii_-mET@e.ien>①

↳ -1M-☒- RE- in>



Motivation / Intuition :

Angenommen f = 0 . f. . . . % = % +
- - -

+G-
Dann erhalten wir nach dem ersten Schritt

2¥ ( to> + e

""" -⇒
H) @ . . .

@ ( to> +e
"""

µ>)

Aufgrund des Lemmas liefert F
"

( eventuell
nach einer Permutation s) dann

1h
. . . .
%> .

Dies ist ein Eigenzustand von jedem

Gj
: = id ②

- - .
① Tz ① - - .

② id

I
j
- te Stelle

Die simultane Messung von srj , j
--9 - - - it-1

liefert dann die exakte Periode
.



Bemerkung : Das Herzstück des Algorithmus
ist die innere QFT.

←
Q

Wie gut ist die Approximation § an f in

Abhängigkeit von t ?

Sei dazu 0 e- b ? 2+-1
,
S : Y - ¥ minimal

mit 8>0
. Ale 0 e- S E ¥ .

Zieh Die Messung m mit dem ezt

soll mit großer Wahrscheinlichkeit nahe bei b

liegen .

Wende QFT
- ^

an auf

¥ erbitte 1h>
b.= 0

Dies liefert Ü - n

E-Ei.im -z e-
Loibl /2+1 , >

k-0 1=0

2+-1 ¥
zählt -e)Ä ) Ie>= [ ¢:< e

e- 0SEI



FETE
Sei e > 1 eine vorgegebene Fehlertolerant .
Dann gilt :

p ( Im - ist > e) =

.

1%12
1=0

Il - bl >e

e- 1-

2 /e- ^)

( elementare Rede- gen ,
Nielson / Chuang
S

. 224J

Falls man § : = ¥ bestimmen will
,
so

daß
µ - f) e- ¥ ,

NEIN gegeben ,

gilt , so hat man

e = 2£
- "

_ ,

zu sitzen
,Neunte

- ÷ / ⇐ It - ¥1 -1¥ - ¥1



e- ¥ + ¥ / b- m )

e- E- + ¥ e- ÷

Setze : 1- = ntp ,
e = 2

"
- 1

. Dann

ist die Wahrscheinlichkeit eine Approximation

F- ÷ mit It - II e- ÷
zu erhalten größer

^ -
1-

2 (2^-2)
.

Sei E > 0 .

Will man f erfolgreich mit

Fehler e- In und Wahrscheinlichkeit 1- E

betimmen
,
so mnß gelten

1-
1-

212^-2 )
> 1- {

⇒ p
= lag. /2+ %) .

Nimm : t = n + flog, (2+2) .



Motivation : Sei N c- IN zu fahterisioen .

Versuche eine Kongruenz
×

"

= 1 (mod N) ¥)

zu finden .
Dann folgt

N | E- 1 = (✗ + 1) ( x - ^)

Falls
q
ein Primteilo von N ist

, so folgt

q / 1×+1) oder of I (x - ^)

d.h
. ggf ( N ,

✗+ 1) > 1 oder ggf ( N , x-D > I.

Zu × mit G) berechne mit euklidischen

Algorithmus
ggf / N , ✗ ± )

Falls × ¥ -1-1 (mod N ) ,
so finden wir einen

nicht - trivialen Teiler .

Wie also erzeugt man kongruenten der Fund) :

• Wähle zufällig a c- ( Ewz )
"

und

berechnet r : = ard ( a )
,
d.h .



r : = mein { me 1N : am = ^ (mod N ) }
Aho ist r die Periode von m → am

• Mit
"

großer Wahrscheinlichkeit
"

ist

er gerade und für × : = ä" gilt :

x =/ ± 1 (mod N) .

Die Quantenanteil in Shoes Algorithmus ist
die Boeing von r.

Anwendung der Phasen schätzung :

Ard-gsbetimmg und Fahtvisi-
g

Probleme Sie NE IN und 9=(7%2)
"

.

Sei OE ×
< N

, ggf (× , N ) = I . Dann ist
F c- C. und wir wollen wd E) bestimmen .

Betrachte dazu den Ewen Operator

M : GM" - •
µ
"

,
L = Meg , N]

ly> ↳ | KY
mal N>

, OEYEN

ly> , Ney < 2<-1



Sei r : = ard (E) .

Bett 1ns) : = ¥ exp [Frist ) / xkmod N)
,

k-1

OESER - 1
,
sind EigenZustände von U

.

By U / ms) = § expl-9ft ) lxk-" med N )
r

k-- o

= ¥ [ xp / -2*39^-1 / xk med N>
A- 1

= exp (Fis ) ¥ expl-wrisk-lkkm.am)
k-- O

•

Wir werden sehen : Aus der Kenntnis von

einer guten Nähng an G- kann mit

großer Wahrscheinlichkeit r berechnen
.

Probleme Die Präparation von 1ns) erfordert

die Kenntnis von r .

Es gilt : ¥ Ins > = µ>
5=0

r - ^

- up (
-Frist) / xkmodru)DIE:-# ins> = ? E.

*.



= ? ( E expf-F.it)
s

) / ×" med N)
too 5=0

im

r - te EMW

-1-1
, für k -1-0

= In > .

FÜR# o| = r
, für k --0

•

Präpariert man den Zustand H) und

wendet den Phasenschätzer an , so
erhält man

intuitiv die Ausgabe

% Its > Ins> ,
wobei

so

| ? - Ist
klein ist

.

Liest man das erste Register dann erhält
man / Is > mit Wahrscheinlichkeit G- .

Setzt man t = 2L-11 + flog /2-%) , fixiert

s
,
dann erhält man Ts = 7=9 mit

einer Genauigkeit von 241 Bits mit der

Wahrscheinlichkeit Z ^÷



Beef : r ist in der Anwendung sehr

groß . Das macht nichts
,
denn mit

großer Wahrscheinlichkeit mißt man §
mit ggf ( Sir) = I. .

Dann kann man mit der

Kettenhruchentwilchg aus § die exakten

Werte seid r berechnen
.

Ein weiteres Problem : Es ist kontrolliertes

U
"
für U / y ) = ( KY

med N>
,
d-ye N

Iy ) ,
sonst

effizient berechnen .

Dazu ist zu berechnen

Iz) / y) 1- / z> µ
" zfih . . . zft.int

- ^

H>

= Iz> Ü / y>

= ( Iz) / xzy med N)
,

0 Ey e N

Ix ) ,
sonst

¥ kann man schnell berechnen . Beispiele



j
}

( mod ^)

13 = 1 + 0.2 + 1.22 + 1 . 23

3 → 3-3<=7 1- 7<=9 → 3.9
"

=3

x.x
?

f. i)
'

= ✗ (4×4)
Dies kann man nutzen , um

einen Quanten -

schaltkreis zu konstruieren ,
du lzblyi-slxzym.IN)

unter Benutzung nen 0/23) elementaren

Galton berechnet ( siehe [Scherer , Korallen 5.3)


