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1 Basissatz und Nullstellensatz

1.1 Sehr Grundlegendes

Grundsétzlich sind in dieser Vorlesung alle Ringe kommutativ und unitér, d.h. es gibt ein neutrales
Element 1 beziiglich der Multiplikation. Wir erlauben aber den Nullring (Bezeichnung: 0). Hier ist
die 1 gleich der 0.

Entsprechend ist ein Ringhomomorphismus f: R — S stets ein Homomorphismus von unitéren
kommutativen Ringen. D.h. neben den iiblichen Bedingungen

Fa+b) = fa)+ F(b),  f(ab) = f(a)f(b) fiir alle a,b € R,

verlangen wir auch f(1g) = 1s.

1.2 Der Hilbertsche Basissatz
Definition 1.2.1 Ein Ring R heifit noethersch, falls jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Definition 1.2.2 Ein Ring R geniigt der Bedingung fiir aufsteigende Ketten (von Idealen), wenn
jede solche Kette stationdr wird, d.h. zu jeder Kette

ap CaxCaz C...
von Idealen in R gibt es eine natiirliche Zahl iy, so dass fiir alle ¢ > ¢y die Gleichheit a; = a;, gilt.
Auch diese Bedingung charakterisiert noethersche Ringe. Es gilt:

Satz 1.2.3 Ein Ring R ist genau dann noethersch, wenn er der Bedingung fiir aufsteigende Ketten
gentigt.

Satz 1.2.4 (Hilbertscher Basissatz) Falls der Ring R noethersch ist, so ist auch der Polynomring
R[X] noethersch.

Folgerung 1.2.5 a) Sei R noethersch. Dann ist auch der Polynomring R[X;,...,X,] in den Va-
riablen Xy, ..., X,, noethersch.

b) Homomorphe Bilder von noetherschen Ringen sind noethersch.

¢) Sei R noethersch und A eine endliche erzeugte R-Algebra. Dann ist A noethersch.

Wir wollen kurz noch den Begriff einer R-Algebra erldutern. Seien dazu R und A zwei Ringe und
f: R — A ein Ringhomomorphismus. Fiir 7 € R und a € A setzen wir ra := f(r)a. Damit wird
A zu einem R-Modul. Einen Ring A zusammen mit einem Ringhomomorphismus f nennt man
R-Algebra. Falls R = k ein Korper ist (und A # 0), so ist f automatisch injektiv und wir kénnen
oE k als Teilmenge von A betrachten. Eine k-Algebra ist dann ein k-Vektorraum, der zusétzlich
ein Ring ist. Jeder Ring B ist eine Z-Algebra mittels der Abbildung Z — B,n+— n- 1.



Seien A1, A zwei R-Algebren beziiglich der Homomorphismen f;: R — A;, i = 1, 2. Ein Ringho-
momorphismus ¢: A; — Ay ist ein Homomorphismus von R-Algebren, falls fiir alle r € R gilt:
©(f1(r)) = f2(r). Dies ist dquivalent zur Bedingung:

w(ra) = rp(a) fir alle r € R,a € Ay.

1.3 Der Hilbertsche Nullstellensatz

Es sei stets k ein Korper.
Fiir eine Teilmenge S C k[X7, ..., X,] heifit

Z(S):={a=(a1,...,an) € k" | f(a1,...,a,) =0 fiir alle f € S}

die affine algebraische Menge zu S. Z(.S) ist also die Teilmenge des k™ der gemeinsamen Nullstellen
der Polynome in S. Offensichtlich ist Z(S) = Z((5)). oE werden wir daher im folgenden davon
ausgehen, dass S = a ein Ideal in k[ X7, ..., X,] ist.

Remarks 1.3.1 (a) Z ist inklusionsumkehrend, d.h Sy C Sy impliziert Z(Ss) C Z(S1).
(b) Fiir Ideale a,b gilt: Z(ab) = Z(a) U Z(b), Z(a + b) = Z(a) N Z(b).

Die Menge der affinen algebraischen Teilmengen des k™ bilden die abgeschlossenen Mengen einer
Topologie auf dem k", der sogenannten Zariski-Topologie (siehe Ubungsblatt 1). Wir schreiben oft
k™ = A" (k) oder auch A", falls k als Grundkorper fixiert ist.

Zu X C k™ definieren wir das Ideal

I(X):={f € k[X1,...,X,] | f(a) =0 fiir alle a = (aq,...,a,) € X}.
Definition 1.3.2 Sei X = Z(a) eine algebraische Menge. Dann heifit
AX) = k[Xy,..., X,/ 1(X)
Koordinatenring oder Ring der reguldren Funktionen auf X.

Definition 1.3.3 Ein Ring R heifit reduziert, falls es in R keine nilpotenten Elemente ungleich 0
gibt.

Dieser Begriff steht in engem Zusammenhang zum Begriff des Radikalideals.
Definition 1.3.4 (a) Sei a C R ein Ideal. Dann nennt man
Va:={f € R|es gibt ein n € N mit f* € a}

das Radikal von a.
(b) Falls a = y/a gilt, so nennt man a ein Radikalideal.

Man zeigt leicht, dass v/a ein Ideal ist und es gilt trivialerweise a C +/a.
Lemma 1.3.5 Sei a C R ein Ideal. Dann gilt:

a ist ein Radikalideal <= R/a ist reduziert.
Insbesondere sind also Primideale radikal.

Da die Verschwindungsideale I(X) stets radikal sind, sind die Koordinatenringe A(X) stets redu-
ziert.

Satz 1.3.6 Sei X = Z(a) eine affine algebraische Menge. Dann gilt: Z(I(X)) = X.



Man kann ebenfalls leicht zeigen, dass fiir alle Ideale a von k[X7,...,X,] die Inklusion /a C
I(Z(a)) gilt. Die andere Inklusion ist fiir beliebige Korper im Allgemeinen falsch. Es gilt jedoch:

Satz 1.3.7 (Hilbertscher Nullstellensatz) Sei k algebraisch abgeschlossen und a C k[X,..., X,]
ein Ideal. Dann gilt:

I(Z(a)) = Va.
Damit sind die Zuordnungen a — Z(a) und X — I(X) zueinander inverse inklusionsumkehrende
Bijektionen zwischen der Menge der Radikalideal von k[X1,...,X,] und der Menge der affinen
algebraischen Teilmengen des k™.

Folgerung 1.3.8 Sei k algebraisch abgeschlossen und fi,..., fm, € k[X1,...,X,]. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Das System f1(Xy,...,X,) =...= fm(X1,...,X,) = 0 hat keine Lésung.

(b) (f1y.- oy fm) =Kk[X1,..., X,].

(c) Es gibt p1,...,pm € k[X1,..., X, mit 1 =31 p; fi.

Folgerung 1.3.9 Sei k algebraisch abgeschlossen und A eine k-Algebra. Dann ist A genau dann
der Koordinatenring fiir eine algebraische Menge, wenn A endlich erzeugt und reduziert ist.

Lemma 1.3.10 Sei k ein Korper und ay,...,a, € k. Dann ist (X1 — ay,..., X, — a,) C
k[X1,...,X,] ein maximales Ideal.

Falls X eine algebraische Menge ist und p = (a1, ...,a,) € X, so gilt
I(X) C I(p) = (Xl _a17~-~7Xn - an)-

Folgerung 1.3.11 Sei k algebraisch abgeschlossen und X € k™ eine algebraische Menge. Dann
sind die maximalen Ideale von A(X) genau die Ideale der Form

my, = (X1 —ar,..., Xn —a,)/1(X)
mit p = (a1,...,a,) € X.

Fiir eine algebraische Menge X C k", k algebraisch abgeschlossen, vermittelt also die Abbildung
p — m, eine Bijektion zwischen den Punkten p € X und den maximalen Idealen des Koordinaten-
rings A(X).

1.4 Alternative Beschreibung des Radikals eines Ideals

Abschlielend in diesem Abschnitt geben wir eine alternative Beschreibung des Radikals eines Ideals
a. Dazu brauchen wir zunéchst die folgenden Vorbereitungen. Es sei stets R ein beliebiger kom-
mutativer Ring mit 1.

Definition 1.4.1 Eine Teilmenge S C R heif3t multiplikativ oder multiplikativ abgeschlossen, falls
die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind.

(7) u,v €S = uv € S.
(i) 1€8.

Lemma 1.4.2 Sei S C R eine multiplikative Menge und a C R ein Ideal mit SNa = (. Dann gibt
es ein Primideal p mit a Cp und pN S = 0.

Hiermit beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 1.4.3 Sei a C R ein Ideal. Dann gilt:
\/a = mpv
p

wobei der Schnitt iiber alle Primideal p mit a C p zu erstrecken ist.



2 Lokalisierungen

2.1 Briiche

Definition 2.1.1 Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Sei U C R eine multiplikative
Menge. Die Lokalisierung von M mnach U, in Zeichen U~'M oder M[U™'], ist die Menge der
Aquivalenzklassen von Paaren (m,u) € M x U beziiglich der Aquivalenzrelation

(myu) ~ (m',u): <= FveU:vlum—um')=0.
Die Aquivalenzklasse von (m, u) bezeichnen wir mit 7. Die Menge U 1M der Aquivalenzklassen

wird vermoge

m m uw'm + um’ m rm
7+7/ =— r—
i U uu U

zu einem R-Modul.

Im Fall M = R wird die Lokalisierung U 'R durch

1 Ty

r
U1 uuy

S

zu einem kommutativen Rung mit 1.

Lemma 2.1.2 Sei M ein R-Modul und U C R eine multiplikative Menge. Sei

o: M — UM, m— %

a) Es gilt:
p(m) =0 <= Ju € U mit um = 0.

b) Sei M endlich erzeugt als R-Modul. Dann gilt:
U'M =0 <= 3uecU mit uM =0.
Teil (a) impliziert sofort

Folgerung 2.1.3 Sei U C R multiplikativ. Falls U keine Nullteiler enthilt, so ist die Abbildung
p:R— U 'R,r+— 1, injektiv.

Die folgenden zwei Beispiele sind besonders wichtig.
Beispiel 1: Falls R nullteilerfrei ist, so ist U = R\ {0} eine multiplikative Menge. Dann heif}t
Quot(R) := U~ R der Quotientenkérper von R. Die kanonische Abbildung

p: R — Quot(R), r+— %
ist injektiv.

Beispiel 2: Falls p C R ein Primideal ist, so ist U = R\ p multiplikativ. Falls M ein R-Modul ist,
so nennt man M, := U~'M die Lokalisierung von M bei p.

2.2 Ideale in Lokalisierungen

Der folgende Satz gibt einen vollstéindigen Uberblick iiber den Zusammenhang zwischen den Idealen
von R und den Idealen von U~ !R.



Satz 2.2.1 Sei U C R multiplikativ und ¢: R — U™'R,r— %
(a) Sei I CU'R ein Ideal in U™'R. Dann gilt:

e M(DUT'R=1.
Die Abbildung

Ideale von R - Ideale von U 'R,
J w— JU'R

ist surjektiv. Ferner ist die Abbildung

Ideale von U'R i) Ideale von R,

I = ™)
injektiv.
(b) Sei J C R ein Ideal in R. Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:
(7) J = o Y(I) fiir ein Ideal I von R.
(i)  J=¢ YJU'R).
(#i7) Firaller € Rbue U mitrue J giltre J
Die Abbildungen « und (3 sind also zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge der Ideale

J C R, die die Bedingung (iii) erfiillen, und der Menge der Ideale I C U~'R.

(c) Die Abbildungen « und f induzieren eine Bijektion zwischen der Menge der Primideale P C R
mit PNU = () und den Primidealen von U R.

Remark 2.2.2 Von besonderer Bedeutung ist die Lokalisierung nach einem Primideal p C R. Die
Abbildungen a und S liefern hier eine 1 — 1-Korrespondenz zwischen den Primidealen q von R
mit g € p und den Primidealen der Lokalisierung I,. Insbesondere ist also R}, ein Ring mit genau
einem maximalem Ideal, ndmlich pR,.

Definition 2.2.3 Ein lokaler Ring ist ein Ring R mit genau einem maximalen Ideal.

Satz 2.2.4 Sei R ein noetherscher Ring und U C R multiplikativ. Dann ist auch R[U™1]
noethersch.

2.3 Universelle Eigenschaft der Lokalisierung

Die Lokalisierung 148t sich auch bis auf eindeutige Isomorphie durch die folgende universelle Ei-
genschaft charakterisieren.

Satz 2.3.1 Die Lokalisierung R[U 1] zusammen mit dem Homomorphismus

p: R— R[U‘l], T g,

erfiillt die folgende universelle Eigenschaft: Zu jedem Ringhomomorphismus ¢¥: R — S, so dass
(u) € 8 fiir alleu € U gilt, gibt es genau einen Ringhomomorphismus n: R[U '] — S, so dass

Y =mnogp.



3 Satz von Cayley-Hamilton und Nakayamas Lemma

3.1 Einschub: R-Moduln

Seien M, N zwei R-Moduln. Eine Abbildung f: M — N heiit R-Modulhomomorphismus oder
R-linear, falls fiir alle z,y € M und alle r € R gilt:

flat+y) =f@)+fy), [fOrz)=rf(z)

Die Menge aller R-Modulhomomorphismen f: M — N bezeichnen wir mit Hompg (M, N). Fiir
fig € Homg(M,N), r € R und x € M setzen wir

(f+9)(@) == f(x) +g(x), (rf)(x):=rf(z)

Dadurch wird Hompg (M, N) zu einem R-Modul. Man beachte, dass Homg(R, M) — M, f — f(1)
ein Isomorphismus von R-Moduln ist.
Fiir einen R-Teilmodul M’ C M bezeichne M /M’ die iibliche Faktorgruppe (bez. +). Diese abelsche
Gruppe wird durch

r(m+ M) :=rm+ M,

wobei 7 € R,m € M, zu einem R-Modul. Es gelten die bekannten Isomorphiesétze aus der Grup-
pentheorie an analoger Weise.

Satz 3.1.1 Sei f: M — N eine R-Modulhomomorphismus und M’ C M ein Teilmodul mit
M’ C ker(f). Dann induziert f einen R-Modulhomomorphismus f: M/M’' — N,m+M' — f(m),

mit Kern ker(f) = ker(f)/M’.
Als einfache Konsequenz hieraus ergibt sich
Satz 3.1.2 (a) Seien N C M C L drei R-Moduln. Dann gilt:

L/N _
AN = LM

(b) Seien My, My R-Teilmoduln des R-Moduls M. Dann gilt:
(M7 + M) /My ~ My /(My N Ms).
Hierzu ist die Definition der Summe von Moduln nachzutragen.
Definition 3.1.3 Sei (M;);cs eine Familie von Teilmoduln des R-Moduls M. Dann nennt man
ZM¢ = {Zml | m; € M; und m; = 0 fiir fast alle i € I}
i€l i€l
die Summe der M;. Dies ist der kleinste Teilmodul von M, der alle M; enthélt.

Definition 3.1.4 Sei (M;);er eine Familie von R-Moduln.
(a) Die direkte Summe ist definiert durch

@Mi = {(mi)ier | mi € M; und m; = 0 fiir fast alle i € I'}.
iel
(a) Das direkte Produkt ist definiert durch

HMi = {(mi)iej | m; € Mz}
el



Sowohl die direkte Summe als auch das direkte Produkt werden durch
(wi)ier + (Wa)ier == (@i + Yi)icr, 7(Ti)ier == (rTi)icr

zu einem R-Modul. Falls I endlich ist, so stimmen direktes Produkt und direkte Summe iiberein.
Seien My, My C M zwei Teilmoduln von M. Dann ist die Abbildung M1 ®Ms — M, (x,y) — z+y,

genau dann ein Isomorphismus, wenn
M+ My;=M und M1 N M; =0
gilt.

Definition 3.1.5 Ein R-Modul heifit frei, falls M ~ @, _; R, wobei I eine beliebige Indexmenge
ist. Notation: RY) = @, R Mit e := (2;)icr, wobei

0, fallsi#j,
€Ty =
1, fallsi=j.

bezeichnen wir die “Standardbasis” von R().

Man beachte, dass ein R-Modulhomomorphismus f: RY) —s N eindeutig durch die Bilder f (e;)
bestimmt ist. Umgekehrt gibt es zu vorgegebenen Elementen y; € N genau einen Modulhomomo-
prhismus f: R — N mit f(e;) = y; fiir alle i € 1.

Offensichtlich ist ein endlich erzeugter freier R-Modul stets isomorph zu R™ fiir geeignetes n.

Satz 3.1.6 Ein R-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn M isomorph ist zu einem
Quotienten von R™ (mit geeignetem n € N).

3.2 Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 3.2.1 (Cayley-Hamilton) Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und a C R ein Ideal. Sei
¢: M — M ein R-Modulhomomoprhismus mit ¢(M) C aM. Dann geniigt ¢ einer Gleichung

"+ an_1¢" . +ardp+ag=0
mit Koeffizienten a; € a.
Folgerung 3.2.2 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und a C R ein Ideal mit aM = M. Dann

gibt es x € R mit
x=1 (mod a) und zM = 0.

3.3 Nakayamas Lemma

Definition 3.3.1 Fiir einen Ring R heifit

wobei sich der Schnitt iiber alle maximalen Ideale erstreckt, das Jacobson-Radikal von R.
Das folgende Lemma liefert eine édquivalente Definition des Jacobson-Radikals.
Lemma 3.3.2 Fiir x € R gilt:

z € J(R) <= 1—zy e R* fiir alley € R.



Satz 3.3.3 (Nakayamas Lemma) Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und a C R ein Ideal mit
a C J(R). Dann gilt:
aM =M <= M =0.

Folgerung 3.3.4 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und a C R ein Ideal mit a C J(R). Sei
N C M ein Teilmodul. Dann gilt:

N+aM =M < M = N.

Nakayamas Lemma oder das Korollar werden héufig in folgender Situation angewandt. Sei R ein
lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Sei k := R/m der Restklassenkérper. Fiir jeden R-Modul M
ist dann M/mM ein k-Vektorraum. Offensichtlich gilt fiir einen lokalen Ring m = J(R).

Folgerung 3.3.5 Sei (R, m) wie eben ein lokaler Ring mit Restklassenkorper k und M ein endlich
erzeugter R-Modul. Seien z1,...,x, € M, so dass die &; := x; + mM den k-Vektorraum M /mM
erzeugen. Dann gilt:

M= <.Z‘1,...7.CL‘n>R.

Die Umkehrung ist offensichtlich. Man beachte, dass man auf die Voraussetzung der endlichen
Erzeugtheit nicht verzichten kann. Die Schlussweise,

dimy(M/mM) < co = M ist endlich erzeugt,

ist im Allgemeinen falsch !!!

4 Exakte Sequenzen, Hom-Funktor und Tensorprodukt

4.1 Exakte Sequenzen und Hom

Definition 4.1.1 Eine Sequenz von R-Modulhomomorphismen

_>M171L>lel_+l>Ml+1_>

heifit exakt bei M;, falls ker(f;+1) = im(f;) gilt. Die Sequenz heifit exakt, wenn diese Bedingung
bei allen M; gilt.

Satz 4.1.2 (i) Sei
M M5 M —0 (%)

eine Sequenz von R-Moduln. Dann ist (x) genau dann exakt, wenn fiir alle R-Moduln N die Sequenz
0 — Homp(M", N) - Homp (M, N) - Homp(M’, N)

exakt ist. Hierbei ist U(f) := f ov und u(g) := g o u.
(ii) Sei
0— N 5 NS N ()
eine Sequenz von R-Moduln. Dann ist (%) genau dann exakt, wenn fiir alle R-Moduln M die
Sequenz

0 — Hompg (M, N') % Homp(M, N) — Homp(M, N")
exakt ist. Hierbei ist u(f) :=wuo f und v(g) :=vog.



Satz 4.1.3 (Schlangenlemma) Sei

0 M — s M —2s M 0
l P i ; J«f
0 N o N N 0

ein kommutatives Diagramm von R-Moduln und R-Modulhomomorphismen, so dass die Zeilen
exakt sind. Dann gibt es eine exakte Sequenz

0 — ker(f) SN ker(f) SN ker(f") 4, cok(f") 2, cok(f) N cok(v") — 0.

Oft benétigt man nur die Existenz dieser exakten Kern-Kokern-Sequenz, manchmal jedoch auch
die Definition des Morphismus d. Sei dazu m/ € ker(f”). Dann gibt es ein m € M mit v(m) = m”.
Wegen f(m) € ker(v') gibt es ein n’ € N’ mit u'(n') = f(m). Wir definieren dann: d(m”) :=
n' +im(f’).

4.2 Das Tensorprodukt

Definition 4.2.1 Seien M, N und P drei R-Moduln. Eine Abbildung f: M x N — P heifit
bilinear, wenn sie linear in jedem Argument ist.

Satz 4.2.2 Seien M, N zwei R-Moduln. Dann gibt es ein Paar (T, g) bestehend aus einem R-Modul
T und einer bilinearen Abbildung g: M x N — T, so dass die folgende universelle Eigenschaft
erfiillt ist: Zu jeder bilinearen Abbildung f: M x N — P, wobei P ein belieber R-Modul ist, gibt
es genau eine R-lineare Abbildung f': T — P, so dass f' o g = f gilt.

Der Modul T ist durch die universelle Eigenschaft bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig be-
stimmt.

Definition 4.2.3 Wir setzen M®@grN := T und nennen M®@prN das Tensorprodukt von M und
N. Falls aus dem Kontext klar ist, dass wir iiber dem Ring R arbeiten, so schreibt man oft einfach
M®N.

Remark 4.2.4 Fiir jeden R-Modul P ist die Abbildung

{f: M x N — P| f bilinear } — {f': M®N — P | f' R-linear }, [ f',
eine Bijektion (mit inverser Abbildung f/ +— f' o g).
Zur Existenz von (T, g): Wir identifizieren C' := RM>N) mit

{Z a;(m;i,n;)|a; € Rym; € M,n; € N, fast alle a; = O} .

?

Sei D C C der R-Teilmodul, der durch die Elemente

(ml + m27n) - (m17n) - (m27n)a
(rm,n) —r(m,n),
(m,n1 +nz) — (m,n1) — (m,na),
(ma Tn) - T(mv Tl)
erzeugt wird, wobei m, my1,ma € M, n,n1,n2 € N und r € R jeweils beliebig sind. Dann setzen

wir T := C/D und
g MxN—T, (m,n)— men:=(m,n)+ D.



Rechenregeln: Fiir r € R,m,m’ € M und n,n’ € N gilt:

rm@n = mern,
(m+m')®@n = men +m'on,
m®(n +n') = m@n + men'.

Vollig analog definiert man das Tensorprodukt von endlich vielen R-Moduln.

Satz 4.2.5 Seien M, ..., M, R-Moduln. Dann gibt es ein Paar (T,g) bestehend aus einem R-
Modul T und einer multilinearen Abbildung g: My x...x M, — T, so dass die folgende universelle
Eigenschaft erfiillt ist: Zu jeder multilinearen Abbildung f: My x ... x M, — P, wobei P ein
belieber R-Modul ist, gibt es genau eine R-lineare Abbildung f': T — P, so dass f' o g = f gilt.
Der Modul T ist durch die universelle Eigenschaft bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig be-
stimmt.

Man nennt dann M1®p ... QrM, := T das Tensorprodukt der Moduln My, ..., M,.
Das Tensorprodukt hat die folgenden wichtigen Eigenschaften.

Satz 4.2.6 Es secien M, N, P R-Moduln. Dann gilt:

(a) M@RN >~ N®RM und M@RR ~ M~ R(X)RM

(b) (M@RN)®RP ~ MRrRNRQXRrP ~ M®R(N®RP).

(c) ( MBN)®P ~ (M®grP)®(N®gP). Analog hat man auch die Additivitéit im zweiten Argument.
(d) Das Tensorprodukt ist funktoriell in folgendem Sinne. Falls f: M — N ein R-
Modulhomomorphismus ist, so ist auch f: M@rP — N®pP, m®p — f(m)®p ein R-
Modulhomomorphismus. Analog haben wir Funktorialitit im zweiten Argument.

(e) Das Tensorprodukt ist rechtsexakt in folgendem Sinne. Falls

MNP0
exakt ist, so ist auch )
QerM -1 QN - QerP — 0

fiir jeden R-Modul ) exakt.
(f) Sei A eine R-Algebra, M ein R-Modul und U ein A-Modul. Dann hat man die folgenden
Isomorphismen von A-Moduln:

Homy (A®pM,U) ~ Homgr(M,U), [~ (m+— f(1l@m)),
URrM =~ U®4(A®rM), u®@m — u®(1®m).

Remark 4.2.7 (a) Sei R C S eine Ringerweiterung und M ein R-Modul. Dann wird S®rM
mittels s - (s;@m) := ss1@m zu einem S-Modul.
(b) Falls A, B zwei R-Algebren sind, so wird AQgB mittels (a®b)(a1®b1) := aa;®bb; zu einem
Ring.
Lemma 4.2.8 Sei U C R eine multiplikative Menge und M ein R-Modul. Dann ist

U 'RopM -2 UM, £®m — %

ein Isomorphismus von U ! R-Moduln.

10



4.3 Flachheit

Definition 4.3.1 Ein R-Modul F' heifit flach, falls fiir jede exakte Sequenz 0 — A — B von
R-Moduln die Sequenz
0 — FRrA — FQRrB

ebenfalls exakt ist.

Remark 4.3.2 a) Da F®pg_ rechts-exakt ist, ist diese Bedingung dquivalent dazu, dass FQp-
exakt ist. Dabei nennen wir einen Funktor exakt, wenn exakte Sequenzen in exakte Sequenzen
iibergehen.

b) Der Funktor F®p_ erhilt stets Kokerne, und falls F' flach ist, auch Kerne, d.h. falls f: A — B
ein R-Modulhomomorphismus ist und f: F®rA — F®&pzB die induzierte Abbildung, so gilt fiir
alle R-Moduln F

F®pcok(f) ~ cok(f),
und falls F' zusétzlich flach ist, auch

Fepker(f) =~ ker(f).
Satz 4.3.3 Sei U C R eine multiplikative Menge. Dann ist U"'R ein flacher R-Modul.

Folgerung 4.3.4 Seien My, ..., M, Teilmoduln des R-Moduls M und U C R eine multiplikative
Menge. Dann gilt:

t t
vt (M | = (U M.
j=1 j=1

Satz 4.3.5 Sei M ein R-Modul. Dann gilt:

(a) Ein Element m € M ist genau dann gleich 0, wenn
Ideale m von R.

(b) M =0 <= M, =0 fiir alle maximalen Ideale m von R.

m

T gleich 0 ist in My, fiir alle maximalen

Folgerung 4.3.6 Sei o: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv).

(ii) py ist injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv) fiir alle Primideale p von R.

(iii) pm ist injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv) fiir alle Primideale m von R.

Satz 4.3.7 Sei M ein R-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) M ist ein flacher R-Modul.

(ii) M, ist ein flacher R,-Modul fiir alle Primideale p von R.

(iii) My, ist ein flacher Ry-Modul fiir alle maximalen Ideale m von R.

4.4 Noethersche und endlich-prisentierte Moduln

Satz 4.4.1 Fiir einen R-Modul M sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Jede aufsteigende Kette von Teilmoduln von M wird stationér.
(ii) Jeder Teilmodul von M ist endlich erzeugt.

Definition 4.4.2 Ein R-Modul heiflt noethersch, wenn er eine der beiden dquivalenten Bedingun-
gen des vorigen Satzes erfiillt.

Satz 4.4.3 Sei R-noethersch und M ein R-Modul. Dann gilt:

M ist noethersch <= M ist endlich erzeugt.
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Definition 4.4.4 Ein R-Modul heiflt endlich prisentiert, wenn es eine exakte Sequenz der Form
RO —R*"—M-—0
mit natiirlichen Zahlen a, b gibt.

Remark 4.4.5 Jeder endlich prisentierte Modul ist endlich erzeugt. Falls R-noethersch ist, so
gilt auch die Umkehrung. Explizit: Fiir einen noetherschen Ring R sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) M ist noethersch.

(ii) M ist endlich erzeugt.

(iii) M ist endlich priisentiert.

Satz 4.4.6 Sei R ein Ring und S eine R-Algebra. Seien M, N zwei R-Moduln. Dann ist
a: SrHomp(M,N) — Homg(S®rM,S®@grN),
sf = (tem i st®f(m))

ein Homomorphismus von S-Moduln.
Falls M endlich présentiert und S ein flacher R-Modul ist, so ist « ein Isomorphismus.

Folgerung 4.4.7 Sei M endlich présentiert und U C R multiplikativ. Dann ist fiir alle R-Moduln
N die Abbildung

U 'Homp(M,N) — Homy 1z(U *M,U'N),

- ()

S

ein Isomorphismus von U~! R-Moduln.

5 Artinsche Ringe und Kompositonsreihen

5.1 Definitionen

Definition 5.1.1 (a) Ein Ring R heifit artinsch, wenn jede absteigende Folge von Idealen
L DL 2132...

stationdr wird.
(b) Ein R-Modul M heifit artinsch, wenn jede absteigende Folge von Teilmoduln von M

My D M; 2D MzD...
stationdr wird.

Definition 5.1.2 Ein R-Modul M heifit einfach, falls er auler den trivialen Teilmoduln 0 und M
keine weiteren Teilmoduln hat.

Remark 5.1.3 Sei M # 0 ein einfacher R-Modul und a = {r € R | rm = 0 fiir alle m € M}
der Annulator von M. Dann ist a ein maximales Ideal und es gilt M ~ R/a. Etwas genauer: Sei
0 # x € M beliebig. Dann ist M = Rz und wir haben eine exakte Sequenz

0—a—R™ M-—0
mit 7, (r) := r.
Definition 5.1.4 Sei M ein R-Modul. Eine Kette von Teilmoduln ist eine echt absteigende Folge
M=MyD>DM DMsD...OM,

von Teilmoduln von M (mit echten Inklusionen). Die Zahl n heifit die Linge der Kette. Die Kette
ist eine Kompositionsreihe, falls die Faktoren M;/M; 14 fiiri = 0,...,n—1 einfach sind und M,, =0
gilt.
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5.2 Existenz und Eindeutigkeit von Kompositonsreihen

Satz 5.2.1 Sei M ein R-Modul. Dann gilt:
M hat eine Kompositionsreihe <= M ist artinsch und noethersch.

Falls M eine Kompositionsreihe der Linge n hat, so gilt:
(a) Jede Kette von Teilmoduln von M hat Lénge kleiner gleich n und kann zu einer Kompositi-
onsreihe verfeinert werden. Insbesondere haben alle Komposionsreihen die gleiche Lénge.
Wir definieren daher:
lengthp (M) = length(M) := n.

Falls M keine Komposionsreihe hat, so setzt man length(M) := co.
(b) Die kanonische Abbildung

a: M — P,
p

(T)
m = (=),
17y

ist ein Isomorphismus, wobei sich hier die Summe iiber alle maximalen Ideale p von R erstreckt,
so dass R/p ~ M; /M, fiir eini € {0,...,n — 1} gilt. Fiir jedes solche p gilt

#{i | Mi/Mi11 ~ R/p} = lengthp (M,).

Insbesondere ist diese Anzahl unabhéngig von der Wahl der Kompositionsreihe.

Sprechweise: Man sagt, p kommt in M vor, falls es einen Faktor gibt, so dass R/p ~ M;/M;;1.
(¢c) p kommt genau dann in einer (jeder) Kompositionsreihe vor, wenn M, # 0 gilt.

(d) Die Abbildung M — My, m — 5 ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es eine natiirliche
Zahl m gibt, so dass p™ M = 0 gilt.

Satz 5.2.2 Fiir einen Ring R sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) R ist noethersch und alle Primideale sind maximal.
(b) R hat als R-Modul endliche Lénge, d.h. es gibt eine Kompositionsreihe

R=I),>L>...01,=(0)

von Idealen von R.
(c) R ist artinsch.
Falls eine dieser dquivalenten Bedingungen erfiillt ist, so hat R nur endlich viele maximale Ideale.

Folgerung 5.2.3 Jeder artinsche Ring ist isomorph zu einem endlichen Produkt von lokalen ar-
tinschen Ringen.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der geometrischen Interpretation von artinschen Ringen.

Folgerung 5.2.4 Sei k ein Koérper und X C k™ eine algebraische Menge. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) | X| < 0.

(b) Der Koordinatenring A(X) = k[X1,...,X,]/I(X) ist ein endlich dimensionaler k-Vektorraum.
(c) A(X) ist artinsch.

Falls eine dieser &dquivalenten Bedingungen erfiillt ist, so gilt |X| = dimy(A(X)).
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6 Die Priméridealzerlegung

6.1 Assoziierte Primideale

Definition 6.1.1 Sei M ein R-Modul. Dann heifit ein Primideal p assoziiert zu M, wenn es ein
m € M gibt, so dass Anng(m) = p gilt. Die Menge aller zu M assoziierten Primideale bezeichnen
wir mit Assp(M).

Satz 6.1.2 Sei R noethersch und M # 0 ein endlich-erzeugter R-Modul. Dann gilt:
(a)

(i) |Assgr(M)| < oo, Assp(M) # 0.

(ii)) p € Assp(M) = Anng(M) Cp.

(iii) Sei p ein Primideal, dass minimal beziiglich der Eigenschaft Anng(M) C p ist. Dann ist
p € Assg(M).

(b)
Up ={r € R\ {0} | rm =0 fiir ein m € M\ {0}} U {0},
P

wobei sich die Vereinigung iiber alle p € Assr(M) erstreckt. Die Menge
{r € R\ {0} | rm =0 fiir ein m € M \ {0}}

nennen wir hierbei “Menge der Nullteiler auf M”.
(c) Sei U C R multiplikativ. Dann gilt:

Assy-1g(U'M) = {pU 'R | p € Assp(M) mit pNU = 0}.
Der Beweis dieses Satzes wird im Verlauf dieses Abschnittes erbracht.

Lemma 6.1.3 Seien ay,...,a,,b Ideale in R mit b C U}'_,a;. Es sei mindestens eine der beiden
folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) R enthélt einen Kérper k mit |k| = co.

(ii) Hochstens zwei der a; sind nicht prim.

Dann gibt es ein ig € {1,...,n} mit b C a;,.

Dieses Lemma werden wird oft in folgender Weise angewandt: Seien p1, ..., p, Primideal und b ein
beliebiges Ideal mit b € p; fiir ¢ = 1,...,n. Dann gibt es ein b € b mit b & U}, p;.

Satz 6.1.4 Sei M # 0 ein R-Modul. Sei b maximal beziiglich der Eigenschaft:
Es gibt ein m € M mit Anng(m) = b.

Dann ist b ein Primideal. Insbesondere also b € Assgp(M).

Als Folgerung erhalten wir den Beweis zu einem Teil von Satz 6.1.2 (a)(i).

Folgerung 6.1.5 Falls R noethersch ist, so ist Assr(M) # 0.

Folgerung 6.1.6 Sei R noethersch und M ein R-Modul.
(a) Sei m € M. Dann gilt:

m =0 <= m =0 in M, fiir alle maximalen Elemente in Assr(M).
(b) Sei N C M ein R-Teilmodul. Dann gilt:
N =0 < N, =0 fiir alle maximalen Elemente in Assr(M).
(c) Sei ¢: M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann gilt:

¢ injektiv <= ¢, injektiv fiir alle maximalen Elemente in Assgr(M).
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Man beachte hierbei, dass mit den maximalen Elementen in Assp(M) diejenigen zu M assozi-
ierten Primideal gemeint sind, die maximal beziiglich der Inklusion sind (unter den assoziierten
Primidealen). Diese maximalen Elemente sind also im Allgemeinen keine maximalen Ideale.

Als weitere Folgerung aus Satz 6.1.4 erhalten wir den Beweis von Satz 6.1.2, Teil (b).

Lemma 6.1.7 Sei
00— M — M — My —0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt:
Assp(My) C Assp(M) C Assp(My) U Assp(Ms).
Insbesondere gilt fiir zwei beliebige R-Moduln stets Assg(M; & My) = Assp(My) U Assp(Ms).
Satz 6.1.8 Sei R noethersch und M # 0 endlich erzeugt. Dann gibt es eine Kette
O=MyCcMyC...CM,=M
mit M;yq1/M; ~ R/p; mit Primidealen p;.

Aus diesem Satz zusammen mit Lemma 6.1.7 erhalten wir den noch fehlenden Teil von Satz 6.1.2,
Teil (a),(i). Genauer kann man zeigen: Assr(M) C {po,...,pn}.

6.2 Priméirzerlegungen

In diesem Abschnitt ist R stets ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Definition 6.2.1 Sei N C M ein R-Teilmodul. Dann heifit N p-primér, falls Assgp(M/N) = {p}.
Lemma 6.2.2 Seien Ny,...,N, C M p-primér. Dann ist auch Ny N ... N N, p-primér.

Satz 6.2.3 Sei p C R ein Primideal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Assr(M) = {p}.

(b) p ist ein minimales Primideal iiber Anng(M) und R\p ist genau die Menge der Nicht-Nullteiler
auf M.

(c) Es gibt ein n € N, so dass p" M = 0 und R\ p ist genau die Menge der Nicht-Nullteiler auf M.

In der Literatur findet man meist eine alternative Definition eines Primérideals. Mit Satz 6.2.3
zeigt man, dass die Definitonen iibereinstimmen.

Folgerung 6.2.4 Sei (0) # b C R ein Ideal. Dann sind folgende Aussagen édquivalent:
(a) b ist p-primér, d.h. Assg(R/b) = {p}.
(b) Jeder Nullteiler in R/b ist nilpotent und Vb = p.

Remark 6.2.5 a) Sei m ein maximales Ideal und a ein Ideal mit m” C a C m. Dann ist a ein
m-priméres Ideal. Insbesondere sind also Potenzen von maximalen Idealen primér.
b) Primidealpotenzen p™ sind im Allgemeinen keine Primérideale (obwohl natiirlich stets /p™ = p

gilt).

Der folgende Satz behandelt die Existenz von Primérzerlegungen sowie Eindeutigkeitsaussagen.
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Satz 6.2.6 Sei R noethersch und M # 0 ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist jeder Teilmodul
M' C M, M'" # M endlicher Durchschnitt von priméren Teilmoduln.
Sei also .
M’ = (M, Assp(M/M;) = {p:}.

i=1
eine solche Primérzerlegung. Dann gilt:
(a) Assp(M/M’) C{p1,...,Pn}
(b) Falls der Durchschnitt irredundant ist (d.h. M" # (\_, ;.; M; fiir j = 1,...,n), so gilt in (a)
Gleichheit.
(c) Es gibt stets einen irredundanten Durchschnitt wie oben, so dass es fiir jedes Primideal p €
Assp(M/M'") genau einen Index i € {1,...,n} gibt mit p = p;. Wir nennen die Primérzerlegung
dann minimal.
(d) Sei die Primérzerlegung minimal und U C R multiplikativ. Seien p1,...,p; € Assp(M/M’)
diejenigen Primideal mit p; N U = (). Dann ist

t
UM = ﬂ UM,
=1

eine minimale Primérzerlegung von U~'M’.

Definition 6.2.7 Sei R noethersch und M # 0 ein endlich erzeugter R-Modul. Sei M’ C M, M’ #
M. Dann nennt man die minimalen Elemente in Assg(M/M’) (also diejenigen Primideale p,
die minimal {iber dem Annulator Anng(M/M’) sind) isoliert. Die nicht isolierten Elemente in
Assgp(M/M’) heifien eingebettet.

Satz 6.2.8 Sei R noethersch und M # 0 ein endlich erzeugter R-Modul. Sei M’ C M, M’ # M
ein Teilmodul und

M’:mMi, Assp(M/M;) = {p;}. (%)

eine minimale Primérzerlegung. Sei p; € Assr(M/M') isoliert. Dann ist
M;/M'" =ker(M/M' — (M/M"),,).

Insbesondere ist also M; unabhéngig von der Wahl der Primérzerlegung ().
Mit anderen Worten: Die Primérkomponenten zu isolierten Primidealen sind durch M, M' eindeutig
bestimmt.

Folgerung 6.2.9 Sei R noethersch und M ein endlich erzeugter R-Modul. Sei M’ C M, M’ #
M ein Teilmodul. Falls jedes Primideal # (0) maximal ist und (0) ¢ Assgr(M/M'), so ist die
Primiérzerlegung von M’ eindeutig.

Insbesondere i8¢t sich in einem noetherschen Ring R, in dem jedes Primideal p # (0) maximal ist,
jedes Ideal a # (0), R eindeutig als Schnitt oder Produkt

a= ﬂ 9 = HCM
i=1 i=1

von Priméridealen q; darstellen.
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6.3 Geometrische Interpretation
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper, R = k[z1, ..., x,]) und a = v/a ein Radikalideal. Dann

ist
a=va=(r= (N > 9

aCp aCp minimal

die eindeutige Zerlegung von a in Primérideale.

Definition 6.3.1 Eine algebraische Menge X heifit irreduzibel, wenn aus X = X; U X9 mit
algebraischen Mengen X1, Xo C X, X; # X # X stets X = X3 oder X = X folgt.

Irreduzible algebraische Mengen kann man folgendermaflen charakterisieren.
Satz 6.3.2 Sei k algebraisch abgeschlossen und a = v/a. Dann gilt:
Z(a) ist irreduzibel <= a ist prim.

Aus (1) folgt
Ze)=2Wa)=  |J Z.

aCp minimal

Die Zerlegung von a in (1) entspricht also genau der eindeutigen Darstellung von Z(a) als Vereini-
gung von irreduziblen algebraischen Mengen.

7 Ganze Ringerweiterungen und der Beweis des Hilbert-
schen Nullstellensatzes

7.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

Definition 7.1.1 Sei S eine R-Algebra. Dann heifit s € S ganz iiber R, falls es ein normiertes
Polynom p € R[z] gibt mit p(s) = 0. Wir nennen S eine ganze Ringereweiterung von R (oder kurz:
S ist ganz iiber R), wenn alle s € S ganz iiber R sind.

Definition 7.1.2 Sei S eine R-Algebra. Dann heif3t
Os,r:={s € S| s ist ganz iiber R}

der ganze Abschluss von R in S. Falls R ein Integritdtsbereich ist, so nennt man R ganz abge-
schlossen oder normal, falls R gleich seinem ganzen Abschluss in S = Quot(R) ist.

Der Ring der ganzen Zahlen Z ist ganz abgeschlossen; R = Z[\/g] ist dagegen nicht ganz abge-
schlossen.

Satz 7.1.3 Sei S eine R-Algebra. Dann ist der ganze Abschluss Og g ein Teilring von S. Falls S
durch ganze Elemente erzeugt wird (als Algebra), so ist S ganz iiber R.

7.2 Normale Integritédtsbereiche und Normalisierung

Satz 7.2.1 Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist R normal.
Den folgenden Satz kann man als Verallgemeinerung des Gauflschen Lemmas betrachten.

Satz 7.2.2 Sei R C S eine Ringerweiterung und S ein Integritéitsbereich. Sei f € R[x] normiert
und es gelte f = gh mit normierten Polynomen g, h € S[z|. Dann sind die sémtlichen Koeffizienten
von g und h ganz iiber R.
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Folgerung 7.2.3 Sei R ein normaler Integritéitsbereich und p € R|x] normiert. Dann gilt:
p ist irreduzibel <= p ist prim.

Remark 7.2.4 Sei R C S eine ganze Ringerweiterung und U C R multiplikativ. Dann ist auch
U~'R C U~1S eine ganze Ringerweiterung.

Der nichste Satz verbessert dieses Resultat und besagt, dass ganzer Abschluss (Normalisierung)
und Lokalisierung vertauschen.

Satz 7.2.5 Sei R C S eine Ringerweiterung und U C R multiplikativ. Dann gilt:
U_los,R == OU_ls,U—1R~
7.3 Going-up
Satz 7.3.1 Sei R C S eine Erweiterung von Integritétsbereichen. Es sei S ganz iiber R. Dann gilt:
S ist ein Kérper <= R ist ein Korper.

Folgerung 7.3.2 Sei R C S eine Ringerweiterung. Es sei S ganz iiber R. Sei ¢ C S ein Primideal
und p = qN R das Primideal von R unter q. Dann gilt:

p ist maximal <= q ist maximal.

Folgerung 7.3.3 Sei R C S eine Ringerweiterung. Es sei S ganz iiber R. Seien q C q' C S zwei
Primideale iiber p, d.h. p =qN R =q N R. Dann gilt q = ¢'.

Satz 7.3.4 Sei R C S eine Ringerweiterung. Es sei S ganz iiber R und p C R ein Primideal in R.
Dann gibt es ein Primideal ¢ C S von S iiber p, d.h. N R = p.

Satz 7.3.5 (Going-up-Theorem) Sei R C S eine Ringerweiterung. Es sei S ganz iiber R. Sei

P1Cp2C...Cpy,

eine Kette von Primidealen von R und

1S C...Cqm

eine Kette von Primidealen in S mit m < n und q; N R = p; fiir i = 1,...,m. Dann kann man
q1 C g2 C ... Cq,, erweitern zu
g1 Eqgc...Can

mitq; N R=yp; fiiri=1,...,n.

7.4 Going-down

Das n#chste Theorem besagt, dass ganze Abgeschlossenheit eine lokale Figenschaft ist.
Satz 7.4.1 Sei R nullteilerfrei. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
a) R ist ganz abgeschlossen.

b) R, ist ganz abgeschlossen fiir alle Primideale p von R.
¢) Ry ist ganz abgeschlossen fiir alle maximalen Ideale m von R.

Fiir den Beweis des Going-down-Theorems bendtigen wir eine geringfiigige Verallgemeinerung un-
seres Ganzheitsbegriffes.
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Definition 7.4.2 Sei R C S eine Ringerweiterung und a C R ein Ideal von R. Ein Element s € §
heifit ganz iiber a, falls s Nullstelle eines Polynoms

2"+ ap_12" P+ .. +az+aomita; €a

ist. Es sei
Og,a :={s € 5| s ist ganz iiber a}.

der ganze Abschluss von a in S.

Lemma 7.4.3 Sei R C S eine Ringerweiterung und a C R ein Ideal von R. Dann gilt:
V05 r = Ogq.

Insbesondere ist also Og , ein Ideal in Og .

Als direkte Konsequenz erhalten wir

Remark 7.4.4 Sei R nullteilerfrei und ganz abgeschlossen (in K := Quot(R)). Dann gilt \/a =
Ok,a-

Satz 7.4.5 Sei R C S eine Erweiterung von nullteilerfreien Ringen und a C R ein Ideal von R.
Es sei R ganz abgeschlossen in K := Quot(R). Sei s € S ganz iiber a. Dann ist offensichtlich s
algebraisch tiber K. Sei

f=a"+a, 12" ' +.. . +a1x +ag € K[7]
das Minimalpolynom von s. Dann gilt:
ag, ..., an-1 € Va.

Satz 7.4.6 (Going-down) Sei R C S eine Erweiterung von Integritéitsbereichen. Es sei S ganz
iiber R und R ganz abgeschlossen (in K = Quot(R)). Sei

P12pP22...20p,

eine Kette von Primidealen von R und

eine Kette von Primidealen in S mit m < n und q; N R = p; fiir i = 1,...,m. Dann kann man
41 2 q2 2 ... 2 (,, erweitern zu

mit ; NR=yp,; firi=1,...,n.
Im Beweis haben wir das folgende Lemma gebraucht.

Lemma 7.4.7 Sei A C B eine Ringerweiterung und p C R ein Primideal. Dann gibt es genau
dann ein Primideal ¢ von B mit ¢ N R = p, wenn pB N A = p gilt.
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7.5 Bewertungsringe

Definition 7.5.1 Sei R nullteilerfrei und K = Quot(R). Dann ist R ein Bewertungsring, wenn
fiir alle 0 # z € K gilt:
x € Roder 27! € R.

Satz 7.5.2 Sei R ein Bewertungsring. Dann gilt:

a) R ist ein lokaler Ring.

b) Sei R ein Ring mit R C R’ C K. Dann ist auch R’ ein Bewertungsring.
¢) R ist ganz abgeschlossen in K.

Sei nun K ein Korper und €2 ein algebraisch abgeschlossener Korper. Die Menge
Y:={(A,f)| ACK ist ein Teilring, f: A — Q ein Ringhomomorphismus}
ist nicht-leer und partiell geordnet beziiglich
(A, f) < (A f) = AC A und f'|a=f.

Das Zornsche Lemma garantiert uns die Existenz maximaler Elemente in Y. Im Weiteren sei
(B, g) € ¥ maximal.
Wir notieren zunéchst zwei technische Lemmata.

Lemma 7.5.3 B ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m = ker(g).
Lemma 7.5.4 Sei 0 # x € K. Dann gilt:

wm[z] # Blz] oder m[z~'] # Blz~'].
Satz 7.5.5 Sei (B,g) € ¥ maximal. Dann ist B ein Bewertungsring.

Folgerung 7.5.6 Sei R C K ein Teilring, K ein Korper. Sei R der ganze Abschluss von R in K.

Dann gilt:
R= (] S
RCSCK
wobei S die Menge der Bewertungsringe in K (insbesondere also K = Quot(S)) durchliuft.
Remark 7.5.7 Anders als in der Vorlesung behauptet, verlangen wir nicht, dass Quot(R) = K

gilt. Vielmehr impliziert die Definition eines Bewertungsrings in K, dass fiir alle Bewertungsringe
Sin K mit R C S C K stets K = Quot(S) gilt.

7.6 Der Beweis des Hilbertschen Nullstellensatzes

Satz 7.6.1 Sei R C S eine Erweiterung von Integritidtsbereichen und 2 ein algebraisch abge-
schlossener Kérper. Es sei S endlich erzeugt iiber R (als Algebra) und 0 # v € S. Dann gibt es ein
u € R\ {0} mit folgender Eigenschaft: jeder Ringhomomorphismus f: R — Q mit f(u) # 0 kann
zu einem Homomorphismus g: S —  mit g(v) # 0 fortgesetzt werden.

Folgerung 7.6.2 (Schwacher Hilbertscher Nullstellensatz) Sei B eine endlich erzeugte k-Algebra,
k ein beliebiger Korper. Dann gilt:

B ist ein Kérper = [B: k] < oc.

Hieraus folgern wir den Hilbertschen Nullstellensatz 1.3.7.
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8 Dedekindringe und diskrete Bewertungsringe

8.1 Der Dimenesionsbegriff
Definition 8.1.1 Eine Kette von Primidealen im Ring R ist eine echt aufsteigende Folge
PoCp1 C ... Chp.

Man nennt n die Lange der Kette. Die Dimension von R wird definiert als das Supremum iiber die
Léngen von allen Ketten von Primidealen.

Der folgende Satz ist im wesentlichen eine Folgerung aus 6.2.9.

Satz 8.1.2 Sei R ein noetherscher Integritdtsbereich der Dimension 1. Dann kann man jedes Ideal
a # (0), R von R eindeutig als Produkt von Priméridealen mit paarweise verschiedenen Radikalen
schreiben.

Im weiteren wollen wir noethersche Integritétsbereich der Dimension 1 mit der zusétzlichen Be-
dingung studieren, dass jedes Primérideal eine Primidealpotenz ist.

8.2 Diskrete Bewertungsringe

Definition 8.2.1 Sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung auf K ist eine surjektive Abbildung
v: K* — 7,
so dass fiir alle z,y € K* gilt:

D o(zy) = v(z) +o(y),
2)  o(z+y) = min(u(z),0(y)).

Wir setzen ergénzend: v(0) = co. Mit den tiblichen Rechenregeln fiir co gelten 1) und 2) weiterhin.
Definition 8.2.2 Sei v eine diskrete Bewertung auf dem Korper K. Dann nennt man

R, :={a € K |v(a) >0}
den (diskreten) Bewertungsring zu v.

Definition 8.2.3 Ein nullteilerfreier Ring R heifit diskreter Bewertungsring, falls es auf K :=
Quot(R) eine diskrete Bewertung v gibt, so dass R = R, gilt.

In einen diskreten Bewertungsring gilt fiir alle a,b € R:
a€R* <<= )=
(a)

aeEm=R\R* << v
v(a) =v(b) <= (a)=(b).

Lemma 8.2.4 Jeder diskrete Bewertungsring R = R,, ist noethersch von der Dimension 1. Das
maximale Ideal m = {a € K | v(a)) > 0} ist das einzige Primideal # (0). Jedes beliebige Ideal
a # (0) von R ist eine Potenz von m. Genauer: sei | € Z>¢ minimal, so dass ein y € a existiert mit
v(y) =1, so gilt a = (y). Fiir jedes x € R mit v(x) =1 gilt:

{(=") |1 € Zso} = Menge der Ideale a # (0) von R.
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Satz 8.2.5 Sei R ein lokaler, noetherscher und nullteilerfreier Ring der Dimension 1. Sei m das
maximale Ideal und k := R/m der Restklassenkérper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) R ist ein diskreter Bewertungsring.

ii) R ist ganz abgeschlossen (in K = Quot(R)).

(iii) m ist ein Hauptideal.

(iv) dimg (m/m?) = 1.

(v) Jedes Ideal a # (0) ist eine Potenz von m.

(vi) Es gibt ein x € R,z # 0, so daf}

{(") |1 € Z>o} = Menge der Ideale a # (0) von R.

8.3 Dedekindringe

Satz 8.3.1 Sei R noethersch, nullteilerfrei und von Dimension 1. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) R ist ganz abgschlossen.

(ii) Jedes Primérideal ist eine Primidealpotenz.

(iii) Jeder lokale Ring R, mit p # (0) ist ein diskreter Bewertungsring.

Definition 8.3.2 Ein noetherscher, nullteilerfreier Ring der Dimension 1, der eine der Bedingun-
gen in Satz 8.3.1 erfiillt, heifit Dedekindring.

Folgerung 8.3.3 In einem Dedekindring hat jedes Ideal a # (0) eine eindeutige Darstellung als
Produkt (oder Schnitt) von Primidealpotenzen.

Beispiele fiir Dedekindringe sind Hauptidealringe, die Ringe reguldrer Funktionen zu glatten Kur-
ven oder die Ganzheitsringe in algebraischen Zahlkorpern. Hierzu beweisen wir:

Satz 8.3.4 Sei K/Q ein Zahlkérper und O der ganze Abschluss von Z in K. Dann ist Ok ein
Dedekindring.

Ein entscheidendes Hilfsmittel im Beweis zum letzten Satz ist das folgende Resultat, dessen Beweis
auf wichtigen Eigenschaften der Spur beruht.

Satz 8.3.5 Sei A ein Integritétsbereich und ganz abgeschlossen in K := Quot(A). Sei L/K eine
endliche separable Kérpererweiterung vom Grad [L : K] = n und B der ganze Abschluss von A in
L. Dann gibt es eine K-Basis v1,...,v, von L, so dass

i=1

9 Komplettierungen

9.1 Topologische Gruppen

Im weiteren sei G stets eine abelsche topologische Gruppe. Wir schreiben die Gruppenaktion
additiv. Falls U eine offene Umgebung der 0 ist, so ist a + U eine offene Umgebung von a und
umgekehrt. Die Topologie ist also bereits durch die offenen Umgebungen der 0 eindeutig bestimmt.

Lemma 9.1.1 Sei G eine topologische Gruppe. Dann gilt:

a) Falls U < G eine offene Untergruppe ist, so ist U auch abgeschlossen.

b) Falls U < G eine abgeschlossene Untergruppe mit endlichem Index ist, so ist U auch offen.

¢) G ist genau dann hausdorffsch, wenn (\U = {0}, wobei sich der Schnitt iiber alle offenen
Umgebungen der 0 erstreckt.

22



Definition 9.1.2 Sei G eine topologische Gruppe und (2, )nen eine Folge in G.

a) Die Folge (z,)nen heifit konvergent gegen a € G, wenn es fiir jede offene Umgebung U von a
ein s(U) € N gibt, so dass z,, € U fiir alle n > s(U) gilt.

b) Die Folge (x,,)nen ist eine Cauchyfolge, wenn es fiir jede offene Umgebung U von 0 ein s(U) € N
gibt, so dass z,, — x,,, € U fiir alle n,m > s(U) gilt.

Der iibliche Prozess aus der Analysis zur Konstruktion der reellen Zahlen liefert die Vervollstéindi-
gung G von G. Hier eine kurze Skizze:

Sei C die Menge der Cauchyfolgen auf G und N die Menge der Nullfolgen. Zwei Cauchyfolgen
(Zn)nen und (yn)neN nennen wir dquivalent, wenn die Differenz (2, — yn)nen eine Nullfolge ist.
Dies ist eine Aquivalenzrelation. Es sei G := C/N die Menge der Aquivalenzklassen. Wir schreiben
[(2)nen] fiir die Aquivalenzklasse von (z,,)nen. Durch

[(n)nen] + [(yn)nen] = [(@n + Yn)nen]
wird G zu einer abelschen Gruppe. Die Abbildung
¢: G — G, @ [(@)nenl;
ist ein Gruppenhomomorphismus. Es gilt:

¢ ist injektiv < ﬂ U ={0} <= G ist hausdroffsch.
0CU offen

Die Vervollstandigung von Q beziiglich des gewdhnlichen Absolutbetrags liefert die reellen Zahlen.
Fiir jede Primzahl p setzen wir fiir 0 # o € Q

laly = (),
Dies ist ein Betrag auf Q. Die Vervollstandigung von Q beziiglich |- |, liefert die p-adischen Zahlen
Qp-

9.2 Algebraische Kontruktion der Komplettierung

Ab jetzt setzen wir voraus, dass die 0 € G eine Umgebungsbasis besitzt, die aus offenen Unter-
gruppen besteht. D.h., es gibt eine Folge

G=Gp2G12...2G,D...

von Untergruppen von G und U C G ist genau dann offen, wenn es zu jedem Punkt a € U ein
n € N gibt, so dass a + G,, C U gilt.
Unser Standardbeispiel ist G = Z und G,, = p"Z fiir eine Primzahl p.

Definition 9.2.1 a) Ein projektives System ist eine Familie (A, ay)nen, wobei fiir alle n € N
gilt: A, ist eine abelsche Gruppe und ay41: Ay41 — A, ein Gruppenhomomorphismus.
b) Sei (A, @, )nen ein projektives System. Dann heifit

hmAn = {(an)nGN € H An | an+1(an+1) = an}

n=1
der projektive oder inverse Limes der A,, (beziiglich der a,).
Satz 9.2.2 Sei G eine topologische Gruppe, wobei die Topologie durch eine Folge

G=Gp2G12...2G,D...
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von Untergruppen gegeben ist. Dann gilt:

G ~1imG/G,

als abelsche Gruppen (und topologische Riume).

Im Beispiel G = Z und G,, = p"Z erhélt man mit Z, := 1irp Z/p™Z den Ring der ganzen p-adischen
Zahlen. .

Sei nun
0— (An, o) -5 (B, B) =% (Coyyn) — 0

eine kurze exakte Sequenz von projektiven Systemen. D.h.

fn n
00— An+1 = Bn+1 s Cn—i—l 0
iani»l lﬁn,+1 l'}/ni»l
0 An fn B,n gn Cn O

ist kommutativ und die Zeilen sind exakt.

Satz 9.2.3 lim ist linksexakt, d.h. wenn

f
eine kurze exakte Sequenz von projektiven Systemen ist, so ist

00— lirfl A, — lig{l B, — ligp Chr

n n n

exakt. Falls ap11: Any1 — A, surjektiv ist fiir alle n € N, so ist

0— lirpAn — liran — llrgCn —0
n n n

exakt.

Folgerung 9.2.4 Sei
0—G —G6 G —0

eine exakte Sequenz von topologischen Gruppen. Die Topologie auf G sei definiert durch die Folge
der Untergruppen
G=Gy2G12...2G,2D...

und G’ bzw. G” seien mit den induzierten Topologien versehen, d.h. die Toplogien werden definiert
durch
GI:GoﬂGIQGl NG 2...0G,NG D...

bzw.
G//:W(Go) QW(Gl) 2 :_)F(Gn) :_)
Dann ist . R -
0—G —G-5G"—0
exakt.
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Folgerung 9.2.5 Die Topologie auf G sei definiert durch die Folge der Untergruppen
G=Gy2G12...2G, 2D...
Dann ist C/l; eine Untergruppe in G und es gilt
G/G, ~G/Gh.
Satz 9.2.6 Die Topologie auf G sei definiert durch die Folge der Untergruppen
G=Gy2G12...2G, D...
Dann ist die Topologie auf G definiert durch die Folge der Untergruppen

G=Gy2G12...2G,2...
und es gilt: G=3G.

Definition 9.2.7 Eine topologische Gruppe G heifit vollstidndig, falls die kanonische Abbildung
¢: G — G ein Isomorphismus ist.

Definition 9.2.8 (a) Sei A ein Ring und a ein Ideal in A. Falls G = A (beziiglich der Addition)
und G,, = a”, so nennt man die so definierte Topologie die a-adische Topologie auf A. Die abelsche
Gruppe

~

A:=limA/a"

heift a-adische Komplettierung von A.
(b) Sei M ein A-Modul. Dann nennt man

o~

M := lim M/a"M

die a-adische Komplettierung von M.

Remarks 9.2.9 (a) Durch komponentenweise Multiplikation wird A in natiirlicher Weise zu einem
topologischen Ring, d.h. neben Addition und Inversenbildung (bez. +) ist auch die Multiplikation
stetig.

(b) A ist hausdorffsch <= N, a™ = (0).

(c) Die kanonische Abbildung ¢: A — E, a — (a+ a"), ist ein stetiger Ringhomomorphismus
mit ker(¢) = N, a™.

(d) M ist in natiirlicher Weise ein A-Modul, da fiir jedes n der Quotient M Ja" M ein A/a™-Modul
ist. Man definiert fiir (a,), € A und (m,), € M

(an)n . (mn)n = (anmn)n

9.3 Filtrierungen

Fiir einen A-Modul M nennen wir eine Kette von Teilmoduln
M=MyDM;2...2M,D...

eine Filtrierung von M und schreiben kurz (M,,)nen.

Definition 9.3.1 Sei a ein Ideal in A und (M,), eine Filtrierung des A-Moduls M. Dann ist
(M), eine a-Filtrierung, falls aM,, C M, fiir alle n € N gilt. Die Filtrierung heifit a-stabil, falls
es ein ng € N gibt, so dass aM,, = M,, 41 fiir alle n > nyq gilt.

Man zeigt leicht, dass alle a-stabilen Filtrierungen die a-adische Topologie auf M erzeugen.
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9.4 Graduierte Ringe und Moduln
Definition 9.4.1 (a) Ein graduierter Ring ist ein Ring A, so dass

A= éAn
n=0

mit Untergruppe A, < A (bez. +) und A, A,, C A, 4. Elemente in A, nennt man homogene
Elemente vom Grad n.
(b) Sei A =@P,-, A, ein graduierter Ring. Ein graduierter A-Modul ist ein A-Modul M, so dass

M:éMn

n=0
mit A-Teilmoduln M, C M und A, M,, C M,,1m,-
Das Standardbeispiel ist der Polynomring R[z1,...,x,] iiber einem Ring R.

Definition 9.4.2 Seien M und N zwei graduierte A-Moduln, A ein graduierter Ring. Ein A-
Modulhomomorphismus f: M — N ist ein Homomorphismus von graduierten A-Moduln, falls
f(M,) C N, fir alle n gilt.

9.5 Das Artin-Rees-Lemma

Sei nun A ein beliebiger Ring und a ein Ideal in A. Sei M ein A-Modul und (M, ),, eine a-Filtrierung
von M. Dann ist

A* = @ a”
n=0
ein graduierter Ring und
M* =M,
n=0

ein graduierter A-Modul. Falls A noethersch ist, so ist auch A*-noethersch.

Lemma 9.5.1 Sei A ein noetherscher Ring, M ein endlich-erzeugter A-Modul und (M,,), eine
a-Filtrierung. Dann gilt:

M* ist endlich erzeugt iitber A* <= (M), ist a-stabil.

Satz 9.5.2 (Artin-Rees-Lemma) Sei A ein noetherscher Ring, M ein endlich-erzeugter A-Modul
und (M,,),, eine stabile a-Filtrierung. Sei M’ C M ein Teilmodul. Dann ist (M, N M"),, eine stabile
a-Filtrierung von M’'.

Lemma 9.5.3 Sei A ein noetherscher Ring, M ein endlich-erzeugter A-Modul und a C A ein
Ideal. Sei M' C M ein Teilmodul. Dann gibt es ein k € N, so dass fiir alle r € Z>¢ gilt:

a"(a*M M) =a" kM M.
Satz 9.5.4 Sei A ein noetherscher Ring und a C A ein Ideal. Sei

0—M — MM —0
eine exakte Sequenz von endlich -erzeugten A-Moduln. Sei ~ die a-adische Komplettierung. Dann
ist

0— M —M-" M"—0

eine exakte Sequenz von A-Moduln.
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Remark 9.5.5 Die Surjektivitit von 7 gilt auch ohne die Voraussetzung, dass A noethersch ist.
Wir wollen nun die Frage untersuchen, wann die kanonische Abbildung

n: AR M —s ]\7, (an)nen®z — (anT)nen,
ein Isomoprhismus von A-Moduln ist.

Satz 9.5.6 a) Falls M ein endlich erzeugter A-Modul ist, so ist n surjektiv.
b) Falls A noethersch und M endlich erzeugt ist, so ist ) ein Isomorphismus.

Folgerung 9.5.7 Falls A noethersch und a C A ein Ideal in A ist, so ist A ein flacher A-Modul.

Remark 9.5.8 Der Funktor M ~ M ist im Allgemeinen nicht exakt. Ein Gegenbeispiel erhilt
man etwa fiir A =7, a = pZ, p Primzahl und 0 — Z — Q.

Satz 9.5.9 Sei A ein noetherscher Ring und ™ bezeichne die a-adische Komplettierung. Dann gilt:
(i) d = Aa~ A® 4a.

(ii) a® ~ (@)™.

(iii) a® /a1 ~ @i /e

(iv) @ C Jac(A), wobei Jac(A) := | J, n und n die Menge der maxinalen Ideale durchléuft.

Satz 9.5.10 Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann ist die m-adische Komplettierung A
ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m = Am.

Mit dhnlichen Arguenten kann man zeigen:

Satz 9.5.11 Sei A noethersch, M ein endlich erzeugter A-Modul und a C Jac(A). Dann gilt:
Moo a™M = (0), d.h. die a-adische Topologie auf M ist hausdorfIsch.

10 Dimensionstheorie lokaler noetherscher Ringe

Dies wurde nur im Uberblick in der Vorlesung behandelt. Vollstéindige Beweise finden sich im Buch
von Atiyah/McDonald.

10.1 Hilbert-Funktionen

Wir errinnern an die Definition der Lénge eines A-Moduls N:
£(N) := length(N) = Lénge einer Kompositionsreihe.
Fiir ein Ideal a C A sei s, die minimale Anzahl von Erzeugenden von a.

Satz 10.1.1 Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring, ¢ C A ein m-priméres Ideal, M eine endlich
erzeugter A-Modul und (M,,)nen, eine q-stabile Filtrierung von M. Dann gilt:

(i) ¢(M/M,,) < oo fiir allen > 0.

(ii) Es gibt ein Polynom g € Q[z] vom Grad < sq und eine natiirliche Zahl ng, so dass fiir alle
n > ng gilt: ((M/M,) = g(n).

(iii) deg(g) und der fithrende Koeffizient von g hidngen nur von M und q ab (und nicht von der
Filtrierung (M, )nen, )-

Definition 10.1.2 a) Unter den Voraussetzungen des vorherigen Satzes wiihlen wir fiir die Fil-
trierung speziell (4" M )pen,. Dann bezeichnnet man das zugehérige Polynom ¢ mit Xéw . Es gilt
also x3(n) = £(M/q" M) fiir alle n >> 0.

b) xq 1= xa“ heifit charakteristisches Polynom von gq.
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Es gilt also xq(n) = ¢(A/q™) fiir alle n >> 0 und deg(xq) < sq-

Proposition 10.1.3 Fiir alle m-priméren Ideale q gilt: deg(xq) = deg(Xxm). Der Grad des charak-
teristischen Polynoms ist also unabhéingig von q.

Definition 10.1.4 d(A) := deg(xm)-

10.2 Dimensionstheorie

Definition 10.2.1 Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann definieren wir:
d(A) := min{sq | q ist m — primér}.
Man kann zeigen:
Satz 10.2.2 Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann gilt:
d(A) =d(A) = dim(A).

Insbesondere ist also die Dimension eines lokalen noetherschen Rings stets endlich. Ein Beispiel
von Nagata zeigt, dass es noethersche Ringe unendlicher Dimension gibt.

Definition 10.2.3 Sei A ein Ring und p ein Primideal. Dann nennt man
ht(p) := sup{r | es gibt eine Primidealkette pg C ... C p, = p}
die Hohe von p.

Es gilt: ht(p) dim(A,).
In der Vorlesung haben wir im Wesentlichen nur die Ungleichung §(A) < dim(A) gezeigt.

Remark 10.2.4 In einem lokalen noetherschen Ring (A, m) gilt also stets: dim(A) < syn. Man
braucht also mindestens dim(A) viele Elemente, um das maximale Ideal m zu erzeugen.

Definition 10.2.5 Ein lokaler noetherschen Ring (A, m) heifit regulér, falls man m mit dim(A)
vielen Elementen erzeugen kann.

Reguldre noethersche Ringe sind wichtig in der algebraischen Geometrie. Ein Punkt P einer al-
gebraischen Varietdt Y ist genau dann nicht-singuldr, wenn der zugehorige lokale Ring A(Y )m,
regulér ist.
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