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Protokoll iiber die 1., 2. und 3. Vorlesung

1 Grundlagen, reelle und komplexe Zahlen, Vollstindigkeit

1.1 Grundlagen

In der ersten Vorlesung wurde grundsétzliches zu Aussagen, logischen Zeichen und Mengen ein-
gefiihrt, hauptsichlich um Notationen und verschiedene, in der Mathematik allgemein verwendete
Sprechweisen, festzulegen. Dies soll hier nicht wiederholt werden.

Zwei wichtige Beweisprinzipien:
a) Der indirekte Beweis oder Beweis durch Widerspruch.
b) Die vollstéindige Induktion.

Das Prinzip des indirekten Beweises wurde an folgendem Satz demonstriert.
Satz 1.1.1 Sei p eine Primzahl. Dann gibt es kein € Q mit x? = p.

Das Prinzip der vollsténdigen Induktion funktioniert in seiner einfachsten Form wie folgt. Jeder
natiirlichen Zahl n sei eine Aussage A(n) zugeordnet. Die Aussagen A(n) sind fiir alle n € N
bewiesen, wenn folgendes gezeigt werden kann:

1. A(1) ist richtig. Dies ist der Induktionsanfang.

2. Unter der Induktionsannahme, dafi ndmlich A(1),..., A(n) richtig sind, ist auch A(n + 1)
richtig. Dies ist der Induktionsschritt.

Bemerkung 1.1.2 Man kann den Induktionsanfang auch fiir A(ng) machen, wobei ng € N. Dann
besagt die Induktionsannahme, dal A(ng), ..., A(n) richtig fiir n > ng ist und es ist hieraus wieder
A(n + 1) zu beweisen. Hierdurch wird A(n) fiir alle n > ng gezeigt.

Mittels vollstandiger Induktion haben wir die folgenden Sétze gezeigt.

. . n n(n+1
Satz 1.1.3 Sein € N. Dannist y , _ k= %

Satz 1.1.4 Sein € N. Die Anzahl der verschiedenen Anordnungen einer n-elementigen Menge ist
nl.

Satz 1.1.5 Sein € N. Dann gilt: (z +y)" =>,_, (})z*y" .

Hierbei ist (Z) = #lk), Dies ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge, insbesondere also eine ganze Zahl.
Ebenfalls mit vollstdndiger Induktion lé8t sich die Kardinalitéit der Potenzmenge bestimmen.



Satz 1.1.6 Die Potenzmenge einer n-elementigen Menge hat 2™ Elemente.

Hierbei ist die Potenzmenge einer Menge M definiert als die Menge aller Teilmengen von M.

Satz 1.1.7 Fiirn € Ng und x # 1 gilt: > ,_, 2% = 1—gnt!

1—x

1.2 Geordnete Mengen

Definition 1.2.1 Sei M eine Menge. Eine Ordnung auf M ist eine Relation <, welche die folgenden
Eigenschaften hat:

i) Fiir alle 2,y € M gilt genau eine der folgenden Aussagen

r<y, =y, y<z.

ii) Fiir alle x,y,z € M gilt:
r<y, yY<z — <z

Eine geordnete Menge ist eine Menge, auf der eine Ordnung definiert ist.

Definition 1.2.2 Sei M eine geordnete Menge und E C M. Dann ist E nach oben beschrinkt,
wenn es ein 0 € M gibt, so dafl < § fiir alle x € E gilt. § nennen wir dann eine obere Schranke.
Analog definiert man die Begriffe “nach unten beschriankt”und “untere Schranke”.

Example 1.2.3 Sei M = Q und E = {z € Q | 2% < 2}. Dann ist E nach oben beschrinkt, hat
aber keine kleinste obere Schranke. In diesem Sinne hat Q sozusagen Liicken.

Definition 1.2.4 Sei M eine geordnete Menge und EF C M eine nach oben beschrénkte, nicht-leere
Menge. Es existiere ein « € M mit den folgenden Eigenschaften:

(i) « ist eine obere Schranke zu E.
(i) Ist v < «, so ist 7y keine obere Schranke zu E.

Dann nennen wir « die kleinste obere Schranke oder das Supremum von F.
Analog definieren wir die groite untere Schranke oder das Infimum einer nach unten beschrinkten
nicht-leeren Menge F.

Schreibweise: sup(E), inf(E).

Wie das obige Beispiel zeigt, existieren in QQ im Allgemeinen keine Suprema. Dies ist ein Makel der
rationalen Zahlen, den es zu beseitigen gilt. Ziel der Vorlesung ist daher, die “Konstruktion” der
reellen Zahlen, die diesen Makel der Unvollstdndigkeit nicht haben werden.

Definition 1.2.5 Wir sagen, dafl eine geordnete Menge M die Supremumseigenschaft hat, wenn
zu jeder nicht-leeren, nach oben beschrinkten Teilmenge ¥ C M das Supremum existiert.

Wichtige Beobachtung: Q hat die Supremumseigenschaft nicht.

Analog hétten wir natiirlich auch die Infimumseigenschaft definieren kénnen. Das folgende Resul-
tat zeigt, dafl eine geordnete Menge genau dann die Supremumseigenschaft besitzt, wenn sie die
Infimumseigenschaft besitzt.

Satz 1.2.6 Sei M eine geordnete Menge mit der Supremumseigenschaft. Sei B C M eine nicht-
leere, nach unten beschriankte Teilmenge. Sei U die Menge der unteren Schranken. Dann existiert
a = sup(U) und es gilt: o = inf(B). Insbesondere existiert also das Infimum zu B.



1.3 Gruppen und Korper

Wir wollen nun die algebraischen Eigenschaften eines Korpers kennzeichnen.

Definition 1.3.1 Sei G eine nicht-leere Menge mit einer Verkniipfung o, d.h. zu je zwei Elementen
a,b € G gibt es ein eindeutig bestimmtes Element a o b € G. Dann nennen wir G eine Gruppe,
wenn folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

o (Assoziativitdt) Fiir alle a,b,c € G gilt (aob)oc=ao (boc).
o (Existenz eines neutralen Elements) Es gibt ein Element e € G, so daf fiir alle a € G gilt:

aoce=e€eoa=a.

o (Existenz vom inversen Element) Zu jedem a € G gibt es ein Element b € G, so daf

aob=boa=ce.

Zusatz: Sei G eine Gruppe mit der Verkniipfung o. Falls fiir alle a,b € G gilt
aob=boa,

so nennen wir die Gruppe abelsch oder kommutativ.

Das neutrale Element e und das Inverse b zu einem Element a € G sind jeweils eindeutig bestimmt.
Dies rechtfertigt die Schreibweisen a~! oder —a fiir das Inverse in den hiufigen Fillen, wo die
Verkniipfung eine Multiplikation bzw. eine Addition ist.

Definition 1.3.2 Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - heifit Korper, falls gilt:

1) K ist beziiglich + eine abelsche Gruppe. Es bezeichne 0 das neutrale Element beziiglich +.

2) K\ {0} ist beziiglich - eine abelsche Gruppe.

3) (Distributivitét) Fiir alle a,b, c € K gilt:

a-(b+c)=a-b+a-c

Wir benutzen die aus der Schule bekannten Schreibweisen —a fiir das Inverse beziiglich der Additi-
on, a~ ! fiir das Inverse beziiglich der Multiplikation. Ferner schreiben wir oft a — b anstatt a -+ (—b)
und ¢ anstatt ab™!.
Beispiele sind der Korper Q der rationalen Zahlen, aber auch die endlichen Kérper F,,, wobei p

eine Primzahl ist.
Protokoll iiber die 4.Vorlesung

1.4 Die Anordnungsaxiome

Wir gehen nun dazu iiber, Anordnungeigenschaften eines Korpers zu studieren.

Definition 1.4.1 Ein geordneter Korper ist ein Korper K, der zugleich eine geordnete Menge ist,
derart daf gilt:

Hy<z = z+y<axz+z Vayzek.
(i)  >0und y > 2 = ay > xz, Va,y,z€ K.

Offensichtlich ist Q ein angeordneter Korper. Endliche Kérper kann man nicht anordnen.



Satz 1.4.2 Die folgenden Aussagen gelten in jedem angeordneten Korper K. Es sei x,y,z € K.
(a) x>0 <= —z<0.
(b) >0,y <z = zy < zz.
(c) x <0,y <z = zy > =
(d) *#0 = 2? > 0. Insbesondere also 1 > 0.
() 0<z<y = 0<, <.

Definition 1.4.3 Seien M, N zwei Mengen. Unter einer Abbildung f von M nach N versteht man
eine Vorschrift, die jedem = € M ein eindeutig bestimmtes Element f(z) € N zuordnet. f heifit
injektiv, falls fiir alle 21,z € M gilt:

Ty # 12 = f(21) # f(22).

f heiBit surjektiv, wenn es zu jedem y € N ein x € M mit f(x) = y gibt. Falls f injektiv und
surjektiv ist, so nennen wir f bijektiv.

Satz 1.4.4 Sei K ein angeordneter Kérper. Dann ist die Abbildung

SO:NO - K7

n +— n-1
injektiv und mit +,- und < vertéglich, d.h.

p(n+m)=p(n)+e(m), Vn,meN,
p(nm) = @(n)e(m), Vn,m €N,
n<m = p(n)<elm), VYn,meN.

Dieses Resultat kann man veredeln.

Satz 1.4.5 Sei K ein angeordneter Kérper. Dann ist

v:Q — K,
. %, n>0,m>0,
— = 0, n =0,
;féf)), n<0,m>0.

eine wohldefinierte Abbildung, die injektiv und mit +,- und < vertéglich ist.

Bemerkung 1.4.6 Der vorherige Satz besagt, da} Q in jeden angeordneten Korper K eingebet-
tet werden kann, oder mit anderen Worten, man kann Q als Teilkorper von K betrachten. Die
Rechengesetze und die Anordnug in QQ bleiben dabei erhalten.

Definition 1.4.7 Sei K ein angeordneter Korper und a € K. Dann definiert man:

, falls a > 0,
la] :== < 0, falls a = 0,
—a, fallsa <O0.

a

|a| heifit der Absolutbetrag von a.
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Der Absolutbetrag hat die fogenden Eigenschaften.
Satz 1.4.8 Fiir a,b € K gelten:

1) |a] > 0.

2) la|=0 <= a=0.

3) labl = |alb]

2) (Dreieckungleichung) |a + b| < |a| + |b].

2) (Untere Dreiecksungleichung) ||a| — |b|| < |a + b|.

1.5 Der Korper der reellen Zahlen

Wir kommen nun zum zentralen Resultat des ersten Kapitels.

Satz 1.5.1 Es gibt einen Kérper R, der geordnet ist und die Supremumseigenschaft besitzt. Ferner
ist Q in R eingebettet, so dafl +, - und < erhalten bleiben

In der Vorlesung haben wir die Definiton von R als die Menge der Dedekindschen Schnitte ange-
geben.

Definition 1.5.2 Eine Teilmenge o C Q heifit Dedekindscher Schnitt, falls die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt sind:

(1) a#la#Q,
(i) peEaund ¢ €Qmit g<p = ¢ € a,
(#i1) zup € o gibt es r € @ mit r > p.

Es sei also nun
R := {a | o ist Dedekindscher Schnitt }.

Es wurde gezeigt, dass R eine geordnete Menge beziiglich
a<f £ st echte Teilmenge von 3

ist. Ferner wurde nachgewiesen, dass R die Supremumseigenschaft hat. Es sei hier nochmals darauf
hingewiesen, dass Q die Supremumseigenschaft nicht erfiillt.

Fiir den ausfiihrlichen Beweis sei der Leser auf das Buch von Rudin, S.19 - 24, verwiesen.

Als erste Konsequenz aus der Supremumseigenschaft beweisen wir

Satz 1.5.3 (Archimedisches Prinzip) Seien x,y € R,z > 0. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n,
so dafi nx > y. Insbesondere gibt es zu y € R stets ein n € N mit n > y.

Aus dem Archimedischen Prinzip folgern wir

Satz 1.5.4 (Q liegt dicht in R) Seien x,y € R mit © < y. Dann gibt es p € Q mit x < p < y.
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Der folgende Satz zeigt, daf} in den reellen Zahlen n-te Wurzeln existieren. Man erinnere sich, dafl
wir gezeigt haben, daf8 die Gleichung x? = p, p Primzahl, keine Losung in Q hat. Dieser Makel von
Q wird durch die Supremumseigenschaft behoben.



Satz 1.5.5 Sei x € R,z > 0. Fiir jedes n € N existiert genau ein y € R mit y™ = x,y > 0.

Bezeichnung: Die eindeutig bestimmte Zahl y aus dem letzten Satz bezeichnen wir mit /= oder
1

T,

Aus der Eindeutigkeit und den Rechenregeln im Korper erhalten wir leicht

1
n

Folgerung 1.5.6 Ftir positive reelle Zahlen a,b und n € N gilt (ab)% = (a)% (b)
Bemerkung 1.5.7 Jede reelle Zahl kann man in einen Dezimalbruch entwickeln.

Allgemeiner haben wir gezeigt, dafl man jede reelle Zahl in einen b-adischen Bruch entwickeln kann.

1.6 Abz&ihlbarkeit

Definition 1.6.1 Sei M eine nicht leere Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung N — M.
Oder mit anderen Worten: Jeder natiirlichen Zahl n wird ein Element a,, € M zugeordnet. Man
schreibt dann (ay ),y oder in aufzéhlender Form (ay,as,...).

Die folgenden kleinen Verallgemeinerungen sind selbsterklirend: (a,,) s10 € Zy (an)en,» et

n>ngo

Definition 1.6.2 Eine nicht leere Menge M heifit abzahlbar, falls es eine surjektive Abbildung
N — M gibt. Oder mit anderen Worten: Es gibt eine Folge (a,,) so daf die der Folge unter-
liegende Menge {a,, | n € N} gleich der Menge M ist.

neN?

Einfache Beobachtungen:
a) Endliche Mengen sind abzihlbar.
b) Teilmengen von abzihlbaren Mengen sind abzéhlbar.

Satz 1.6.3 Abzihlbare Vereinigungen von abzédhlbaren Mengen sind abzéhlbar.
Satz 1.6.4 Q ist abzihlbar.

Ausgehend von der Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen zeigt man mit dem Cantorschen Dia-
gonalverfahren, dafl R nicht abzahlbar ist.

Satz 1.6.5 Die reellen Zahlen sind tiberabzéahlbar.

Man beachte, dal man diesen Beweis auch mit der b-adischen Entwicklung fithren kann.

1.7 Die komplexen Zahlen

Sei
C={a+bilabeR}, i*=-1,

der Kérper der komplexen Zahlen. Formal haben wir C als die Menge der geordneten Tupel (a, b)
mit a,b € R und folgender Addition und Multiplikation eingefiihrt:

(a1,b1) + (a2,b2) := (a1 + a2, b1 +b2),
(a1,01) - (a2,b2) = (a1a2 — biba, a1bs + asby),

Ausfiihrlich kann man dies zum Beispiel im Buch von Rudin, Seite 13, nachlesen.

Definition 1.7.1 Sei & = a + bi € C. Dann heiit Re(a) := a der Realteil von a, Im(«) := b der
Imaginérteil und & := a — b die komplex Konjugierte von a.



Aus den Definitionen erhalt man durch einfache Verifikation den

Satz 1.7.2 Seien z,w € C. Dann gilt:

(a) ztw=z4+w, ZzZ-w=2z- w,

(b) z+4+ 2z =2Re(z), z—z=2ilm(z),
(¢) 2z =TRe(2)* +Im(z)?

(d) 22=0 < z=0,

(e) 2ER <= 2z2=12%
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Definition 1.7.3 Sei z = a + bi € C. Dann heifit |z]| := v/2Z = Va? + b? der Absolutbetrag oder
auch die Lénge von z.

Dieser Léangenbegriff entspricht genau unserer Vorstellung im Sinne des Satzes von Pythagoras,
wenn wir komplexe Zahlen als Vektoren im R? betrachten. Insbesondere ist auch die Dreiecksun-
gleichung erfiillt.

Satz 1.7.4 Seien z,w € C. Dann gilt:

(@) 2] =0,

2| =0 <= 2z=0,
®) |zl =1l
(¢)  |zw| = [z][w],

(d) |z +w| < |z| +|w| (Dreiecksungleichung)

Bemerkungen 1.7.5 a) C kann man nicht anordnen.
b) Sei z # 0. Dann ist 271 = £.

2 Folgen und Grenzwerte

2.1 Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden sei K stets Q,R oder C. Eine Folge ist stets eine Folge rationaler, reeller oder
komplexer Zahlen.

Definition 2.1.1 Sei (ay)nen eine Folge. Dann heifit die Folge konvergent in K, wenn es eine Zahl
a € K gibt, so daf} folgendes gilt: Fiir alle € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N = N(e), so daf fiir
alle n > N gilt

lan, —al < e.
Die Zahl a heiffit dann Grenzwert oder Limes der Folge. Wir schreiben ¢ = lim a, oder einfach

n—oo
an — a.

Man beachte, dal N = N(¢) von € abhiingt. Im Allgemeinen wird man N um so grofler wihlen
miissen, je kleiner € ist. Eine Folge konvergiert gegen a, wenn in jeder noch so kleinen e-Umgebung
von a fast alle Folgenglieder a,, liegen. Dabei bedeutet “fast alle” alle bis auf endlich viele Aus-
nahmen.

Satz 2.1.2 Jede konvergente Folge ist beschrénkt.



Wie das Gegenbeispiel a,, = (—1)" zeigt, ist die Umkehrung im Allgemeinen falsch.
Satz 2.1.3 Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Dieser Satz rechtfertigt erst die Bezeichnung lim a,,.

n—oo

Definition 2.1.4 FEine absteigende Folge
Iy, 2.
von abgeschlossenen Intervallen I, = [ayn, by], an, by € R, b, > ay, heifit Intervallschachtelung.
Satz 2.1.5 Fiir die Intervallschachtelung gelte
nler;o(bn —ay) =0. (%)

Dann gibt es genau eine reelle Zahl x € R mit x € I, fiir alle n € Ny.

Fiir die Existenz von x ist die Supremumseigenschaft der reellen Zahlen verantwortlich, die Ein-
deutigkeit folgt aus (*).
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Definition 2.1.6 Eine Folge (ay)nen reeller Zahlen heifit nach oben (bzw. unten) beschrinkt,
wenn es eine Konstante C € R gibt, so dal a,, < C (bzw. a, > C) fiir alle n € N gilt. Eine
Folge reeller oder komplexer Zahlen heifit beschriankt, wenn es eine Konstante C' € R gibt, so daf3
lan| < C fiir alle n € N gilt.

Wir behandeln nun Summen, Produkte und Quotienten konvergenter Folgen.
Satz 2.1.7 Seien (ay,) und (by,) zwei konvergente Folgen. Dann konvergieren auch die Folgen
(an +bn) und (apby)
und es gilt
nan;o(a,L +b,) = nhﬂn;o ap + nhﬂngo by nlingo(anbn) = nlLH;O an, - nhﬂnéo by,.

Folgerung 2.1.8 Seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen und A\, € K. Dann ist auch
(Aayn, + pby,) konvergent und es gilt:

lim (Aap, + pb,) = A lim a, + p lim b,.
Die konvergenten Folgen bilden also einen Untervektorraum im K-Vektorraum aller Folgen.

Satz 2.1.9 Seien (a,) und (by,) zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten a und b. Es gelte
b # 0. Dann gibt es ein ng € N, so daB b, # 0 fiir alle n > ng gilt und die Quotientenfolge

(i)
b” n>ng

Fiir Folgen reeller Zahlen beweisen wir ein erstes Konvergenzkriterium. Wir schicken folgende
Definition voraus.

konvergiert gegen .

Definition 2.1.10 Eine Folge (a,) reeller Zahlen heift monoton wachsend (bzw. fallend), falls
Gn41 Z G, ( bzw. Gn41 S a'n)
fiir alle Indizes n gilt. Falls hier > (bzw. <) gilt, so sprechen wir von strenger Monotonie.

Satz 2.1.11 Sei (a,,) eine nach oben beschrénkte, monoton wachsende Folge reeller Zahlen. Dann
ist (an) konvergent in R. Analog: Sei (a,) eine nach unten beschrénkte, monoton fallende Folge
reeller Zahlen. Dann ist (ay) konvergent in R.



2.2 Unendliche Reihen

Definition 2.2.1 Sei (a,)ren eine Folge. Fiir jedes m € N nennt man

m
Sm = E Ap
n=1

die m-te Partialsumme. Die Folge ($,,)men heifit unendliche Reihe iiber die Folge (ay)nen-
Ubliche Bezeichnung: >°°° | a,,

Falls die Folge (S, )men der Partialsummen konvergiert, so sagt man, dafl die unendliche Reihe
konvergiert. Der Grenzwert wird dann ebenfalls mit >~ | a,, bezeichnet, also

o0

E an = lim s,,.
m—0oQ0

n=1

Bemerkung 2.2.2 Wie auch schon bei den Folgen, wollen wir auch allgemeinere Indexmengen

(o)
zulassen, etwa ) 5 an.

Eine hervorgehobene Bedeutung fiir spitere Konvergenzsitze hat die sogenannte geometrische
Reihe.

Satz 2.2.3 (Geometrische Reihe) Die Reihe
> "
n=0
konvergiert fiir alle x € K mit |z| <1 gegen ﬁ

Aus dem entsprechenden Resultat fiir konvergente Folgen erhalten wir sofort

Satz 2.2.4 Seien) .-, a, und Y .- b, zwei konvergente Reihen und \, 1 € K. Dann konvergiert
auch die Reihe Y7 (Aay + pby,), und zwar gegen den Grenzwert

)\Zan—l—,qun.
n=1

n=1

2.3 Bestimmte Divergenz reeller Folgen

Definition 2.3.1 Eine Folge (a,,) reeller Zahlen heifit bestimmt divergent gegen +o0o (oder unei-
gentlich konvergent gegen +00), wenn es zu jedem C' € R ein N € N gibt, so daB fir alle n > N
gilt: a, > C. Eine Folge (a,,) reeller Zahlen heifit bestimmt divergent gegen —oo (oder uneigentlich
konvergent gegen —o0), wenn (—a,,) bestimmt gegen +oo divergiert.

Schreibweisen: lim a,, = +oo, bzw. lim a, = —oo.

n—oo n—oo
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Satz 2.3.2 Fiir die Folge (a,) gelte lim |a,| = co. Dann gibt es ein ng € N, so daf a,, # 0 fiir

alle n > ng, und die Folge (,%)nzno konvergiert gegen 0.



2.4 Teilfolgen
Definition 2.4.1 Sei (a,,) eine Folge und

ng<ng <ng<...
eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann nennt man die Folge
(Ang ) eny = (@nys Qnys Qs - - 2)
eine Teilfolge von (ay,).

Definition 2.4.2 Eine Zahl a € K heiffit Hiufungspunkt der Folge (a,), wenn es eine Teilfolge
gibt, die gegen a konvergiert. Falls (a,,) eine Folge reeller Zahlen ist, so nennen wir a € {£oo}
einen Haufungspunkt im uneigentlichen Sinn, wenn es eine Teilfoge gibt, die bestimmt gegen a
divergiert.

Unter der erweiterten Zahlengeraden verstehen wir RU{£o0}. Die Symbole oo sind keine reellen
Zahlen! oo ist grofer als jede reelle Zahl, entsprechend —oo kleiner als jede reelle Zahl.

Definition 2.4.3 Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Sei E die Menge aller eigentlichen und unei-
gentlichen Hiaufungspunkte, also £ C RU {£oo}. Dann heifit

lim sup a,, := sup(E) bzw. liminf a,, := inf(F)

n— o0 n—00
der Limes superior (bzw.inferior) der Folge (ay,).

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl (siehe unten) zeigt, dal die Menge aller Haufungspunkte (im
eigentlichen und uneigentlichen Sinn) stets nicht-leer ist. Daher sind lim sup und lim inf wohldefi-
niert.

Satz 2.4.4 (Bolzano-Weierstraf$) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Wir charakterisieren den Limes superior einer Folge reeller Zahlen.
Satz 2.4.5 Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und a € R. Genau dann gilt
limsup a,, = a,

wenn fiir jedes € > 0 die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:
(i) Es gibt ein N € N, so daB a,, < a + ¢ gilt fiir allen > N.
(ii) Es gibt unendlich viele Indizes m € N mit a,, > a — €.

Bemerkung 2.4.6 Der Beweis zeigt auch, daBl Limes superior und inferior stets angenommen
werden. Tatschlich implizieren (i) und (ii), da8 a selbst eine Haufungspunkt ist.

2.5 Metrische Riume
Definition 2.5.1 Fiir k € N sei

il
Rf=Qa=| : ||zeRi=1...k

Ty,

Die Elemente € R*¥ nennen wir Vektoren.

10



Vektoren konnen addiert und skalar multipliziert werden:

1 Y1 T1+ Y1
. i . — : ’
Tk Yk Tk + Yk
T AT
A = : ,AER
Tk AL

Definition 2.5.2 Wir definieren fiir z,y € R”

k
(@) = xi
i=1

und nennen (z,y) das Skalarprodukt von z und y.
Das Skalarprodukt erfiillt folgende einfache Eigenschaften.

o (z,y) = (y,z),Vr,y € RF,

o (az+ By, z) = alz,2) + By, 2),Vz,y,2 € RF o, B € R.

o (x,z) >0,Vx € R* mit Gleichheit genau dann, wenn z = 0.
Definition 2.5.3 Fiir 2 € R¥ definieren wir

| := v/ (z, x)

und nennen ||z|| die Norm von z.
Die Norm erfiillt folgende einfache Eigenschaften.

e ||z|| > 0,Vz € R¥ mit Gleichheit genau dann, wenn z = 0.
o [zl = Alllz]|, VA € R,z € R.
o [lz+yll < [zl +[lyll, vz, y € R,

Die letzte dieser Eigenschaften wird als Dreiecksungleichung bezeichnet. Zu ihrem Beweis haben
wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung herangezogen.

Satz 2.5.4 (Cauchy-Schwarz) Fiir x,y € RF gilt:
[z, »)| < ] - [lyl]-
Wir definieren nun auf dem R* einen Abstandsbegriff.
Definition 2.5.5 Fiir 2,y € R* definieren wir
X 1/2
d(z,y) == [lz —yl| = (Z(xi - yz‘)2> :
i=1

Damit wird der R* zu einem metrischen Raum, wobei

11



Definition 2.5.6 Eine nicht-leere Menge X zusammen mit einer Abbildung d : X x X — R
heifit metrischer Raum, falls d die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1)  d(z,y) 20,Vz,y € X,
dlz,y) =0 <= z=y.
(i) d(z,y) = d(y,z),Vz,y € X.
(#i1) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y),Vz,y,z € X.

d nennt man eine Metrik oder einen Abstand. (iii) ist die sogenannte Dreiecksungleichung.

Unser wichtigstes Beispiel ist der RF mit der Metrik

k 1/2 k 1/2
=l -= (Zx2> o d(zy) =z —yll = (Z(w y¢)2> :

=1

Protokoll iiber die 10. Vorlesung (Dustin Lazarovici)

2.6 Cauchy-Folgen und Vollstindigkeit
Satz 2.6.1 (Bolzano-Weierstraf3) Jede beschréiinkte Folge im R* besitzt eine konvergente Teilfolge.

Definition 2.6.2 Sei X ein metrischer Raum und (a,,) eine Folge in X. Dann nennt man (a,,) eine
Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so da$ fiir alle I,m > N gilt: d(a;, a;m) < €.
Insbesondere gilt fiir eine Folge (a,,), im R*:

(an)n Cauchy-Folge : <= Ve > 03N € NVI,m > N : |la; — an]|| < €.

Satz 2.6.3 Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Definition 2.6.4 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heisst beschrénkt, wenn
diam(A) := sup{d(x,y) | x,y € A} < ©

Dies ist #quivalent zu A C U,.(p) := {x € X | d(p,z) < r} fiir ein p € X und hinreichend grofies r.

Lemma 2.6.5 Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt.

Satz 2.6.6 (Vollstindigkeit von R¥) In R* ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Definition 2.6.7 Ein metrischer Raum X ist vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X konver-
giert.

Bemerkung 2.6.8 a) Der R* ist also vollstéindig.
b) Wegen CF = R?* ist auch C* vollstindig Vk € N.
c) Der QF ist nicht vollstindig

Bemerkung 2.6.9 Fiir die reellen Zahlen sind alle diese Eigenschaften dquivalent:
i) Supremumseigenschaft

ii) Intervallschachtelungsprinzip

iii) Bolzano-Weierstra$

iv) Vollsténdigkeit

12



2.7 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen folgt

Satz 2.7.1 Die Reihe Y a, konvergjert genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N gibt, so
daB fiir alle l,m > N gilt: | Z ap| < €.

Insbesondere (I = m) gilt also im Falle der Konvergenz |ay,| < € fiir allen > N.

Folgerung 2.7.2 (Notwendiges Konvergenzkriterium) > a, konvergent = (ay), Nullfolge.

n=1

Man beachte, dafl die Umkehrung im allgemeinen falsch ist.

Definition 2.7.3 Sei (a,) eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. > a, heifit absolut konver-

n=1

o0
gent, wenn die Reihe ) |a,| konvergent ist.
n=1

o0 o0
Lemma 2.7.4 Y a, absolut konvergent = > a, konvergent

n=1 n=1

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch wie das Beispiel Zzozl(—l)"% zeigt. Absolute Konver-

genz ist also ,,stérker” als Konvergenz.

Satz 2.7.5 (Leibniz-Kriterium) Sei (a,,), eine monoton fallende Nullfolge in R.
Dann ist die alternierende Reihe -

> (-

n=1

konvergent.

Lemma 2.7.6
o0 m
Z\an| ist konvergent <= (Zan> ist beschrinkt.
n=1

Das néchste Kriterium ist von besonderer Bedeutung, unter anderem, weil es Grundlage fiir die
Beweise weiterer Kriterien (Wurzel- und Quotientenkriterium) ist.

Satz 2.7.7 (Majorantenkriterium) Sei > a, eine Reihe reeller oder komplexer Zahlen. Es gebe
n=1

oo
eine reelle Folge (cy,)n, sodass > ¢, konvergent ist und ein Ny € N, soass |a,,| < ¢, fiir allen > Ny.
n=1

Dann ist Z |a,,| konvergent, also Z ay, absolut konvergent.
n=1

Die Reihe Y’ ¢, nennen wir eine konvergente Majorante.
Protokoll iiber die 11. Vorlesung (Dustin Lazarovici)
&) o0
Satz 2.7.8 (Minorantenkriterium) Seien > a,, und Y b, zwei Reihen reeller Zahlen und es gelte

n=1 n=1

an > b, > 0 fiir alle hinreichend grofien n. Dann gilt:

an divergiert — Zan divergiert .

13



Folgerung 2.7.9 > ni ist divergent fiir s < 1 und konvergent fiir s > 1.
n=1

Satz 2.7.10 (Wurzelkriterium) Gegeben sei eine Reihe Y a, reeller oder komplexer Zahlen.
n=1

Dann gilt:

oo
(a) limsup V]a,| <1 = Z an, absolut konvergent.
n—oo

n=1
oo

(b) limsup {/|an| >1 = Z a, divergent.
n—oo n=1

(¢) Fiir limsup {/|a,| = 1 kann man keine allgemeine Aussage treffen.

n—o0

(oo}

Satz 2.7.11 (Quotientenkriterium) Sei > a,, eine reelle oder komplexe Reihe mit a,, # 0 fiir alle
n=1

hinreichend grofien n. Dann gilt:

QAn 41

an

(a) 3¢ < 13N eN:

An 41
an

§an2N(<:> lim sup

n—oo

<1)

[&.°]
= > ay absolut konvergent.

n=1

(b) AIN' €N :

An41
an

o0
>1Vn>N' = 3 a, divergent.
n=1

Bemerkung 2.7.12 Das Wurzelkriterium hat einen grofleren Anwendungsbereich als das Quoti-
entenkriterium. Konkret bedeutet dies: Wann immer das Quotientenkriterium Konvergenz anzeigt,
so auch das Wurzelkriterium. Wann immer das Wurzelkriterium ohne Ergebnis ist, so auch das
Quotientenkriterium.

2.8 Umordnung von Reihen

Definition 2.8.1 Sei Sei (an)nen eine Folge und ¢ : N — N eine Bijektion. Dann nennt man

Y. y(n) eine Umordnung der Reihe ) ay.
n=1

n=1
Wie iiblich erlauben wir auch allgemeinere Indexmengen.
(oo}
Satz 2.8.2 (Umordnungssatz, Dirichlet) Sei Y a, eine absolut konvergente Reihe. Dann konver-

n=1
giert auch jede Umordnung, und zwar gegen den selben Grenzwert.

Satz 2.8.3 (Riemannscher Umordnungssatz) Ist die reelle Reihe Y a, konvergent, aber nicht
n=1

absolut konvergent, dann existiert fiir jedes beliebige C' € RU{+o00} eine Umordnung ¢ : N — N,

o0
sodass ) ay(n) = C.
n=1

14



Protokoll iiber die 12. Vorlesung

2.9 Potenzreihen

Definition 2.9.1 Sei (¢,,) eine Folge komplexer Zahlen und z € C. Dann nennt man

o0
E cpz"
n=0
eine Potenzreihe.

Satz 2.9.2 (Satz von Cauchy-Hadamard) Gegeben sei die Potenzreihe Y ¢, 2". Man setze
1
o :=limsup V/|en|, R:=—.
n— 00 «

Dann konvergiert die Potenzreihe absolut fiir |z| < R und divergiert fiir |z| > R.

R nennt man den Konvergenzradius der Potenzreihe. Bei der Berechnug von R gelten die folgenden

Rechenregeln fiir das Symbol oo:
1 1
—_— = 0 - = .
o) o

Man beachte, dass fiir z mit |z| = R keine allgemeine Aussage moglich ist.

2.10 Die Exponentialreihe
Satz 2.10.1 Fiir jedes z € C ist die Exponentialreihe

o0

exp(z) := Z %

n=0

absolut konvergent.
Definition 2.10.2 e :=exp(l) =2,71... heifit Eulersche Zahl.

Will man etwa die Eulersche Zahl numerisch mit nachweisbarer Fehlerabschitzung berechnen, so
ist das néchste Resultat hilfreich.

Satz 2.10.3 (Restgliedabschitzung) Es gilt fiir alle natiirlichen Zahlen N > 0 und z € C mit
f <1+ 5

N n e n
z . z
exp(z) = E — + Ry (z) mit Ry(z) = g -
i n=N+1 s
und | ‘N+1
z
<2—.

Von entscheidender Bedeutung fiir die Exponentialfunktion ist ihre Funktionalgleichung.

Satz 2.10.4 Fiir alle zq, zo € C gilt:
exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2).

Dieses wichtige Resultat ist eine einfache Konsequenz aus
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Satz 2.10.5 (Cauchy-Produkt) Seien .~ ja, und >~ b, zwei absolut konvergente Reihen. Sei
n
Cp = Z arbp—r = agb, + a1bp—1+ ...+ ap—1b1 + a,bo.
k=0

Dann ist auch Y, ¢, absolut konvergent und es gilt

en (S (50)

Zum Abschluss dieses Abschnitts notieren wir einige einfache Eigenschaften der Exponentialfunk-
tion.

Satz 2.10.6 (a) exp(z) #0,Vz € C.
(b) exp(z) > 0,Vz € R.
_ 1
(a) exp(—z) = s vz eC.

(a) exp(n) =e",Vn € Z.

2.11 Sinus und Kosinus

Satz 2.11.1 Fiir jedes z € C konvergieren die Reihen

cos(z) = HZ:O(—l)"W,
e Z2n+1
sin(z) = g(—l)”m

absolut.
Durch Koeflizientenvergleich beweist man den

Satz 2.11.2
exp(iz) = cos(z) +isin(z), Vze C.

Folgerung 2.11.3 (a) cos?(z) +sin®(z) =1, VzeC.
(b) cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y), Vz,y € R.
(c) sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y), Vx,y € R.
Hierbei haben wir die géngige Schreibweise cos™(z) := (cos(z))™ und sin"(z) := (sin(z))" firn € N
benutzt.
Teil (b) und (c) bezeichnet man héufig als Additionstheoreme. Fiir x € R gilt
Re(exp(iz)) = cos(z), Im(exp(iz)) = sin(z),

und exp(ir) liegt auf dem Einheitskreis S = {z € C | |z| = 1}.
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Protokoll iiber die 13. Vorlesung

3 Stetige Funktionen

3.1 Allgemeines zu Funktionen

Seien X und Y metrische Rdume mit Abstandfunktionen dx und dy. Sei D C X und f: D — Y
eine Abbildung. Abbildungen nennt man oft auch Funktionen.

Definition 3.1.1 (a) D heifit Definitionsbereich oder Definitionsmenge von f.

(b) f(D) := {f(x) | = € D} heiit das Bild von f. Schreibweise: Bild(f). Etwas allgemeiner
bezeichnet fiir eine Teilmenge V' C D die Menge f(V) := {f(z) | « € V} das Bild von V
unter f.

(c) Fiir eine Menge U C Y heifit f~1(U) := {x € D | f(z) € U} das Urbild von U unter f.
(d) Die Menge {(z, f(z)) € X x Y | z € D} heifit Graph von f.

Das f~! in der Notation fiir das Urbild ist nicht zu verwechseln mit der Funktion % (falls diese
existiert) oder der Umkehrfunktion, die wir spéter noch kennen lernen (falls f bijektiv ist).

3.2 Stetigkeit
Definition 3.2.1 a) Seien X,Y metrische Riume, D C X, und f : D — Y eine Funktion. Sei
a € D. Dann heifit f stetig in a, falls gilt:
Ve > 039 > 0Vx € D :dx(a,z) <6 = dy(f(a), f(x)) <e.
b) f heifit stetig, falls f stetig in allen Punkten a € D ist.

Definition 3.2.2 a) Ein Punkt a € X heift Hiufungspunkt von D, falls es eine Folge (z,,) in D
gibt, die gegen a konvergiert. Man beachte, dafl @ nicht notwendig in D enthalten sein muss.
b) Eine Teilmenge D C X heifit dicht in X, falls jeder Punkt z € X ein Hiufungspunkt von D ist.

Definition 3.2.3 Seien X,Y metrische Rdume, D C X, f: D — Y und a € X ein Hiufungs-
punkt von D. Dann schreiben wir
lim f(z) =,

r—a

falls es ein b € Y gibt, so daB fiir alle Folgen (x,,) mit z,, € D und lim z, = a gilt: lim f(x,) =b.
n—oo

n—00

Satz 3.2.4 Sei f: D C X — Y und a € D ein Haufungspunkt von D. Dann gilt:
f ist stetig in a < lim f(x) = f(a).

r—a

Aus der Restgliedabschétzung fiir die Exponentialfunktion hatten wir als Beispiel gezeigt, dass exp
an der Stelle z = 0 stetig ist. Zusammen mit dem letzten Satz und der Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion erhalten wir

Satz 3.2.5 Die Exponentialfunktion ist stetig.

Im folgenden sei X stets ein metrischer Raum mit Metrik d.
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Definition 3.2.6 a) Sei r > 0 und = € X. Dann heifit
Ur(z) ={z€ X |d(z,z) <r}

r-Umgebung von x.

b) Sei £ C X. Dann nennt man x € E einen inneren Punkt von E, wenn es ein r > 0 gibt, so daf§
Ur(z) CE.

¢) E C X heifit offen, wenn jeder Punkt z € F ein innerer Punkt ist.

d) E C X heifit abgeschlossen, wenn X \ E offen ist.

Man zeigt leicht, daB jede r-Umgebung U, (z) offen ist (Ubung).
Man beachte, dass im folgenden Satz die Stetigkeit ohne Zuhilfenahme der Metrik charakterisiert
wird.

Satz 3.2.7 Sei f : X — Y eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig, wenn das Urbild f=1(V)
jeder offenen Teilmenge V CY offen in X ist.

Satz 3.2.8 (Kompositum von stetigen Funktionen) Seien X,Y, Z metrische Riume und f : D C
X —Y, g: FECY — Z Funktionen mit f(D) C E. Es sei h :== go f, d.h. h(z) := g(f(x))
fiir alle x € D. Falls dann f stetig bei a € D und g stetig bei f(a) ist, so ist auch h stetig in a.
Insbesondere ist also das Kompositum stetiger Funktionen stetig.

Im folgenden sei wie frither K entweder R oder C. Seien f,g: X — K Funktionen des metrischen
Raums X nach K. Dann definiert man Funktionen f + g, fg, 5 von X nach K durch

(f +9)@) = f@) +glx).  (fo)(x) := Flx)a(). (;‘) @:gg;.

Man beachte, dass 5 nur an den Punkten x € X definiert ist, wo g(z) # 0 gilt.
Falls f,g: X — R*, so kann man in analoger Weise f + g : X — R* definieren.

Satz 3.2.9 Sei X ein metrischer Raum und f,g: X — K seien stetig in a € X. Dann sind auch
f+ag, fg, g stetig in a. (Beim Quotienten miissen wir natiirlich in der Regel g(a) # 0 voraussetzen.)

Satz 3.2.10 a) Sei f : X — RF eine Funktion mit den Koordinatenfunktionen fi, ..., fi : X —
R. Sei a € X. Dann gilt:

f ist stetig in a <= f1,..., fr sind stetig in a.

b) Seien f,g: X — R¥ stetig in a € X. Dann ist auch f + g stetig in a.

Protokoll iiber die 14. Vorlesung

3.3 Kompaktheit

In diesem Abschnitt bezeichnet X stets einen metrischen Raum. Wir schicken folgendes Lemma
voraus.

Lemma 3.3.1 Sei ¥ C X eine nicht-leere Teilmenge. Dann ist ' genau dann abgeschlossen, wenn
fiir jede konvergente Folge (a,,) mit a,, € E fiir alle n auch lima,, € E gilt.
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Definition 3.3.2 Unter einer offenen Uberdeckung einer Teilmenge F C X versteht man eine
Familie {U,} von offenen Teilmengen U, von X, so daf}

EgUUa.

Die Indexmenge ist hier bewuf3t nicht naher spezifiziert. Die o kénnen aus einer beliebigen Index-
menge kommen.

Definition 3.3.3 (Kompaktheit) Eine Teilmenge E C X heiBt kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von E eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Satz 3.3.4 Kompakte Mengen sind abgeschlossen.
Satz 3.3.5 Abgeschlossene Teilmengen von kompakten Mengen sind kompakt.

Der folgende Satz ist die entscheidende Grundlage fiir das weitere Studium der Kompaktheit im
Falle X = R”.

Satz 3.3.6 (Abgeschlossene Quader sind kompakt) Sei
Q:{xeRk‘a1§$Z§bz,Z:1,,k}, a; < b;.
Dann ist ist () kompakt.

Bemerkung 3.3.7 Beim Beweis benutzen wir an entscheidender Stelle das Intervallschachtelungs-
prinzip, welches wiederum auf der Supremumseigenschaft der reellen Zahlen beruht.

Satz 3.3.8 (Heine-Borel) Sei E C R¥. Dann ist E genau dann kompakt, wenn E beschrénkt und
abgeschlossen ist.

3.4 Stetigkeit und Kompaktheit

Definition 3.4.1 Sei f : D C X — RF ecine Funktion. Dann heifit f beschrinkt, falls es ein
M € R gibt, so dass fiir alle x € D gilt: ||f(x)]| < M.

Satz 3.4.2 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung und D C X kompakt. Dann ist f(D) kompakt.
Der Satz von Heine-Borel impliziert daher.

Folgerung 3.4.3 Sei f : X — RF eine stetige Abbildung und D C X kompakt. Dann ist f(D)
beschrankt und abgeschlossen.

Folgerung 3.4.4 Sei f: X — R stetig und und D C X kompakt. Sei
m:=inf{f(z) |z € D}, M :=sup{f(z)|x € D}.

Dann gibt es p,q € D mit der Eigenschaft

d.h. das Infimum und das Supremum werden angenommen. Mit anderen Worten: Es gibt p,q € D,
so dass

f(p) < f(z) < f(q),Vz € D.
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Definition 3.4.5 Seien A, B zwei nicht-leere Mengen und f : A — B eine bijektive Abbildung.
Dann heifit die Abbildung

g:B— A, g(b) :=a, falls f(a) = b,
die Umkehrfunktion zu f.

Man schreibt haufig f~! fiir g. Diese Schreibweise fithrt manchmal zu Verwirrung im Zusammen-
hang mit dem Urbild f~!(V) einer Teilmenge V' C B. Man beachte den Unterschied, der eigentlich
stets aus dem Kontext hervorgeht.

Offensichtlich gilt: fog=1idg, g¢go f=1ida.

Satz 3.4.6 Sei f : X — Y stetig und bijektiv und X kompakt. Dann ist auch die Umkehrabbil-
dung stetig.

3.5 Gleichméaflige Konvergenz

Definition 3.5.1 Sei f: X — Y. Dann nennt man f gleichméfig stetig, falls es zu jedem € > 0
ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z1, 29 € X mit dx(z1,22) < 0 gilt: dy (f(z1), f(22)) <e.

Offensichtlich impliziert gleichméfige Stetigkeit die gewohnliche Stetigkeit. Die Umkehrung ist im
Allgemeinen falsch. Jedoch gilt

Satz 3.5.2 Sei f: D C X — Y stetig und D kompakt. Dann ist f gleichméfig stetig auf D.

3.6 Der Zwischenwertsatz
Satz 3.6.1 Sei f : [a,b] — R, a,b € R,a < b, eine stetige Funktion und es gelte f(a) < 0,
f(b) > 0. Dann gibt es ein p € [a,b] mit f(p) = 0.

Man beachte, dafl beim Beweis des Zwischenwertsatzes an entscheidender Stelle die Supremumsei-
genschaft der reellen Zahlen eingeht.

Folgerung 3.6.2 Sei f : [a,b] — R, a,b € R, a < b, eine stetige Funktion und es gelte f(a) < f(b)
(bzw.(fga) > f(b)). Dann gibt es ein zu jedem c € [f(a), f(b)] (bzw. ¢ € [f(D), f(a)]) ein p € [a, b]
mit f(p) =c.

Folgerung 3.6.3 Jedes Polynom P : R — R ungeraden Grades hat mindestens eine Nullstelle.

Folgerung 3.6.4 Sei I C R ein (eigentliches oder uneigentliches) Intervall und f : I — R stetig.
Dann ist auch f(I) ein Intervall.

3.7 Logarithmus und allgemeine Potenz

Sei D C R und f: D — R. Die Begriffe monoton wachsend, streng monoton wachsend, monoton
fallend und streng monoton fallend setzen wir als bekannt voraus.

Der folgende Satz ist die Grundlage fiir die Definition der Wurzelfunktionen, des Logarithmus und
der Umkehrungen der trigonometrischen Funktionen.

Satz 3.7.1 Sei D C R ein Intervall und f : D — R eine stetige, streng monoton wachsende
(bzw. streng monoton fallende) Funktion. Dann bildet f das Intervall D bijektiv auf das Intervall
D' := f(D) ab und die Umkehrfunktion f=! : D' — D ist ebenfalls stetig und streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend).
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Sei nun k € N, k > 2. Dann ist die Funktion
f:Rsg — R, z— P,
stetig, streng monoton wachsend und bildet R>( bijektiv auf R>¢ ab. Die Umkehrfunktion
TR — R,z Y,

ist ebenfalls stetig, streng monoton wachsend und heif3t k-te Wurzel.

Die Funktion
exp: R— R, z+— exp(z),

ist stetig, streng monoton wachsend und bildet R bijektiv auf R ab. Die Umkehrfunktion, die
mit log bezeichnet wird,
log : Ry — R, z+— log(x),

ist ebenfalls stetig, streng monoton wachsend und heifit natiirlicher Logarithmus. Der Logarithmus
erfiillt die Funktionalgleichung

log(zy) = log(z) +log(y), Vz,y € Rso.
Wir sind nun bereit, um die allgemeine Potenz zu definieren.

Definition 3.7.2 Fiir a € Ry und x € R definieren wir

x

a” := exp(zlog(a)).

Man {iberzeugt sich leicht, dass die Rechenregeln

1 T
amay — aa:—i—y7 (aw)y — a:vy7 ambx — (ab)w7 () e a—m
a

gelten. Die Schreibweise wird ebenfalls gerechtfertigt durch die Beziehung

ap/q:qurpEZ,QGN;qz2

3.8 Stetigkeit von Potenzreihen

Satz 3.8.1 Sei f(z) =Y.~ ,anz", an € K, eine Potenzreihe mit Konvergentradius R > 0. Dann
ist die dadurch definierte Funktion

f:D:={2€K||z| <R} — K, z— f(2),
stetig.

Als Konsequenz notieren wir, dass exp, sin und cos stetige Funktionen sind.
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3.9 Die Zahl =

Wir definieren /2 als die kleinste positive Nullstelle des Cosinus.
Satz 3.9.1 Es gibt genau ein £ € [0,2] mit cos(§) = 0.
Definition 3.9.2 7 := 2¢.

Auch Teile dieses Beweises wurden in das néchste Kapitel verschoben. Es wurde gezeigt, dass
sin(z) > 0 ist fiir € (0,2]. Aus cos’(z) = —sin(x) folgt, wie wir mit den Resultaten des néichsten
Kapitels einsehen werden, dass cos(x) auf [0, 2] streng monoton fllt.

Folgerung 3.9.3 cos(3) =0, sin(§)=1.
Aus den Additionstheoremen folgern wir nun
Satz 3.9.4 Fiir x € R gilt:

1) cos(z + 2m) = cos(x)

, sin(x + 27) = sin(x),
2) cos(z + 7) = —cos(z), sin(z+ 7) = —sin(z),

3) cos(x + g) = —sin(z), sin(z+ g) = cos(z).

Ferner hat man die folgende Wertetabelle.

z Jo 5|~ | F |2
sin(z) 0 1 0 -1 0
cos(x) 1 0 -1 0 1

3.10 Umkehrung der trigonometrischen Funktionen

cos ist auf [0, 7] streng monoton fallend. Die Umkehrfunktion
arccos: [—1,1] — [0, 7]
heifit Arcus-Cosinus.
sin ist auf [—7, 7] streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion
arcsin: [~1,1] — [_g Ly

heifit Arcus-Sinus.
Fir x € R\ {§ + k7 | k € Z} setzt man

sin(z)

tan(z) := cos(z)’

tan ist auf (-7, §) streng monoton wachsend und bildet (-7, %) auf R ab. Die Umkehrfunktion

arctan: R — (—g, g)

heifit Arcus-Tangens.

Bemerkung 3.10.1 Es gilt arctan(1) = 7.
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Protokoll iiber die 17. Vorlesung (Dustin Lazarovici)

4 Differenzierbare Abbildungen

4.1 Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden sei I ein nicht-leeres, offenes Intervall in R (z.B. I = R). Wie bisher steht K fiir den
Korper R oder C.

Definition 4.1.1 Sei f: I — K eine Funktion und z¢ € I. Dann heifit f differenzierbar an der
Stelle zq , falls es ein m € K gibt, so dafl

f@) = f(wo) + m(x — o) + r(z — o), (1)

wobei r : [ — 2y — K die Eigenschaft

lim "EZ%0) 2)
e—zo T — T
TH#x0

hat.

Satz 4.1.2 Sei f: I — K und z¢ € I. Dann ist f genau dann in xq differenzierbar, wenn der
Differentialquotient

f'(xo) := lim M — lim flxo + h) — f(xo)
;;;g T —Zo Z;g L

existiert. In diesem Fall ist f’(xo) gleich dem m in obiger Definition.

Folgerung 4.1.3 Ist f an der Stelle xq differenzierbar, dann ist das m in obiger Definition ein-
deutig bestimmt.

Interpretation der Ableitung

(1) Lokale Linerarisierung (affin lineare Abb. 4+ Fehlerterm, der ,,schneller als linear” gg. 0 geht)
(2) Steigung der Tangente (Differenzenquotient — Differentialquotient)

(3) Physikalisch (,,Mittlere Geschwindigkeit” — Momentan-Geschwindigkeit)

Satz 4.1.4 Wenn f in xq differenzierbar ist, so ist f in xq stetig.

Man beachte, dafl die Umkehrung falsch ist. Ein einfaches Gegenbeispiel ist die Betragsfunktion.

Definition 4.1.5 a) Ist f differenzierbar in zy, dann heifit f'(x¢) die Ableitung oder das Diffe-
rential von f an der Stelle 2. Statt f’(2o) schreibt man auch - f(zo) oder D f(zo).

b) f heiit differenzierbar, wenn sie auf dem ganzen Definitionsbereich I differenzierbar ist.
Die Zuordnung f : I — K, x — f’(x) definiert dann eine Abbildung auf I, genannt die Ablei-
tung von f.

c) f heifit stetig differenzierbar (an der Stelle ), wenn f differenzierbar und f’ (an der Stelle )
stetig ist.

d) f heiBt k-mal (stetig) differenzierbar, wenn die Abbildungen f, f', f" = f2,..., f*~! alle diffe-
renzierbar sind (und f* stetig ist). Man nennt f* = (f¥~1)" die k-te Ableitung von f.
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Definition 4.1.6 Wir definieren die Funktionenrdume
C(;K):={f:1— K| f stetig}
CHI;K):={f:I — K| f k mal stetig differenzierbar}, k € N.

Klarist C > C' > C? > ...C*1 5 CF > .... Wir definieren ferner

C®(;K) := kg CHI; K)

Abschlieffend definieren wir einseitige Ableitungen.

Definition 4.1.7 a) f heif$t linksseitig differenzierbar in xg, falls der Limes

T—TQ T — X9
rx<xo
existiert.
b) f heifit rechtsseitig differenzierbar in zg, falls der Limes
(o) et 18 =S 0)
z>zy LT X0
existiert.

Die einseitigen Ableitungen f bzw. f’ sind auch an den Réndern kompakter Intervalle sinnvoll.

4.2 Differentiationsregeln

Satz 4.2.1 Seien f : I; — K, g : Is — K differenzierbar in zo € I N I3 und A € K. Dann sind
auch die Funktionen f 4+ g, \f, f - g in x( differenzierbar und es gilt

i) (f +9)(wo) = f'(z0) + g'(x0)
i) (Af) (zo) = Af' (o)
i) (fg)' (o) = f'(xo)g(wo) + f(0)g' (o) (Produktregel)

Ist ferner g # 0 in einer Umgebung von xy, dann ist auch 5 in z¢ differenzierbar mit

/ , ,
iv) (%) (z0) = I (@0)g(xo) = f(20)g' (o) (Quotientenregel)

!J(Io)2

Satz 4.2.2 (Kettenregel) Seien 11, I, C R offene Intervalle und f : Iy — Is,g : Iy — K. Die
Funktion f sei in x¢ € I differenzierbar und g sei in yo := f(x¢) differenzierbar. Dann ist auch
das Kompositum g o f differenzierbar in xo und es gilt

(g0 .f) (x0) = g'(f(20)) [ (o).
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Protokoll iiber die 18. Vorlesung

Satz 4.2.3 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R eine
stetige und streng monotone Funktion. Sei I* := f(I) und g : I* — R die Umkehrfunktion. Ist f
in 29 € I differenzierbar und f'(xzq) # 0, so ist g in yo := f(xo) differenzierbar und es gilt

,( )_ 1 _ 1
IO = ) ~ Flglwo))”

4.3 Extremalstellen

Definition 4.3.1 Sei f: X — R eine Funktion auf dem metrischen Raum X.

a) f hat ein lokales Maximum bei p € X, falls es ein § > 0 gibt, so daBl f(p) > f(z) gilt fiir alle
r € Us(p).

b) f hat ein lokales Minimum bei p € X, falls es ein § > 0 gibt, so dal f(p) < f(z) gilt fiir alle
z € Us(p).

¢) Wir nennen das Maximum isoliert, falls in der Ungleichung > gilt. Analog definiert man ein
isoliertes Minimum.

d) f hat ein globales Maximum bei p € X, falls f(p) > f(x) gilt fiir alle z € X.

e) f hat ein globales Minimum bei p € X, falls f(p) < f(x) gilt fiir alle z € X.

Satz 4.3.2 Sei f : [a,b] — R und f habe bei o € (a,b) einen lokalen Extremwert (d.h. ein
lokales Maximum oder Minimum) und f sei in xq differzierbar. Dann gilt f'(x¢) = 0.

Man beachte, dafl dies nur eine notwendige, aber keine hineichende Bedingung ist. Als Gegenbeispiel
sei die Funktion z +— 23 angefiihrt.

4.4 Mittelwertsitze

Satz 4.4.1 (Satz von Rolle) Seia < b, f : [a,b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar. Es gelte
f(a) = f(b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(£) = 0.

Satz 4.4.2 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Sei a < b und seien f,g : [a,b] — R stetig und
auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

Folgerung 4.4.3 (Mittelwertsatz) Sei a < b und f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzier-
bar. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

Jb) = f(a)

e =152

Folgerung 4.4.4 Sei a < b und f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Fiir die
Ableitung gelte
m < f'(§) <M, VEe (ab),

mit m, M € R. Dann gilt fiir alle z,y € [a,b] mit <y die Abschéitzung
m(y —x) < fy) — f(x) < M(y —x).

Folgerung 4.4.5 Sei f wie eben und es gelte zusétzlich f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist f
konstant.
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4.5 Monotonie

Satz 4.5.1 Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt:
(a) f'(x) >0,V € (a,b) = [ ist streng monoton wachsend.
(b) f'(x) <0,Vz € (a,
(c) f'(z)

(z)

( = f ist streng monoton fallend.
x) > 0,Vz € (a,
(d) f'(z) <0,Vz € (a,

b)
b)
b) <= f ist monoton wachsend.
b) <= f ist monoton fallend.

Satz 4.5.2 Sei f : (a,b) — R differenzierbar, in = € (a,b) zweimal differenzierbar und es gelte
() =0 und f"(x) >0 (bzw. f"(x) <0).

Dann hat f in z ein isoliertes Minimum (bzw. Maximum).

Man beachte, dass die Bedingung des Satzes zwar hinreichend, aber nicht notwendig ist.

4.6 Konvexitit

Definition 4.6.1 Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit konvex, wenn fiir alle
z,y € I und alle X € (0,1) gilt

FOz+ (1= Ny) <Af(z) + (1= N f(y).
Man nennt f konkav, wenn — f konvex ist.

Bemerkung 4.6.2 Fordert man in der Definition strikte Ungleichheit, so nennt man f streng
konvex.

Satz 4.6.3 Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R eine zweimal differenzierbare Funktion.
Dann ist f genau dann konvex, wenn f”(x) > 0 fiir alle x € I.

Bemerkung 4.6.4 In obiger Situation gilt auch:

f’(x) >0,V € I = f ist streng konvex.
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Protokoll iiber die 19. und 20. Vorlesung

4.7 Satz von Darboux

Satz 4.7.1 Sei f : [a,b] — R, a < b, differenzierbar auf [a,b]. Dann gibt es zu jedem A € R mit
fl(a) < A< f'(b) (bzw. f'(b) < A< f'(a)) ein & € (a,b) mit f'(§) = A

Die Ableitung f’ erfiillt also den Zwischenwertsatz ohne notwendigerweise stetig zu sein.

4.8 Die Regel von I’'Hospital

Satz 4.8.1 Sei —c0 < a < b < +oo und seien f, g : (a,b) — R differenzierbar. Sei ferner ¢'(x) # 0
fiir alle x € (a,b). Der rechtsseitige Limes

f'(x)

e g(@)

existiere (im eigentlichen oder uneigentliche Sinn). Weiter sei eine der folgenden beiden Vorausset-
zungen erfiillt:

(H1) lim f(z) = lim+ g(x) =0,

z—at T—a

(H2) lim g(z) = +o0.

z—at

Dann existiert auch

im @
2 g9(z)

und es gilt

@ W@
wlffh glz) zliraHJr g (z)’

Analoge Resultate gelten fiir z — b

4.9 Der Taylorsche Satz

Satz 4.9.1 Sei f : [a,b] — R,n € N, ("1 sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).
Seien «, 5 € (a,b), a0 # (3. Sei

n—1 (k) a
P(t) =Py 1 palt) =Y f kf >(t —a)k.
k=0 ’

Dann gibt es einen Zwischenwert & von « und (3,
E=a+¥pB—a), Ve(0,1),

so daf3 -
18 =P+ L85 ayn
n!
:ZRn,f,a(B)

Bemerkungen 4.9.2 1) Fiir n = 1 ist dies der Mittelwertsatz.
2) Das Polynom P,,_1 s, nennt man das (n — 1)-te Taylorpolynom von f im Entwicklungspunkt
a. Dies ist ein Polynom (in t) vom Grad <n — 1.
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Definition 4.9.3 Sei I C R ein Intervall und a € I. Die Funktion sei im Punkt a € I beliebig oft
differenzierbar. Dann nennt man

Tfo(x Z
k=

die Taylorentwicklung von f im Entwicklungspunkt a.

%) (a )k.

Fiir ein « € I konvergiert T o(x) genau dann gegen f(z), wenn Ry, f.(x) fir m — oo gegen 0
konvergiert. Man beachte, dafl die Taylorreihe im Allgemeinen nicht fiir alle x € I konvergiert.
Selbst im Falle der Konvergenz, gilt im Allgemeinen nicht f(z) = T o(x).

Satz 4.9.4 Fiir |z| <1 gilt

log(l+z) = i

k=1

Auf die selbe Weise wie im Beweis zu diesem Satz kann man Taylorentwicklungen fiir arctan, arcsin
und arccos herleiten.

5 Funktionenfolgen

5.1 Grundlegende Definitionen

Definition 5.1.1 Seien f,, : X — Y Funktionen zwischen metrischen Rdumen X und Y.
1) Die Funktionenfolge (fy), oy heiBit punktweise konvergent in z € X, falls die Folge (f (7)), ¢y
konvergiert. Wir nennen (f,), .y punktweise konvergent, wenn fiir alle z € X punktweise Konver-
genz vorliegt.
2) Im Falle punktweiser Konvergenz heif3t

f+ X—Y, zw— lim f,(z)
die Grenzfunktion von (f,).

3) Die Funktionenfolge (f,) heifit gleichméBig konvergent gegen f, falls es zu jedem € > 0 eine
natiiriche Zahl N = N (e) gibt, so da8 fiir alle n > N und alle z € X gilt: dy (f(x), fn(z)) <€

Wir schreiben f,, — f bei punktweiser Konvergenz, und f,, = f bei gleichméBiger Konvergenz.
Einen wichtigen Spezialfall von Funktionenfolgen stellen die unendlichen Reihen iiber Funktionen

dar. Sei g : X — K und
fni= ng-
k=0

Wie bei Reihen iiblich schreibt man auch hier Y - ; gr und meint damit die Folge der Partialsum-
men. Dieser Spezialfall umfafit insbesondere die Potenzreihen.

Definition 5.1.2 Fiir eine Funktion f : X — K erklirt man die Supremumsnorm durch
A= 1Fllx = sup{|f(2)[ | z € X} € Rxo U {oo}.
Diese Norm erfiillt die Dreiecksungleichung, ||f + g|| < ||f]| + I|g]|-

Satz 5.1.3 Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichméBig gegen f, wenn || f, — f]|
gegen 0 konvergiert.
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Satz 5.1.4 (Weiserstrafy) Gegeben seien die Funktionen g, : X — K. Die Reihe >, ||gk|| sei
konvergent. Dann konvergiert >~ gi absolut und gleichmiéiflig auf X.

Fiir spiatere Anwendungen in der Theorie der Potenzreihen ist das nichste Resultat grundlegend.

Folgerung 5.1.5 Sei P(z) = >_.°  a,z", © € K, eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0.
Dann ist P(z) absolut und gleichméBig konvergent auf jeder Teilmenge der Form

fzeK|la|<pl, 0<p<r

5.2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Grenzfunktion

Die folgenden Resultate geben Auskunft dariiber, unter welchen Voraussetzungen sich Eigenschaf-
ten der f,, wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit, auf die Grenzfunktion f vererben.

Satz 5.2.1 Die Funktionen f, : X — Y seien stetig und (f,) sei gleichméBig konvergent gegen
f. Dann ist auch f stetig.

Folgerung 5.2.2 Potenzreihen stellen im Inneren ihres Konvergezbereichs stetige Funktionen dar.
Protokoll iiber die 21. bis zur letzten Vorlesung

Satz 5.2.3 Sei I C R ein offenes Intervall und die Funktionen f,, : I — R seien differenzier-
bar auf I. Fiir ein xg € I existiere lim,,_,, f,(xo). Auf jedem abgeschlossenen und beschrénkten
Teilintervall von I sei (f]) gleichméBig konvergent. Dann ist auch (f,) auf jedem abgeschlosse-
nen und beschrinkten Teilintervall gleichméBig konvergent, die Grenzfunktion f = lim,_, o, f, ist
differenzierbar und

J' = tim £
n—oo

Folgerung 5.2.4 Potenzreihen P(x) = Y °  a,x™ sind im Inneren ihres Konvergezbereichs dif-
ferenzierbar und es gilt

oo
Pl(x) = Z napz™ b
n=1

6 Das Riemann-Integral

6.1 Grundlegende Definitionen

Definition 6.1.1 Unter einer Partition P des Intervalls [a,b] versteht man eine endliche Menge
von Punkten xg,...,x, mit

a=z0<x1 <...<2p_1 <2, =0

Wir schreiben A; :=x; —x;_1, i=1,...,n.
Sei f: [a,b] — R beschrankt und P eine Partition von [a, b]. Wir setzen

M; = sup{f(z)|zi-1 <z <},
m; = inf{f(z)]|z,1 <z <z},

S(P,f) = Y M,
i=1

S(Pa f) = Xn:mzAw
=1

29



und schlieflich

=
U
8
|

inf S(P, f),

fdz = sups(P,f).

Man spricht hier vom oberen und unteren Riemann-Integral. Das Infimum bzw. Supremum ist hier
iiber alle Partitionen von [a, b] zu nehmen.

Definition 6.1.2 f heiffit Riemann-integrierbar, wenn

b

]afdas = /bfdx.

a

Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit R = R(a, b).
Das wesentliche technische Hilfsmittel in vielen Beweisen zu Resultaten rund um das Riemann-
Integral ist der Begriff der Verfeinerung einer Partition.

Definition 6.1.3 P* ist eine Verfeinerung von P, falls P C P*.

Zu zwei gegebenen Verfeinerungen gibt es stets gemeinsame Verfeinerungen, etwa P* = P; U Ps.
—b
Satz 6.1.4 Es gilt stets fbfdx < [, fdx.
“a
Der nun folgende Satz enthilt eine wichtige Charakterisierung der Integrierbarkeit.

Satz 6.1.5
fER < Ve>03P:S(P,f)—s(Pf) <e.

Folgerung 6.1.6
a) Falls S(P, f) — s(P, f) < e fiir eine Partition P gilt, so gilt auch S(P*, f) — s(P*, f) < e fiir jede
Verfeinerung P* von P.

b) Es gelte wieder S(P, f) — s(P, f) < ¢ fiir die Partition P = {xo,...,z,}. Seien s;,t; € [z;_1,x;].
Dann gilt auch

D 1f(s) = f(t)IA; <.
i=1
c¢) Sei f € R und es gelten die Voraussetzungen aus b). Dann gilt:

n b
S ft)a- [ fds
i=1 a

In den folgenden Sitzen wird die Riemann-Integrierbarkeit fiir verschiedene Klassen von Funktio-
nen f gezeigt.

< €.

Satz 6.1.7 Sei f stetig auf [a,b]. Dann ist f € R(a,b).
Satz 6.1.8 Sei f monoton auf [a,b]. Dann ist f € R(a,b).

Satz 6.1.9 Die beschrinkte Funktion f habe auf [a, b] hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen.
Dann ist f € R(a,b).

Satz 6.1.10 Sei f € R, m < f(z) < M,Vz € [a,b]. Sei ® : [m,M] — R stetig. Dann ist
PofeR.
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6.2 Eigenschaften des Integrals
Satz 6.2.1 a) (Linearitét) Sind f, f1, fo € R und ¢ € R. Dann ist fi + fo € R und cf € R. Es gilt

/ab(fl + f2)dz = /ab f1dfC+/abf2d9€7

/abcfdx:c/:fda:.

b) (Monotonie) Gilt f1(x) < fa(x),Vzx € [a,b], so gilt

/:ﬁdxﬁ/abfzdx-
/abfdx:/acfdac—&—/cbfdac.

d) Ist f € R und |f(z)| < M,Vz € [a,b], so gilt

/abfdz

¢) Fiir f e R und a < ¢ < b gilt

< M- a).

Satz 6.2.2 Fiir f,g € R gilt:
a) fgeR.
b) [fl€R.

Ferner gilt: ‘fab fdx‘ < f: |fldx.
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