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Aufgabe 1
Sei O ein Dedekindring und (0) 6= a, b /O. Sei

a = ∏ pνp , νp ∈N0, fast alle νp = 0,

b = ∏ pµp , µp ∈N0, fast alle µp = 0.

Hierbei erstreckt sich das Produkt jeweils über alle Primideale 6= (0) von O.

Zeigen Sie:

a) b ⊆ a ⇐⇒ a | b ⇐⇒ νp ≤ µp für alle p,

b) a+ b = ∏ pmin(νp,µp),

c) a∩ b = ∏ pmax(νp,µp).

Aufgabe 2
Sei O ein Dedekindring mit Quotientenkörper K. Für ein Primideal p 6= 0 und α ∈ K× defineren
wir

vp(α) := vp(αO).
Zeige:

a) vp(αβ) = vp(α) + vp(β).

b) vp(α + β) ≥ min(vp(α), vp(β)), mit Gleichheit, falls vp(α) 6= vp(β).

Aufgabe 3
Sei O ein Dedekindring mit nur endlich viele Primidealen. Zeige: O ist ein Hauptidealring.

Aufgabe 4

Sei K = Q(ζm). Zeige:

a) Falls m = pr eine Primzahlpotenz ist, so ist p := (1− ζm)OK ein Primideal und es gilt:

ppr−1(p−1) = pOK.

b) Falls m zusammengesetzt ist, so ist 1− ζm eine Einheit in OK.

c) Für alle m und alle 1 ≤ a ≤ m mit (m, a) = 1 ist 1−ζa
m

1−ζm
eine Einheit in OK.

Aufgabe 5
Sei O ein Dedekindring und a, b ∈ JO gebrochene Ideale. Sei S eine multiplikative Menge in O.
Zeige:

a) S−1(ab) = (S−1a)(S−1b).

b) S−1(O : a) = (S−1O, S−1a).

c) Sei nun S = O \ p für ein Primideal p 6= 0. Zeige für alle i ≥ 0 und α ∈ pi \ pi+1 die
Gleichheit S−1pi = αS−1O. (S−1O ist also ein diskreter Bewertungsring.)


