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Aufgabe 1
Berechnen Sie die ersten 3 Koeffizienten in der 5-adischen Entwicklung von 1/3.
Es gilt
1
g =a9+m '5+El2'52 (mod SSZP)
3(ag+a;-5+a,-5%) =1 (mod 5°Z,)

—
— 3(ag+a1-54+a-5°)=1 (mod5°2Z)
— ap+a-5+ay-52=42 (mod 5°Z).

Man beachte dazu Z /p" Z ~ Z,/ p"Z, und 371 = 42 in Z /125 Z. Die 5-adische Entwicklung
von 42 liefert die Ziffern ayg = 2,47 = 3,4, = 1.

Aufgabe 2
Sei n eine zur Primzahl p teilerfremde natiirliche Zahl. Zeige, dass die Menge

{a€eZ|a>0unda=1 (mod n)}

dicht in Z,, ist.
Seia =) ,>gayp’ € Zp und k € IN. Wegen (n,p) = 1 gibt es nach dem chinesischen Restsatz

ein ay € Z~o mit

ap =1 (mod n),
k-1

ap =Y ayp’ (mod p").
v=0

Dann gilt v, (ay, — &) > k — oo fiir k — oo, d.h., die Folge der a) konvergiert gegen a.

Aufgabe 3
Seien IF, der endliche Korper mit p Elementen, R = IF,[T] und K = IF,(T) der Quotientenkor-

per.

a) Definieren Sie zu jedem Primideal p von R, p # (0), eine p-adische Bewertung. Beschreiben
Sie den Zusammenhang zur Null- bzw. Polstellenordung bei T = «, falls p = (T — «).

b) Zeigen Sie: Durch voo(fg%) = deg(g(T)) — deg(f(T)) wird ebenfalls eine Bewertung auf

K definiert. Interpretieren Sie dies als Null- bzw. Polstellenordnung in einem unendlich
fernen Punkt co.

c) Seien p = (p(T)) mit irreduziblem p(T), F, die durch p(T) definierte Kérperweiterung
und f, = [F, : IF,]. Definiere

[h(T)|p := g~ ") fisr B(T) € K und [A(T)|eo := gD, mit g € Roq .

Zeigen Sie die Geschlossenheitsrelation, i.e. fiir jedes h(T) € K* gilt:

W(T)|eo- TT IR(T)]p =1.
p#(0)



a) R ist ein Hauptidealring, also ist jedes Primideal p von R von der Form (p(T)) fiir ein
normiertes irreduzibles Polynom p(T) € R. Eine Bewertung defineren wir wie folgt: Sei

f(T) = ing mit ¢(T),h(T) € R nicht das Nullelement. Dann kénnen wir

£(T) = p(1)" i)
fiir ein m € Z und G(T), H(T) nicht teilbar durch p(T) schreiben und wir setzen nun
vp(f(T)) := m und v, (0) := co.
Es ist nun einfach zu priifen, dass die Funktion
vp : K = ZU{oo}
die folgenden Eigenschaften erfiillt und somit eine Bewertung ist:
i) vp(f(T)) = o genau dann, wenn f(T) = 0,
i) v (f(T) - 8(T)) = vp(f(T)) + 04 (g(T)),
iii) vy (f(T) +8(T)) = min{oy (f(T)), vp((T))}

Im Fall p(T) = T — a ist die Bewertung v, (f(T)) per Definition die Ordnung der Nullstelle
bzw. des Pols, der Funktion f(T) bei T = a.

b) Einfache Rechnungen zeigen nun, dass auch die angegebene Abbildung v., eine Bewer-
tung ist. Nun beschreibt v (1(T)) die Ordnung der Nullstelle bzw. des Pols der Funktion
h(1/T)bei T = 0.

c) Fiir ein normiertes irreduzibles Polynom p(T) € R gilt nun deg(p(T)) = f, m
(p(T)), da {1,T,..., T48(P(T))~1} eine IF,-Basis von R/p ist. Sei nun h(T) = f(T ) ( )

Dann gilt
Voo (h(T)) = deg(g(T)) — deg(f ( ))
=deg(] [ p(T T)% &My — deg( H p(T
p(T)
= ) vp(g(T)) - deg(p(T)) — Z vp(f( ) - deg(p(T))
p(T) p(T)
= — ) deg(p(T))vy (h(T))
p(T
=~ ) fovp(W(T))
p(T)
Also gilt
[1(T) oo - TTIR(T)|p = gErn Freet® Hq forop(BT)) = 1,
p
Aufgabe 4

Seiec1+pZyunda =Y’ ja,p’ € Z,und seis, = 23;3 ayp" die Folge der Partialsummen.
a) Zeigen Sie, dass fir b € {0,...,p—1},i € {1,...,bp" —1} und n € N gilt:

vp <<b~ip”)> =n—uvp(i).

b) Zeigen Sie, dass die Folge & gegen eine Zahl ¢* in 1 + p Z,, konvergiert.
Hinweis: Reduzieren Sie das Problem darauf zu zeigen, dass {e*" },, eine Cauchyfolge ist und schrei-
ben Sie e dann in der Forme =1+ pB € 1+ pZp.

c) Zeigen Sie weiter, dass dadurch 1+ pZ, zu einem Z,-Modul wird.

a) Zuerst sehen wir ein, dass

vp(bp" — i) = vp(i) und i! (b;; ) = (bp")-...- (bp" —i+1) gilt.



Also bekommen wir

v, (il <bfn)) =0, ((bp") ... (bp" —i+1))
=vp(bp") +vp(bp" —1) 4 ... + v, (bp" — (i — 1))
=n+op(1)+...+ovp(i—1)
=n+op((i—1))

Somit folgt wegen vp(i!(b’i’n)) =vp(i!) + vp((b’zn)) die Behauptung.

b) Seie =1+pB € l+pZy a =Y2  ayp’ und s, = Y} a,p’. Um die Behauptung zu
zeigen, reicht es zu zeigen, dass {&* },, ein Cauchyfolge ist und wir nehmen oE an a,, # 0.
Wir betrachten also

unzp‘j (anp >P5

i=1

st =gy = [e5 | 67" — 1]y = (67" — 1], = |(1+pB)* " ~1], =

Mit Teilaufgabe a) gilt fiir alle i: v, ((””fn)piﬁi) =n—vy(i) +i+ivy(B). AuBerdem sehen

wir sofort ein, dass v, ((””p )p ””pnﬁ“”pn) = ayp" + anp"vy(B) gilt. Also ist die kleinste
Bewertung bei i = 1. Wir erhalten also

ﬂnpn
Up(ganpn ) =0, < (anP ) z) > n+1+0,(B)

i=1

und somit auch
|€5n+1 — 8571 |P S p_n_l_vl’(ﬂ)

was gegen Null geht fiir n — oo.

c) Es ist nun einfach zu verifizieren, dass die Definition von &* die multiplikative Gruppe
1+ pZ, mit einer Z,-Modulstruktur ausstattet.

Aufgabe 5
Fiir eine nattirliche Zahl n bezeichne y;, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in einem alge-
braischen Abschluss von Q. Sei nun p eine ungerade Primzahl. Zeige:

n CZy <= p=1 (mod n).

Falls p = 1 (mod 1) so zerfallt das Polynom f(x) = x" — 1 iiber Z,/pZ, = F, vollstindig
in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Wegen (f, f’) = 1 (in FF,[x]) kann man nach der
Folgerung aus dem Henselschen Lemma jede der Nullstellen zu einem Element aus Z, liften.

Umgekehrt zeigen wir, dass die Abbildung p, — (Z,/ pr)X ,€ — &, injektiv ist. Wegen
#(Zp/pr)X = #F; = p—1 folgt dann n | (p —1). Sei also ¢ = 1 (mod pZ,). Dann ist
¢ € 1+ pZ, und der p-adische Logarithmus liefert einen Isomorphismus 1+ pZ, ~ pZ,. Da
pZ,, torsionsfrei ist, ist auch 1 + pZ, torsionfrei, und es folgt e = 1.



