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Aufgabe 1
Sei K = Q(ﬁ, \@) Finden Sie eine Untergruppe V von O I? von endlichem Index.

Losung: Seien K; = Q(v/2), Ko = Q(v/6) und K3 = Q(+/3) die quadratischen Teilkorper von K.
Dann sind die normierten Fundamentaleinheiten gegeben durch

g1 =14+V2,60 =5+2V6,e5 =2+ 3.

Wir wollen zeigen, dass (e1,¢2,€3) eine Untergruppe von Of von endlichem Index ist. Dazu
reicht es zu zeigen, dass der Regulator R(eq, €3, €3) ungleich 0 ist. Das kann man tiberpriifen,
indem man mit reellen Approximationen arbeitet und berechnet

log [1++/2| log|5+2v6| log|2+ /3]
R(e1, e2,e3) = det [ log|l —v2| log|5—2v6| log|2++/3| | =10.64359432076148187568273478 . ..
log |1+ v2| log|5—2v6| log|2—+/3]

Fiir den Regulator Rk erhilt man tibrigens Rx = 2.66089858019037046892068369 . . .. Der Index
ist also 4.

Aufgabe 2
Sei a die reelle Nullstelle von x> — 2 und ¢ := (3.

a) Zeigen Sie: L = Q(a, {) ist die galoissche Hiille von Q(«).
Geben Sie die Galoisgruppe G = Gal(L/ Q) in expliziter Form an.

b) Faktorisieren Sie § = 2 und p = 3, bestimmen Sie simtliche Verzweigungs- und Trégheits-
indizes, sowie die Zerlegung- und Tragheitsgruppen.

Losung:

a) Sei a die reelle Nullstelle von x> — 2 und { := (3. Zuerst stellen wir fest, dass Q(«)/ Q
keine galoissche Erweiterung ist, da die Erweiterung nicht normal ist. Adjungieren wir
nun ( erhalten wir den Zerfallungskorper (von x3 —2) L := Q(«,{), was natiirlich auch
sofort impliziert, dass wir die galoissche Hiille gefunden haben. Wir wollen nun noch die
Galoisgruppe G := Gal(L/ Q) explizit angeben:

G:Z{(Tij|0§i§2,1§j§2}
mit 0;;({) = ¢/ und ai]-‘Q(a)(zx) = Cla.

b) Wir definieren F := Q(«) und K := Q({). Wir sehen sofort ein, dass FNK = Q, FK = L

und K = Q(v/—3) gilt. Wir wissen bereits aus alten Aufgaben, dass 20r = (a)® und
30r = (a+1)3 gilt.
Aus der Vorlesung wissen wir, dass 30x = ( —1)?®) = ( —1)? und 20k prim ist. Da
Verzweigungsindizes und Tragheitsgrade multiplikativ in Kérpertiirmen sind sehen wir,
dass rein aus kombinatorischen Griinden gelten muss, dass 3 in Of, voll verzweigt. Die
Zerlegungsgruppe als auch die Verzweigungsgruppe stimmen also mit G tiberein.

Die 2 ist in L/Q ebenfalls unzerlegt, das eindeutige Primideal p von Ok tiber der 2 ist
in Oy, voll verzweigt. Insgesamt ist also fiir die 2 der Restklassenkorpergrad gleich 2 und
der Verzweigungsindex gleich 3. Die Zerlegungsgruppe ist gleich G und die Verzwei-
gungsgruppe ist die eindeutig bestimmte Untergruppe der Ordnung e = 3, also gleich der
Galoisgruppe von L/K.



Aufgabe 3
Es sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern mit Gruppe G. Sei p ein Primideal in Ok
und P | pin L/K.

a) Fir o € G gelte
cla)=a mod P, VaecO.

Zeigen Sie: 0 € Gy Insbesondere, ist also dann o € Iy.
Losung: Es gilt:

cEGyp <= P=P <= (Vac Oggilt:o(a) €P < acP)
Letztere Aussage wird von o(a) =« mod P impliziert.

b) Seien o, T € G. Zeigen Sie:

o(a) =7(0) modP, VacOp<oc=1 mod Iy.

Losung: Im allgemeinen ist Iz kein Normalteiler in G, die Aufgabe ist daher nicht wohl
gestellt. Wir konnen zeigen:

o(a) =1(a) (mod P),Va
ot Y(ta) = t(x) (mod P),Va
ot le Iy
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Aufgabe 4

a) Berechnen Sie die Klassenzahl von Q(1/10).

b) Bestimmen Sie die Gesamtheit der ganzzahligen Losungen (x,y) € Z? von
2 —10y% = p,

fur p =31 und p = 37.
Losung:

a) Wir wollen zuerst die Klassenzahl von K = Q(+/10) berechnen. Dazu erinnern wir uns an
die Formel fiir die Minkowski-Schranke:

4\° n!
Mg = (7_[) n7\/|d1<|-

In unserem Spezialfall haben wir n = 2, s = 0 und dx = 40, also erhalten wir Mg = V10 <
4 und somit hat jede Idealklasse einen Reprédsentanten von Norm 1,2 oder 3. Es gilt 20g =
(2,4/10)2. Wenn nun (2,+/10) die triviale Klasse wére, dann miisste es ein Hauptideal («)
geben mit &« = a+ bv/10,4a,b € Z. Das wiirde aber heiflen, es gibt eine ganzzahlige Losung
der Gleichung x? — 10y? = 42, was nicht moglich ist, da x> = 0, +1 mod 5 fiir x € Z. Also
ist [(2,/10)] nicht die triviale Klasse und 2 | |Cl|.

Mit dem Polynomzerlegungsgesetz erhalten wir 30x = B182 mit B1 := (3,2 + v/10) und
B2 := (3,4 ++/10). Wenn B; oder B, Hauptideale wiren, dann hatte x> — 10y? = +3 eine
Losung. Wir sehen aber, dass diese Gleichung keine Losung hat, wenn wir beide Seiten
wieder modulo 5 nehmen.

Sei nun v := ;ig = 1(1+ V/10). Wir bekommen

(3,2+V10)(7) = (37,4 + V10)
= (1+ 10,4 +V10),
= (3,4+V/10)



also gilt [B1] = [B2]. So ist also jedes Element in Clg dquivalent zu einem der folgenden
Elemente

(1), (2,4/10) und (3,2 + v/10).

Das heifit aber |Clg| < 3 und wir hatten bereits gezeigt 2 | |Clk|, also kann nur hg =
|Clg| = 2 gelten.

b) Sei « = a + b\/10 € Og = Z[v/10]. Dann gilt offensichtlich N(a) = p, genau dann wenn
a? —10p* = p.
Wir wollen zuerst einsehen, dass, unter der Bedingung p { d, N(a) = p genau dann losbar
ist, wenn p zerlegt, i.e., pOx = pp und [p] die triviale Klasse ist. Diese Aquivalenz folgt
(da wir p t d voraussetzen) sofort aus den Definitionen und aus N(aOk) = |N(«)].

Sei nun p = 31. Mit dem Polynomzerlegungsgesetz und etwas Rechnen erhalten wir
310k = (11 + 3v/10)(11 — 34/10). Hier ist also p = 31 zerlegt und die Primideale tiber p
sind Hauptideale. Es gibt also eine Losung.

Eine Fundamentaleinheit 3 + v/10 (mit Norm —1). Aus dem Dirichletschen Einheitensatz
erhalten wir, dass wir durch 4-(3 + 1/10)?" alle Einheiten mit Norm 1 darstellen kénnen.
Also sind alle moglichen Losungen von der Form a = £(3 + 1/10)?"(11 & 3v/10) mit
me Z.

Fiir p = 37 konnen wir schnell feststellen, dass es keine ganzzahligen Losungen gibt, in
dem wir die Gleichung modulo 5 nehmen. Damit ist die Aufgabe geltst.

Bemerkung: Wegen (%—9) = 1 ist 37 zerelgt, d.h. 370k = pp. Wir haben also gezeigt, dass
die Klasse von p nicht trivial ist.

Aufgabe 5

Sei n € IN und C eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

Zeigen Sie, dass es eine endliche galoissche Erweiterung L/ Q gibt mit Gal(L/ Q) = C.
Hinweis: Benutzen Sie Kreiskorpertheorie und den Dirichletschen Primzahlsatz.

Losung: Der Dirichletsche Primzahlsatz liefert unendlich viele Primzahlen p mit p = 1 (mod n).
Man nehme solch ein p. Wir wissen, dass Q({,)/Q zyklisch von der Ordnung p — 1 ist. Wegen
n| (p—1) gibt es eine Untergruppe H von Gal(Q(p)/Q) vom Index n. Dann ist also Q(,)"/Q
zyklisch von der Ordnung n.



