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Aufgabe 1

Bestimmen Sie mittels Polynomzerlegungsgsetz nochmals die Zerlegung von pOk im quadra-
tischen Zahlkérper Q(v/d). Der Fall d = 2,3 (mod 4) wurde in der Vorlesung behandelt. Be-
trachten Sie hier noch den Falld =1 (mod 4).

Dies kann man mittels Polynomzerlegungsgesetz wie in der Vorlesung mit dem Polynomzerle-
gungsgesetz losen. Man nehme 6 := /d und erhalt den Konduktor f = 20x. Fiir p # 2 ergeben
sich die gleichen Rechnungen wie in der Vorlesung. Fiir p = 2 betrachten wir 6 := (14 /d)/2
mit Minimalpolynom f(x) = x> —x + (1 —d)/4. Fird =1 (mod 8) ist (1 —d)/2 =0 (mod 2)
und man erhélt f(x) = x(x — 1). Also ist die 2 zerlegt. Fiir d = 5 (mod 8) ist (1 —d)/2 =1
(mod 2) und man sieht, dass f(x) = x> + x + 1 irreduizibel ist. Also ist die 2 prim.

Aufgabe 2
Sei K = Q(w) mit w? = 2. Zeigen Sie mit dem Polynomzerlegungsgesetz, dass 2 und 3 voll
verzweigt sind und 5Ok = p1pp mit Trégheitsgraden 1 und 2 ist.

Wir wissen, dass Ok = Z[w] gilt. Damit kénnen wir fiir alle Primzahlen p das Polynomzerle-
gungsgesetz mit dem Minimalpolynom f(x) = x*> — 2 von w anwenden.

Zur Zerlegung der 2: Es gilt f(x) = x® (mod 2Z[x]), also ist 20k = p3 mit p = 20k + WOk =
wOg und Restklassenkorpergrad 1.

Zur Zerlegung der 3: Hier gilt f(x) = (x +1)3 (mod 3Z[x]), also ist 20k = p> mit p = 30k +
(w +1)Ok = wOk und Restklassenkorpergrad 1.

Zur Zerlegung der 5: Hier gilt f(x) = (x +2)(x?> + 3x +4) (mod 5Z[x]), also ist 50k = p1p>

mit p; = 50k + (w +2) Ok, p2 = 50k + (w? + 3w + 4) Ok und Restklassenkorpergraden fi = 1
und f, = 2.

Aufgabe 3

Sei L/ M/K ein Turm von Zahlkérpern und P, B und p Primideale in den jeweiligen Ganzheits-
ringen. Zeigen Sie, dass der Verzweigungsindex and der Tragheitsgrad multiplikativ in einem
Korperturm sind, d.h.

e(Plp)
f(Plp)

e(Blp) - e(PIR),
f(Blp) - f(PIB).

Es sei pOp = PFIP) g mit P { a und PO, = P¢P/F)B mit P { B. Dann gilt:
pOL = pOpOL = (BFP Q)0 = (PEFIP O} )a0, = PeP/F)e(Flp) . B,

Da aB teilerfremd zu P ist, folgt e(P/) - e(B|p) = e(P|p).
Seien x(P), x(P) und «(p) die entsprechenden Restklassenkorper. Dann gilt

[k(P) - x(B)] = f(PIB),  [x(B) :x(p)] = fF(Blp)

und somit aus der Gradformel

f(P/p) = [k(P) : x(p)] = [k(P) : k()] - [k(B) : x(p)] = fF(Blp) - f(P[P).



Aufgabe 4
Sei p eine ungerade Primzahl und K = Q({), wobei { eine primitive p-te Einheitswurzel be-
zeichnet. Sei ux die Gruppe der Einheitswurzeln in K.

a)
b)

c)

d)

a)

b)

Bestimmen Sie pik.

Sei K* der maximal reelle Teilkorper von K und sei (t) = Gal(K/K") (7 ist also die
komplexe Konjugation).
Zeigen Sie: Kt = K{T = Q(¢ + 7).

Zeigen Sie, dass die Abbildung
f1O8 = wux/uk

u = 2tz

T(u) Mk

ein Gruppenhomomorphismus ist mit ker(f) = ux Oy, -
Hinweis: Es gilt |0(‘—;))f | = 1 fiir alle Einbettungen o und alle j.

7
Zeigen Sie: [Og : uxOg.] < 2.

Sei p eine ungerade Primzahl und {, eine primitive p-te Einheitswurzel. Wir wollen nun
jik bestimmen fiir K = Q({p). Zuerst stellen wir fest, dass gilt Q({,) = Q({2p), da {2p =

+1 A
_55;: = —gpz .
Wir nehmen nun an, es gibt ein andere k-te primitive Einheitswurzel 6 in Q({2p). Sei
r:=kgV(k,2p) > 2p. Es gilt also, dass Q({z,) die r-te Einheitswurzel enthilt. Somit gilt

aber auch Q(¢,) € Q({2p),also
[Q(Zr) : Q] < [Q(%2p) : QJ,

woraus wiederum ¢(r) < ¢(2p) folgt, dies ist aber ein Widerspruch zur Tatsache, dass
wenn 2p r echt teilt (was per Konstruktion der Fall ist), auch ¢(2p) ¢(r) echt teilen miisste.

Wir haben in der Vorlesung K als den maximal reellen Teilkérper von K definiert, also
KNTR. Es ist also klar, dass K+ = K{7 gilt, wobei T hier die komplexe Konjugation ist.
Wir miissen also noch zeigen, dass Q({, + gl) = K" gilt. Da 7({, + g;l) = g;l + ¢, gilt,
erhalten wir Q({p +¢,') C K*.
Somit gilt aber auch

K:Q(Zp+5 )] = [K: K] =2
und es bleibt zu zeigen, dass [K: Q({p + ¢, )] < 2. Dies folgt aber, da ), eine Nullstelle
des Polynoms x? — (g, + erl)x +1€Q(gp + g;l)[x] ist.
Wir betrachten die Abbildung

f:O8 = ux/ 1k

u 2

u— W Ux-
Als erstes wollen wir zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist, d.h. f(u) € ug fir
ue Of.
Fiir jede Einbettung o gilt aber |0 ( T(”u))| = 1. Also gilt T(”u> € ker(A : O — T), wobei
A die in der Vorlesung definierte Abbildung ist. Dort haben wir aber auch gezeigt, dass
ker(A) = uk gilt, also ist die Abbildung wohldefiniert.
Dass f ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt, da T ein Automorphismus ist.
Auferdem gilt y% = {¢p:0<n<p} dagy= (é?)z fir m = n/2, wenn n gerade und
m = (p +n)/2, wenn n ungerade ist.
Nun wollen wir zeigen ker(f) = ux O .

Sei dazu v € O, und £{} € pk. Dann gilt:

+{hv o
i HU — P — p — 2n E 2 .
f( gp ) T(:I:(fzv) ggnv gp ]’lK
Andererseits, wenn % = Z, definieren wir m = n/2, wenn n gerade und m = (p+n)/2,

wenn 7 ungerade ist. Dann gilt:

(g, ") = gpT(u) = £e, " u =0y " =g, .



Also folgt {,"u € Oy, und somit u = {}({,™u) € uxOg,.

d) Wir sehen mit Teilaufgaben a) und c) sofort ein, dass |ug/p%| = 2 gilt und wir die exakte
Sequenz
1— yK(’);+ - Of — ],tK/y%(
X

erhalten. Mit dem Homomorphiesatz gilt also OF /uxOg. = im(f) C ux/pu% und somit
auch [Og : uxO¢,] < 2.

Aufgabe 5
Sei L/K eine endliche Erweiterung von Zahlkorpern und a,b Ideale in Ok. Zeigen Sie, dass
dann gilt

a) a=a0; N Ok.
b) Cl|b<:>ClOL|bOL.

a) Fiir Primideale p gilt mit
pOL =P - By

die Inklusion
pOLNK= (P NOK)N...N (P NOk) C (P1NOk)N...N(BV,NOk) =p.

Wegen p C pOp N K folgt die Behauptung fiir Primideale.
Weiter folgt: p*~1(pOr N Ok) = p. Wir zeigen:

p' 1 (pOL N Ok) = p' Ok N Ok. (1)

Damit folgt die Behauptung also fiir Primidealpotenzen. Um (1) zu zeigen, lokalisieren wir
nach Primidealen q von Ok und beachten, dass Lokalisieren mit Schnittbildung und Produkten
vertauscht. Es sei S := Ok \ g.

Fiir q # p ist S™lp = Ok,q und linke wie auch rechte Seite sind gleich Ok 4. Fiir ¢ = p und
mep\plist S7lp = Ok p. Fiir die linke Seite erhdlt man also

' (O, N Ok yp) = 'Oy N7 10k
Fiir die rechte Seite ergibt sich
' Opp N Ok p-
Man sieht leicht, dass beide Seiten iibereinstimmen.
Schliefilich ist die Behauptung noch fiir beliebige ganze Ideale zu beweisen. Sei dazu a =
pi!...py. Dann gilt:
a0, N0k = p'Op---pyrOLN Ok
ptOLN...NpyOLN Ok
(r'OLNOk) N...N (pyrOL N Ok)
= p'n...npy

= .

b) Es gilt:

CL|[J — bga& b0 C a0 — aOleOL.



