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Aufgabe 1
Sei O ein Dedekindring und (0) 6= a, b /O. Sei

a = ∏ pνp , νp ∈N0, fast alle νp = 0,

b = ∏ pµp , µp ∈N0, fast alle µp = 0.

Hierbei erstreckt sich das Produkt jeweils über alle Primideale 6= (0) von O.

Zeigen Sie:

a) b ⊆ a ⇐⇒ a | b ⇐⇒ νp ≤ µp für alle p,

b) a+ b = ∏ pmin(νp,µp),

c) a∩ b = ∏ pmax(νp,µp).

a) Die erste Äquivalenz gilt per Definition. Zur zweiten Äquivalenz: Man beachte das νp ein-
deutig durch die Bedingung a ⊆ pνp , a 6⊆ pνp+1 festgelegt ist. Analog für µp. Sei nun b ⊆ a.
Dann folgt b ⊆ a ⊆ pνp , also νp ≤ µp. Für die Umkehrung beachte man zuerst die Äquivalenz

pµp ⊆ pνp ⇐⇒ νp ≤ µp.

Man erhält daher
b = ∏

p

pµp =
⋂
p

pµp ⊆
⋂
p

pνp = ∏
p

pνp = a.

b) Sei κp := min(νp, µp). Dann gilt wegen a, b ⊆ pκp offensichtlich a+ b ⊆ pκp . Sei etwa κp = νp.
Dann folgt aus a 6⊆ pκp+1 sofort a+ b 6⊆ pκp+1.

c) Hier benutzen wir pνp ∩ pµp = pmax(νp,µp) und schließen wir wie folgt

a∩ b =

(⋂
p

pνp

)
∩
(⋂

p

pµp

)
=
⋂
p

pmax(νp,µp).

Aufgabe 2
Sei O ein Dedekindring mit Quotientenkörper K. Für ein Primideal p 6= 0 und α ∈ K× defineren
wir

vp(α) := vp(αO).
Zeige:

a) vp(αβ) = vp(α) + vp(β).

b) vp(α + β) ≥ min(vp(α), vp(β)), mit Gleichheit, falls vp(α) 6= vp(β).

a) folgt unmittelbar aus der Definition,

vp(αβ) = vp(αβOK) = vp(αOK · βOK) = vp((αOK) + vp((βOK) = vp((α) + vp((β).

b) Man beachte, dass vp(α + β) eindeutig durch

(α + β)OK ⊆ pvp(α+β), (α + β)OK 6⊆ pvp(α+β)+1

bestimmt ist. Dies ist äquivalent zu

(α + β) ∈ pvp(α+β), (α + β) 6∈ pvp(α+β)+1.



Analoge Charakterisierungen haben wir für vp(α) und vp(β) Sei nun oE vp(α) das Minimum.
Dann gilt

α ∈ pvp(α), α 6∈ pvp(α)+1, β ∈ pvp(β) ⊆ pvp(α),

und somit
α + β ∈ pvp(α)

Es folgt also vp(α + β) ≥ vp(α).

Es gelte nun zusätzlich vp(α) < vp(β). Angenommen es gelte vp(α + β) > vp(α). Dann folgt
α + β ∈ pvp(α)+1 und wegen α 6∈ pvp(α)+1 auch β 6∈ pvp(α)+1. Wegen β ∈ pvp(α) wäre also
vp(β) = vp(α), Widerspruch!

Aufgabe 3
Sei O ein Dedekindring mit nur endlich viele Primidealen. Zeige: O ist ein Hauptidealring.

Seien p1, . . . , pn die endlich vielen Primideale 6= 0 in O. Da jedes Ideal ein Produkt von Prim-
idealpotenzen ist, genügt es zu zeigen, dass jedes Primideal pi ein Hauptideal ist. Wähle dazu
π ∈ pi \ p2

i und bestimme mit dem chinesischen Restsatz ein α ∈ O mit

α ≡ π (mod p2
i ),

α ≡ 1 (mod pj), j 6= i.

Dann folgt aus der ersten Kongruenz α ∈ pi und α 6∈ p2
i , also vpi (α) = 1. Für j 6= i liefern die

anderen Kongruenzen α ∈ O und α 6∈ pj, also vpj(α) = 0. Hieraus folgt αOK = pi.

Aufgabe 4

Sei K = Q(ζm). Zeige:

a) Falls m = pr eine Primzahlpotenz ist, so ist p := (1− ζm)OK ein Primideal und es gilt:

ppr−1(p−1) = pOK.

b) Falls m zusammengesetzt ist, so ist 1− ζm eine Einheit in OK.

c) Für alle m und alle 1 ≤ a ≤ m mit (m, a) = 1 ist 1−ζa
m

1−ζm
eine Einheit in OK.

a) Wegen OK = Z[1− ζpr ] ist die Abbildung Z −→ OK/p surjektiv. Wegen

p = ∏
1≤k≤pr ,p-k

(1− ζk
pr ) (1)

ist die induzierte Abbildung Z/pZ −→ OK/p wohldefiniert. Da Z/pZ ein Körper ist, ist dies
ein Isomorphismus, also ist p ein Primideal.

Ferner sind die Zahlen 1− ζk
pr sämtlich zu 1− ζpr assoziiert, da

1− ζk
pr

1− ζpr
=

k−1

∑
j=0

ζ
j
pr ∈ OK,

1− ζpr

1− ζk
pr

=
1− ζkl

pr

1− ζk
pr

=
l−1

∑
j=0

ζ
kj
pr ∈ OK

wobei l ∈ Z so gewählt ist, dass kl ≡ 1 (mod pr) gilt.

Es folgt also (1− ζk
pr )OK = p für alle k wie in (1). Die Anzahl der k ist gegeben durch ϕ(pr) =

pr−1(p− 1). Daher folgt aus (1) die Behauptung ppr−1(p−1) = pOK.

b) Seien p, q zwei verschiedene Primteiler von m. Sei m = pkn, (m, n) = 1 Dann gilt

1− ζpk

1− ζm)
=

1− ζn
m

1− ζm)
=

n−1

∑
j=0

ζ
j
m ∈ OK.



Also folgt 1− ζm | 1− ζpk | p und analog 1− ζm | 1− ζql | q. Da p und q teilerfremd sind, ist
1− ζm eine Einheit.

Aufgabe 5
Sei O ein Dedekindring und a, b ∈ JO gebrochene Ideale. Sei S eine multiplikative Menge in O.
Zeige:

a) S−1(ab) = (S−1a)(S−1b).

b) S−1(O : a) = (S−1O : S−1a).

c) Sei nun S = O \ p für ein Primideal p 6= 0. Zeige für alle i ≥ 0 und α ∈ pi \ pi+1 die
Gleichheit S−1pi = αS−1O. (S−1O ist also ein diskreter Bewertungsring.)

a) Ein beliebiges Element der linken Seite ist von der Form 1
s ∑i aibi mit s ∈ S, ai ∈ a und bi ∈ b.

Offensichtlich gilt:
1
s ∑

i
aibi = ∑

i

ai
s

bi
1
∈ (S−1a)(S−1b).

Sei umgekehrt ∑i
ai
si

bi
ti
∈ (S−1a)(S−1b). Wir setzen s := ∏i si und t := ∏i ti und definieren ŝi

bzw. t̂i durch die Gleichungen s = ŝisi bzw. t = t̂iti. Dann gilt:

∑
i

ai
si

bi
ti

=
1
st ∑

i
ŝi t̂iaibi ∈ S−1(ab).

b) Sei x
s mit xa ⊆ O und s ∈ S gegeben. Sei a

t ∈ S−1a, also a ∈ a und t ∈ S. Dann folgt

x
s

a
t
=

1
st

xa ∈ S−1O,

also x
s ∈ (S−1O, S−1a).

Sei umgekehrt x ∈ K und es gelte xa
s ∈ S−1O für alle a ∈ a und s ∈ S. Es ist zu zeigen:

x ∈ S−1(O : a). Sei dazu a1, . . . , an ein O-Erzeugendensystem von a. Dann gilt:

x ∈ (S−1O : S−1a)

⇐⇒ xai ∈ S−1a, ∀i = 1, . . . , n,

⇐⇒ ∀i∃ri ∈ O, si ∈ S : xai =
ri
si

⇐⇒ ∀i∃ri ∈ O, si ∈ S : sixai = ri.

Es folgt (s1 · · · sn)xai ∈ O für alle i, also (s1 · · · sn)x ∈ (O : a), bzw. x ∈ S−1(O : a).

c) Nach Voraussetzung ist αO = pib mit b+ p = O. Also gibt es ein b ∈ b \ p und es folgt
1 = b

b ∈ S−1b.

Mit Teilaufgabe a) gilt weiter αS−1O = S−1(αO) a)
= S−1pi · S−1b = S−1pi.


