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Aufgabe 1
Wird vollstindig unter Aufgabe 6 behandelt.

Aufgabe 2
Sei G(K/Q,Q/ Q) = {04, ...,04}. Dann gilt wegen o;(a +m) = o;(a) + m:

dw)= ] (ei(@) —ci(@)?>= T (oila+m)—cj(a+m))®=d(a+m).

1<i<j<n 1<i<j<n

Aufgabe 3
Es sei f(x) = (x — 03(a))gi(x) mit g;(x) := [T;1(x — 0j(a)). Dann folgt

f1(x) = gi(x) + (x = 0i(a))8i (x)

und Einsetzen von x = o;(«) liefert

f(ei(a)) = gi(oi(w)) = [(ei(a) — 0(a)).

J#i
Hieraus folgt nun
ﬁf’(m(a)) = ﬁl—[(m(a) oi(a))
i=1 i1 A
2
= (H(@(OC)—(T]'(DL)) (—1)1+2+~..+(n—1)
i<j

Aufgabe 4
Man berechnet Tr(1) = 3, Tr(A) = 0, Tr(A?) = —4, Tr(A%) = —3 und Tr(A*) = 8. Damit berechnet
man weiter

d(A) = det(Tr(A'M)g<;j<r = —59.

Da d(A) quadratfrei ist, ist Ox = Z[A].

Aufgabe 5

Sei K ein algebraischer Zahlkorper von Grad n tiber Q. Zeigen Sie, dass gilt:
dx = 0,1 mod 4.

Man nennt diese Tatsache auch das Stickelberger-Kriterium



Sei K ein algebraischer Zahlkorper mit [K : Q] = n. Sei {a,...,a,} eine Ganzheitsbasis von K
(diese existiert laut einem Satz der Vorlesung). Fiir jedes i = 1,2,...,n, seien 01 (a;), ..., 0n(a;)
die Konjugierten von g; iiber Q. Per Definition gilt nun

dg =d(aq,...,0n) = det(aj(ai))z.

Sei nun A, die alternierende Gruppe und B, := S, \ A,,. Also ist \/dg die Summe iiber n! Terme
(Leibnizformel fiir Determinanten) und wir erhalten

Vi = det(0(a)) = Y [Tow (@) — X [ Lo (@) = P— N,

mTeEA, i=1 meBy, i=1

wobei P bzw. N jeweils eine abkiirzende Schreibweise fiir den ersten bzw. zweiten Summanden
ist.

Wir sehen zuerst, dass P, N € Og. Fiir unser K finden wir nun eine Erweiterung L, so dass
K € L € C mit L/ Q endlich und galoissch. Wir erinnern uns, dass fiir alle Einbettungen
0;: K— Cgilt ;K C L. Fiir ¢ € Gal(L/ Q) ist also ¢ o 0; eine Einbettung K — C und 0 — ¢ o 0;
ist eine Bijektion von {c7,...,0,} nach {oy,...,0,}. Somit konnen wir aber auch ein 7 € S,
finden, so dass ¢ 0 0; = 0y ;).

Wir wollen nun zeigen, dass ¢(P + N) = P+ N und ¢(PN) = PN gilt. Wir unterscheiden dazu
verschiedene Fille:

Sei zuerst T € S;, gerade, i.e. TA; = Aj;. Dann gilt:

n

n
(Y, [Towpe) = Y [Teoormu

neA, i=1 meA, i=1
n
= Z HU(TOH)(i)DCir
meA, i=1
n
= 2 Ilowmmi
neETA, =1
n
= L [Tomp
neA, i=1

In diesem Fall haben wir also gezeigt: ¢(P) = P. Wenn T gerade ist, gilt 7(B,) = B, und man
kann analog folgern: ¢(N) = N.
Fir T € S, ungerade, gilt TA,;, = B, und 7B, = A,. Ahnliche Argumente wie oben liefern nun
¢(P) = N und ¢(N) = P. Damit folgt aber sofort, dass ¢(P+ N) = P+ N und ¢(PN) = PN
gilt. Also ist P+ N, PN € Q und somit gilt auch P + N,PN € Z (da Q N0k = Z). Somit gilt
insgesamt

dg = (P—N)>= (P+ N)? —4PN = (P + N)? mod 4.

Da (21)? = 0 mod 4 und (21 + 1)? = 1 mod 4 gilt, folgt die Behauptung.

Aufgabe 6
Sei zunéchst p #2,d =1 (mod 4), x> =d (mod p),x =1 (mod 2). Wir zeigen:

(@ p:={p, x+2\/E>Z ist ein Og-Ideal.
(b) p ist ein Primideal.
(@) pp = pOk.
Ad (a): Wegen Ok = (1, %) 7 geniigt es zu zeigen, dass

14+d
p

. nd1+\/3.x+\/aep

2 2

€Epu

gilt. Dies sieht man durch elementare Rechnungen ein.

Ad (b): Es gilt Og = (1,14y, — (1,31 4 Wy, — (1 x43/d),  Also ist die Abbildung
Z — Ok/p,1 — 1+ p surjektiv und induziert einen Isomorphismus Z /pZ ~ Ok/p. Also ist
p ein Primideal.




Ad (c): Wir rechnen nach

_ x+d x—+d
pp = <r 2 >Z<Pl 5 >Z
_ <2 x—i—\/a x—\/a xz—d>
p/ 2 /p 2 7 4 Z
= pOK

Denn Fall d = 2,3 (mod 4), (%) = 1 behandelt man analog.

Sei nun p # 2 und (%) = —1. Man betrachte die von x + 1/d induzierte Abbildung

Z[x]/ (x* —d) — Z|w),

wobei wie tiblich w := v/d bzw. w := (14 v/d)/2 ist. Wegen p # 2 ist diese Abbildung in allen
Fallen surjektiv und induziert eine surjektive Abbildung
Z[x]/(x* —d) Z[w]
p(Z[x]/ (x> =d))  pZlw]

Fiir die linke Seite gilt nun

Z[x]/(x* —d)

~F,[x/(x® —d) ~F..,
P(Z[x]/(xZ—d))—IFP[ 1/( d) ~F

da d kein Quadrat in FF, ist und daher x> — d in F, [x] irreduzibel ist. Also ist
p Z]w] = pOk ist ein Primideal.

Wir betrachten nun den Fall p # 2, p | d. Falls d = 2,3 (mod 4), so ist (p,v/d)z ein Primideal
und es gilt

VAL
DZl] = ]sz und

(p,Vd)g = (p?, pVd,d)z = pOx.

Fallsd =1 (mod 4), so ist (p, d+27\/3> z ein Primideal und eine einfache Rechnung zeigt

d++d

Abschliessend ist noch der Fall p = 2 zu betrachten. Ahnliche Rechnugen wie oben liefern das
folgende Resultat:

d=2 (mod4) = 20k = {2, \/H>ZZ,
d=3 (mod4) = 20k = (2,1+Vd)3,

d=1 (mod8) = 20k = pp mitp = <2,1+2\/H>Z,

d=5 (mod8) = 20k ist prim.

Hier die Begriindung fiir die letzte Zeile: Das Minimalpolynom von (1 + v/d)/2 ist gegeben
durch x% — x + % und x — (14 +/d)/2 induziert einen Isomorphismus

Zx]/(x® —x+ 1;2‘1)
2(Z[x)/ (x2 —x+ 159))

~ OK/ZOK.

Wegen d =5 (mod 8) ist x2 — x + 154 irreduzibel in F[x] und die linke Seite ist isomporph zu
F,.



