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Aufgabe 1
Sei K ein p-adischer Zahlkérper mit normierter Bewertung v und a € K*. Sei a eine Nullstelle
von x™ — a und es gelte (v(a), m) = 1. Zeige: K(a)/K ist voll verzweigt vom Grad m.

Sei w die normierte Bewertung auf L und e bzw. f der Verzweigungsindex bzw. Restklassenkor-
pergrad. Dann gilt:
mw(a) = w(a™) = w(a) = ev(a).

Also ist m ein Teiler von ev(a) und aufgrund der Voraussetzung (v(a),m) = 1 ist daher m ein
Teiler von e. Insbesondere ist m < e < ef = [L: K] <m und es folgt [L : K] =e.

Aufgabe 2

Fiir einen p-adischen Zahlkorper sei K" das Kompositum aller endlichen unverzweigten Er-
weiterungen von K (in einem festen algebraischen Abschluss von K). Dann nennt man K" die
maximal unverzweigte Erweiterung von K.

a) Zeige: Die maximal unverzweigte Erweiterung von Q, entsteht durch Adjunktion aller Ein-
heitswurzeln von zu p teilerfremder Ordnung.

b) Zeige: K" = Ker.

a) Es ist zu zeigen: Q)" = Qp(Cu : p 1 n), wobei hier {, alle primitven Einheitswurzeln von zu p
teilerfremder Ordnung durchlduft.

Sei Qs die unverzweigt Erweiterung von Q, vom Grad f. Dann ist Q" = UrenQ, r und da
Qpr = Qp(ﬂpfil) gilt, ist die linke Seite in der rechten Seite enthalten. Umgekehrt haben wir
in der Vorlesung in groferer Allgemeinheit gezeigt, dass Erweiterungen der Form Q,({/u) mit
ptnund u € Z; stets unverzweigt sind.

b) Seien e und f der Verzweigungsindex und Restklassenkorpergrad von K/Qp. Dann ist Q) ¢
die maximal unverzweigte Teilerweiterung von K/Q, und es gilt Q, ; = Q}" N K. Sei nun m
eine nattirliche Zahl. Dann ist Qp, fim / Qp, £ unverzweigt vom Grad m und K/ Qp, f voll verzweigt
vom Grad e. Also ist KQp/ fm /K unverzweigt vom Grad m und wir erhalten K, = KQp, fims wobei
wie tiblich Kj; die unverzweigte Erweiterung von K vom Grad m bezeichnet. Insgesamt folgt:

Kir= |J Kn= | KQppm = KQy'.
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Aufgabe 3
Sei L/K eine Galoiserweiterung von p-adischen Zahlkérpern mit Gruppe G. Fiir s > —1 sei

Gs =Gs(L/K):={c€G|o(a)=a (mod pi™) furallea € Or}.

Zeige:
a) G ist ein Normalteiler in G.
b) Gs =1 fiir s >> 0.

a) Sei T € G und ¢ € Gs. Wegen 7(0r) = Oy gilt dann ot(a) = 7(a) (mod p5*?) fiir alle
« € Or. Wegen 1(pr) = pr. folgt durch Anwendung von 7!

v lot(a) =« (mod p5t?)



fiir alle « € O;. Also ist T 1ot € Gs.
b) Offensichtlich gilt Nspj = {0}. Sei o € G; fiir alle s > 0. Dann gilt fiir alle « € O
o(a) —a € Nsp; = {0}.

Also gilt fiir alle « € Op, die Gleichheit o(a) = a. Wegen L = Quot(Op) ist dann o(a) = « fiir
alle « € L. Es folgt o = id.

Aufgabe 4
Sei L/K eine zyklische Korpererweiterung und Gal(L/K) = (0). Sei « € L*. Dann gilt:

o(a)

Np/x(a) =1 <= esgibt e L™ mita = 0

Hinweis: Das ist Hilberts Satz 90.
Das ist Satz IV.(3.5) in Neukirchs Buch.



