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Algebraische Zahlentheorie
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Aufgabe 1
Sei K = Q(a) mit #> = 2 und sei p das Primideal iiber der 3. Bestimmen Sie ein Primelement 7t

fiir p, sowie ein Vertretersystem R von Ok /p, und berechnen Sie die p-adische Entwicklung von
1/3.

Wir hatten schon einmal gezeigt, dass 30k = (1 + &) eine Primidealzerlegung ist, fiir die gilt
Ox/(1+«) = Z /37Z. Ein Vertretersystem ist also zum Beispiel gegeben durch {—-1,0,1}.

Wir setzen nun 77 := 1+ &, und dann gilt 72 = 1+ 2a + a? und 7> = 3(1 + a + a?). Also gilt
1/3=n314a+)=n3(n" -l +m)=n 3 —nm 2471

Aufgabe 2
Sei K = Q(\@) und p = 30k. Zeigen Sie, dass pg C g, und geben Sie eine Formel zur Berech-
nung p-adischen Entwicklung der Elemente von yg an.

Das war schon auf dem Ubungsblatt 10.

Aufgabe 3

Sei K ein lokaler Korper (also [K : Qp] < o). Sei Ok der Bewertungsring und px das maxi-
male Ideal. Sei pOg = p%. Es sei v, die normierte Bewertung auf Q, und wir bezeichnen die
Fortsetzung von v, auf K ebenfalls mit v,. Es sei vg die normierte Bewertung auf K. Zeige:
UK = evp.

Das ist im Prinzip Aufgabe 3 auf Ubungsblatt 10.

Aufgabe 4

Sei K vollstindig beziiglich dem nicht-archimedischen Betrag | | und K° ein algebraischer Ab-
schluss. Wir bezeichnen die eindeutig bestimmte Fortsetzung von | | auf K¢ ebenfalls mit | |. Sei
o: K¢ — K¢ ein K-Automorphismus. Zeige, dass |o(a)| = || fiir alle & € K¢ gilt.

Offensichtlich ist mit | | o o ebenfalls eine Fortsetzung von | | auf K° gegeben. Aus der Eindeu-
tigkeit der Fortsetzung folgt daher |o(a)| = |« fiir alle « € K€ gilt.

Aufgabe 5
Bestimme die abgeschlossenen Untergruppen von Z,,.

Sei V # 0 eine abgeschlossene Untergruppe von Z,. Wir zeigen, dass dann V ein Ideal # 0 ist.
Dazu: Da V eine Untergruppe ist, ist V additiv abgeschlossen. Sei v € V und a = Y ;7 ja,p"

mit 0 < a, < p ein beliebiges Element in Zp. Es ist dann zu zeigen: av € V. Sei dazu s, :=

ZZ:(} a,p" die m-te Partialsumme von a. Da V eine Untergruppe ist, folgt s,,o € V. Aus s,,v e

av und folgt av € V aus der Abgeschlossenheit von V.

Die abgeschlossenen Untergruppen von Z, sind also gegeben durch 0 und die Ideale p"Z,,
n>0.



