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FRÄSTE:

Ich lese im WS 2421 die Lineare

Algebra E .
Die Verlesung wird betreut

von Martin Mater und Pascal Stucky .

Wir suchen gute Korrektoren und
Tutoren

.
Wenn Sie Interesse haben ,

so wenden Sie sich bitte an Martin

Hofer oder an mich .

Vielen Dank



Wiederholung
• G zyklisch ⇒ Hatte , A) = Hat"(e. A) ,

Hq EZ .

• Sei 0 → A → B →c → o . Dann ist das

Sechseck

HYLA , HUAI→ Hole ,B)
← .

-7 ↳

MK.ci
-

Meth ,c)
←
MKB) ← NIL , A) %

Übung: Exaktheit bei Mola ,A)

• HIAI : = 4¥
,
hi (A) :=/ Mila , A) /

hat A)
Herbrandquotient

• h ist multiplikativ in ses

• I A I < • ⇒ h (A) = 1

Folgerungen Sei G zyklisch und f : A → B
habe endlichen Kern und Kokon

.

Dann gibt :
^) Falls HIA) definiert ist , so auch HIB)
und umgekehrt .



2) h (A ) = HIB)

Beweise
→ holt) → A I B → arklt)→ o

→↳w E

•
1 ↳
•

W = im (f)

Fall "

HIA) definiert
"

:
-

holt) endlich ⇒ Kw) ist definiert

⇒ HB) ist definiert

Es gilt :
h (A) = h (holt) . m/w)
-

ende .

= hlw)

=
h %,okay

= HIBI
.

-Brandl
.



Der Herbrandquotient für Ihl =p Pz .
✓

f. Sei A eine abelsche Gruppe .
Setze

f. (A) : =
lcoklp) /
- )
| kr (pl )

wobei A I A
, falls oklp) und

a → pa

kdp) endlich sind .

Bemerkung Falls A e -e ist , so ist

A = Ata ④ Z
"

×

und coklp ) = Alpa = A-YPA, ⑦(7%2)
krlp) = kr ( Atari> Ato )

sind endlich
.

Satz Sei A ein G- Modul und cdrlp) und
krlp) seien endlich .

Dann sind auch

TIÄ) , 91Aa ) . HIA)
definiert und es gilt



h (A)
P"
= YAYYIA)

Beweis: Übnugsblalt
Hierbei : Aa : = Afa, heißt
Keinvarianttin von A .

Falls ( = er> ,
so ist
G- 1

• → TAG → A → A → Aa → O

a ⇒ Ga - e.

exakt
.

satzuencheuallegi-Seilal-p.me A
ein e-eG - Modul . Sei

A = Ata ④ %

Ä = (A)er @ zß
ß E- a

men

= (Ar)
(pß -d)Kp -a)Dann : HIA) = P

.



Beweis Betrachte

° → Ater Es A → Atf → 0

-

Hater
⇒ 0 → Afar→Ä → Atf → Mh , Ater)

ist exakt
⇒ rg. (Aa) = rgz (AI)

„

ß
Faw gilt :
HAI = h (Aw ) h (Atf) = htAzf)
-

ende
.

÷

⇒ HAT" = h (Atf )
""
= MATTY

f (Atf)
Es gilt :

Statt ) = fgwIIIII.IT
. "
=/ Attila. ) =p

"

um

E- MAI ) =p P = Trail
⇒ Beh

. Me



DvsatzuanTate.SI
: bei G endlich und A ein f-Medal .

Dann sind äquivalent :
a) A ist c. t

.

b) ] g. EZKUEG : titeln ,A) = Hehe ,A) =?

Beweis Nur b) ⇒ a) ist zu zeigen .

Für C. zyklisch ist die Aussage kbr .
Es reicht zu zeigen :

IIII!! hat}⇒ Mariana":(
für alle UEC .

Mittels Dimensionsvesdüehng führt man das
auf den Fall ge = 1 zurück : Morteau)

0 = titeln, A) = Nyse ,AH)
"

° = Hmm, A) = Nyu , Aaron, } =3
= MoMA)

tilu.AE)
① 11

Mathe ,A)
°



OE HIN , A) = teilte , A) = 0 , FUEG
Zu zeigen : HTM ,A) = teilte , A) = 0 , HM

Induktionen

Induktionsanfang : Ich = 1 N

Induktionsannahme : Helm
,A) = MHM ,A) = 0

für alle U ¥ h .

Also zu zeigen :M9h.Ah-_M4G.AI--0@I1.tTalGist keine p -Gruppe .

Dann sind alle p - Sglewuntegruppen echte
Untergruppen . Dann folgt @ aus

Hot(a. A) p Es Hat (Cp , A) = 0T /
nach Induktion

und
Hatte

.
*) = Hatte

, Alp .

2.FI G ist eine p -Gruppe
⇒ c. ist auflösbar ⇒ es gibt Nah mit

1%1 =p



Wissen : HIN , A) = MICH , A) = 0

( und HTM ,A) = HYH , A) = )
Inflation - Restriktion - Sequenz ⇒

① → tilk.AM/3MYa.AEFti/H,A)
ist exakt

⇒ Inf : tifyn.AM/-stilGA)
Dies gilt auch für g- 1. 2,3 !
Nun folgt : <

zyklisch

HYC , A) = 0 ⇒ teilen , AH ) = 0
⇒ tifyn.AM/--0
⇒ tilh , A) = 0

Fcr: HTC.tt/--0=3H44re,A4=0
⇒ Hoffe

,
AH ) - O O

⇒ AG = (AH)
""

= Na,"
AH "

E- „ NIH , Al
Il

Nam MMA AH
HYGAKO⇐ Na -1 =1--0Denen NHA



\

Satz Sei A ein G -Medal mit folgender
Eigenschaft : für alle WEG ist

a) tt
" (U.A) = 0

b) MO ( h ,A) ist zyklisch von der

Ording tut .
<
ÄTNA .

Sei a ein Erzeuger von MYG , A) . Dann
ist

au _ : Hatta . z ) - Mat (a. A)
ein Isan für alle geh .

Beweis Sei B := A ① ZEA] . Sei

i : A → B = A- ⑦ ZEH]
a → (a , a)

Dann ist
ü : Htm

, A) → titan ,B)
"

ein Isomorphismen . Hatten, Al ⑦ HMM . ZEH)
-

Sei a. c- Ah , so deyß a = a. + Na A .
= 0



Betrachte

f : 2 → B = A ① Zu]
n ⇒kann Na )

haben f ist injektiv
sei f- : HMM

,
Z) → Hatten , B)

Dann kommentiert

Htlsnz) Es teilen A)
⇐ ¥↳
Mais

D=: "

sei bg :C
'
→ z titan @ Htluizreß
-

ein g- Kezykbus =D

tsg AFG
- T

Ela-
Tot \ v

-

(r-(bqlr) a. , hglrlMal) = (RH (bglrlao , 0 )



Also reicht es zu zeigen : f- ist ein Iso .
Dazu :

c-ZIB → c →0 , c := okit)
ist exakt

⇒

H
"

( h ,B) → HTU ,c)→ HYU
.)Ä Meth ,BI

-

M
-

Yu ,A)⑦ M
-

Yui !
--

= o =0 Hoch ,c)
nach vor ←

HYU , 2)
-

= Mann,2) = 0
BEI f- ist ein Ise . für alle WEG .

h. Z . Z .Dann folgt :
H
-

Yu , c) = 0 = HTU ,c)
⇒ C ist c. t .

⇒ die lange exakte Kohomologiesequenz
zu# liefert die Reh . oben .


