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Definition des Cupprodukts für q =0 :

seien A. B zwei f- Modulen . Dann ist
auch A@B ein G - Modul ( Erringung :
• (a@ b) = rlalestlb)) .

Für die bilineere

Abb .
A- × B → A@B

(a , b) N a@ b

gilt : Ah × Bh → f-①B)h

NAAXNAB → Na (A@B) , dein

Naa ① Nab = (Jara) ① Nab = Ego ( a① Nab)
Also induziert (a. b) ⇒ a@ b einen Menem

.

Hoth ,A) × Holt ,BIN HM ,AEBI
( ä , 5) - Ib E

(A@BY
Na 1A@B)



BEING : äub : = AFB

heißt Cupprodukt in Dimension 0 .
2-

Definition Es gibt eine eindeutig bestimmte
Familie von bilineoen Abbildungen

-
u
_

: HTC ,A) × Hatte ,B) →ÄH ,
A-①B)

für p.GE Z
mit folgenden Eigenschaften :
(i ) Für p = g >0 ist

äub =axoblii) Sind 0 → A → A
' → A" → 0

und 0 → A-①B→ AHB→ A"@B → 0

exakt
, so kommentiert

Hrk , A
" ) × Hat (GBI - H

"' la , A
"①B)

k t. Is

HPtYh.AIxtitlh.B1NMPtHYhiA@BId.h
.
Slä) u I = 8 ( äuü ) .



(iii) Sind 0 → B → B ' → B" → 0

und 0 → A-①B → A@B '→ A-① B"→ 0

exakt
,
so kommentiert

titan x Motta , B" ) ÄH-9/9 , AEBY

idf ts ftp.s
HP (GA) × Hat" (GB) -1^4/9 ,

A@ B)

ohne Beweis
.

Hier ist die Kontraktion :
/
?

Hole , AP) × tilh , Bot) ums Mola ,ÄB
') :VHB))

Is' did fs .
Hrslh . A) × Meth .BG/--u--sHYa,(AoB)Y=tMArBY
Lid für Hits'

M " ( G. A) × Hat (GB) - - ! -→H"' la , A@B)

Hierbei werden

A- ① Bet = A-① Jaa . . - ①Ja @B = (A@B)
&
etc

.

identifiziert .



Die Notwendigkeit des Faktors f)Pet resultiert
aus der Antikemmntativihät der

Verbiwdngeheman . in einem exakten 9-er

Diagramm .

Motivation Sei klar endlich . Sei

÷
< ne ff) Gab .

Wir werden zeigen :

tita , E) ist zyklisch
- von der betrag [L : k]
Banja mit einem

ausgezeichneten
Erzeuger am ( verträglich mit Res
und Int ) \ lokale Fundamental -

klasse
Man erhält folgenden Isomorphismus
- ua
."

c. = Gab : M
-4hPa)→WK , Kai)

4
-
-

-

→ tilaü)
Inverses zur Arttinabb .



Fuuktvidle Eigenschaften des Cupproduhts
f-

a) Sind t : A → A ' und g :B→ B
'

zwei G- themen . und

frag : A@ B → A' @ B '

a @ b ⇒ Hat @gtb) .

Dann gilt für äe HPIG ,A) ,
JE Hatte

,B)
f- ä u jb = HÄ Iäuis)

in HPA ( h , ÄRB)
b) Seien A , B G- Modulen und UEG .

Dann

gilt
Res ( äub ) = Resta ) u Restb )

in H
"' ( U ,

Arab)

c) Für ÄEHPICAI , b- c- HMM ,B) gilt :
Kor ( Resta) u 5 ) = ä u Karli)
-

E- HMMM , A@B) in M"-9/4 , A@B) .



d) (Autikemmutatividät )
Wir identifizieren A- ab = Bett und

a ① b ⇒beatmet(GA@B) = MP-etlh.BA) . Dann gilt
für äe HUAI , b- c- Mhh ,B) :

Pg
äub = (- i) Tsuä

e) Für a- EWIG ,A) , 5E title ,B) , äetilc , c)
gilt

( äub) u ö = ä u ( b- uä )

in
µ -9
"

(a, ¢@B) ① c) = HPA
" (h ,Ae (Be)
-

= A-①(Bec)

Das Cnpprodnkt kann man explizit beschreiben,
falls p = 0 oder g. =D ist

.

Beachte dazu
,

daß mit
bg : c. × . . . +a - B . g> 1

auch a. ① bg : Gx - _ xh → A@B

(ru - -- i Tg ) N a. ⑦ bglre ,- erg )
ein g- Kezyklus ist. Analog für apxob.



Satz Es gilt für alle p.ge Z
F-

ä u Tsg = a. ① bg
-5u Tse =

ap ① bo

Beachte Ag = A-
g.e. , f ? 1

Die Reh
. gilt auch für p = g = - t

( Üihng) .
Lemmas Sei ä e- Hill , A) und [ c- täte ,B) .
Dann gilt b.Fuß

ü u In = Ä e HTC ,
A-①B)
„

#B)alteB)mit
-

a. E) ⑦ ihnXo =✓ .

c-Eh



Beweis Sei 0 → Z -7 Zug→ Ja → 0 .

Wende
-
① A auch

_
② AXOB an

⇒
0 → A → Ä → A

"
→ O

O → AXOB → AHB → A-"①B → 0

↳

sind exakt
. ( A ' = A@zEEfc.t .

A-" = Ja@ A )
Betrachte A-↳ Ä bzw . A-①B↳ A'@B

als Inklusion .

Es gilt :

HIGH) --0 ⇒ J O - kokette ade Ab > Ä

mit a. E) = Tai - a! , EEG .

Sei aä C- (A")? das Bild von a! in A! = A"
-

Dann gilt : ä = Slaö ) , deren
=
A = A-

'
=
A-"

O → A
.
→ Äo → Ä! → 0 g- O

a:- aö
da da ab

→÷ - a:

O → An → A! → A; → 0 g-- I



Es gilt :
ä u I = Släö ) u I

= s ( ä u 5
. . )

= S ( aix )

::÷
-

= [Eaö ① üb-s )
⇐
=

⇒④ E) + ad ) ① ob -s )
- -

= [(an E) ④ Eben) + Fadeüber| aus * aus →ÄFFTE! i
und Definition des Verbindungs hamam .

G : M
-

Ya , A-①B) → Hoth , AaB)

0 → A@B → A'@ B → A" @B→ l g.=
- 1

la la TENA
o → A- ①B → AHB → A"@B→ 0 g- 0


