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Ubungen zur Analysis 1

9.1 Wenden Sie direkt die e-0—Definition der Stetigkeit in einem Punkt an, um zu zeigen, dass

FiR=R, fz) =]z

stetig in 0 ist.

9.2 Essei M C Cund f: M — M stetig. Wir wihlen xy € M und setzen rekursiv x,, 11 =
f(z,) fiir n € Ny. Zeigen Sie: Konvergiert die Folge (), gegen einen Punkt x € M, dann
gilt f(x) = x.

9.3 (a) Das Lemma von Fatou fiir Reihen. Es sei (ay,;)n.cn, ¢ine Doppelfolge mit Wer-
ten in [0, +oo]. Zeigen Sie:
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Hinweis: Betrachten Sie dazu die Doppelfolge (inf;>; ap ;)nien, und wenden Sie den
Satz von der monotonen Konvergenz an.

(b) Typische Anwendung des Lemmas von Fatou: Es sei (ay ;)nien, €ine Doppelfolge mit
Werten in C, so dass fiir alle n € Ny der Grenzwert b,, = lim; , a,; in C existiert.

Zeigen Sie:
> b’ < limn inf > anil® < sup > Janl?
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(c) Zeigen Sie an Hand von je einem Beispiel, dass unter der Voraussetzung in (a) jede
der drei folgenden Ungleichungen auftreten kann:
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9.4 (a) Esseien M, N,U C C mit MUN = U. Die Mengen M und N seien in U abgeschlos-
sen. Zeigen Sie, dass eine Menge V' C U genau dann offen in U ist, wenn V N M
offen in M und V N N offen in N ist.



(b) Wie eben sei U = M UN C C, und M und N seien in U abgeschlossen. Weiter sei
f : U — C eine Abbildung, deren Einschrankungen auf M und N stetig sind. Zeigen
Sie: f ist stetig.

(¢) Essei U C Cund (M;);cs eine Uberdeckung von U mit in U offenen Mengen M; C U.
Es sei f : U — C eine Abbildung, so dass fiir alle ¢ € I die Einschrankung f; : M; —
C, fi(2) = f(z), von f auf M; stetig ist. Zeigen Sie, dass f stetig ist. Folgern Sie, dass
die Aussage in (b) richtig bleibt, wenn man dort das Wort “abgeschlossen” durch
“offen” ersetzt.

(d) Typische Anwendung von (b): Gegeben seien U C C und zwei stetige Funktionen
f,9 : U — R. Zeigen Sie, dass die Mengen M := {z € U| f(z) — g(z) < 0} und
N = {z € U| f(x) — g(x) > 0} abgeschlossen in U sind. Folgern Sie, dass die
Abbildung fAg:U — R, f A g(x) = min{f(x), g(z)} stetig ist.

Abgabe: Bis spitestens Montag, den 17.12.2012, 11:00 Uhr, durch Einwurf in den entspre-
chenden Ubungskasten.



