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Aufgabe 1

Sei Gap @ (C([a,b]",R™), || - loo) — (C([a,b]",R™),]| - ||oc), fiir a,b € R, definiert durch
G(9gap) = f(gap) + Id. Dies ist wohldefiniert, da f, nach Angabe als Kontraktion mit Kon-
traktionskonstante K < 1 stetig ist. Fiir ga s, g;, , € Cla, ] gilt

1G(9a) = G(Gap)llsc = 1 (gap) + Id = f(gap) = Idloc = sup [If(ga.s(x)) = f(gap())llo

z€[a,b]”
f Kontraktion
sup  K1|ga,5(7) = 94.(2) oo = Kl|ga,b — ga plloo-
z€[a,b]”

Damit ist auch G, eine Kontraktion und da (C([a,b]™,R"), || - ||s) vollstindig ist gibt es
genau ein g, € (C([a,b]”,R™), || ||oo) mit go.p = f(ga,p)+Id oder fiir alle z € [a,b] : gop(z) =
f(gap(z)) + . Nun miissen wir g, noch auf ganz R™ fortsetzten.
Die gezeigte Aussage gilt insbesondere fiir alle a,b der Form [a, b]™ = [-m,m]™, m € N. Nun
konnen wir definieren: g : R™ — R™ mit g|{_, m]» = g—m,m. Da es fiir alle z € R” ein m € N
gibt, sodass x € [—m,m|" gilt fir alle z € R™, g(z) = g—m,m = f(g—m,m(x))+x = f(g9(x))+=.
Des weiteren ist g stetig, da die g_., », fir alle m € N stetig sind und fiir m > m' € N ist
9—mml[=m’;m» = g—m’ m’- Damit ist g auch wohldefiniert.

Aufgabe 2

Wir wissen, dass das homogene Anfangswertproblem y/(t) = Ay(t),y(0) = b die Losung e*“b
hat. Um e auszurechnen miissen wir A in eine geeignete Normalform iiberfithren, d.h. dia-
gonalisieren oder die Jordan-Normalform bilden.

(a) Wir berechnen die Eigenwerte von A.

det(A — X\d) = det (_Q_EA 5EA) =(—2-N)bB-A)+12=2* -3\ +2.

Mittels Mitternachtsformel bekommen wir: A;jp = 3598 = 35 g h. A\ = 1, )y = 2.
Wir haben 2 verschiedene Eigenwerte bekommen, damit ist A diagonalisierbar. Bestim-

men wir also die Eigenvektoren. Wir erhalten
2 -3 2 2
1) = (50 8) = (6)

Kern (2‘_6 b2 1) ~ Kern (_
) e (0 0) = ()

—-2-2 2 —
Kern ( _6 5_ 2) = Kern (_

wobei mit <<;)> der vom Vektor (;) erzeugte Unterraum gemeint ist. Setzen wir

D W

und

S =~

zusammen:

A=TDT*
.. (21 4 (2 -1 (10 . .
fur T = (3 2) T = (3 9 ) und D = (0 2). Weiter erhalten wir

2 1\ [t 0 9 —1
tA tDmp—1 __
e =Tem T = (3 2) (0 th) (—3 2>

(2t e 2 =1\ _ [4det—3e* 2(e?* —€)
T \3et 2e? )\ =3 2 ) 7 \6(e! —e?)  4de?t — 3et



Die Losung des Anfangswertproblems ist dann e*4 - b.

(b) Wir berechnen wieder die Eigenwerte von A

S 4
det(A—\Id) = det 0 2-X 0 | =C2-N[(=1=XNB=X)+4]=2-N(\-1)
-1 -1 3-X

und die dazugehorigen Eigenrdume:

-1-2 =2 4 -3 -2 4 2
Kern 0 2-2 0 =Kem| 0 0 Of=([-1])
-1 -1 3-2 -1 -1 1 1
und
-1-1 =2 4 -2 -2 4 -2 -2 4 2
Kern 0 2—-1 0 =Kern|{ 0 1 0)J=([0 1 0|=(|0])
-1 -1 3-1 -1 -1 2 0 0 O 1
Der Eigenraum zum Eigenwert 1 hat nur Dimension 1 somit ist A nicht diagonalisierbar.
2 2
Wir berechnen also die Jordan-Normalform. Wir miissen | 0], | —1 | zu einer Basis
1 1
-1
von R? ergéinzen, dafiir wihlen wir | 0 | . Somit bekommen wir
0
A=8J8"1
2 -1 2 0 1 1 1 1 0
firS=10 0 —-1).,8'=[|-1 0 2]undJ=1|0 1 0].Fir die Matrix-
1 0 1 0 -1 0 0 0 1
exponentialfunktion berechnen wir die Potenzen von J,
1 10 1 10 1 20
JP=(0 1 0|0 1 0]=(0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
und
1 n O
J"=10 1 0],
0 0 1
sowie
0o 1 0 0\ o /& 0 1 0\ & el tet 0
(t) k()" :
0 1 0f> Z-+(00 0]y —==[0 ¢ 0
k=0 0 0 1/ k=0 0 0 0/ k=0 0 0 e
Setzen wir zusammen
2 -1 2 te! 0
A=8eS =10 0 -1 et 0
1 0 1 et 71 0
2et 2tet — et 2¢! 0 1 —2tet +4te 0 2¢t
=| 0 0 —et -1 2 et 0
et tet et 0 —1 0 0 et +2tet

Die Losung des Anfangswertproblems ist dann e*4



Aufgabe 3

Wir schreiben das System in Matrixschreibweise:

vo= (% ) wo=n (o= (50) 0= ()

Da dies ein homogenes Gleichungssystem mit konstanten Faktoren ist, wissen wir die Losung;:
eAt-bmitA:(O 1)
-1 —pu

Um e? zu bestimmen, versuchen wir A zu diagonalisieren. Dazu berechnen wir das charakte-
ristische Polynom

-2 1
det(A — AId) = det (1 e ,\> =Ap+A)+1

und somit erhalten wir mit der Mitternachtsformel

_M:t /:U’2_4
)\1/2 = f

Wir betrachten nun den Fall p # 2. Dann haben wir zwei verschiedene Eigenwerte und somit
ist A diagonalisierbar. Um die Tranformationsmatrizen zu berechnen bestimmen wir nun den
Eigenraum zum Eigenwert .

- A1\ aD+QEm) - 1
Kern(A — AId) = Kern (_1 - /\> = Kern (_1 A+ M) 0)

1+A(p+X2)=0 1 p+ A\ 1
= Kern(o 0 ){x <)\> :EGR}

) zum Eigenwert A. Somit kénnen wir A diagonali-

Wir bekommen also den Eigenvektor (}\

sieren:

A=TDT™ !

A U I N A5 V.| (M0
furT-(A1 )\2>,T =% (_)\1 1)undD—(0 )\2).
At _optpet _ (10 1Y) feMto0) 1 Ao —1
e =Te'T = (Al )\2> < 0 €A2t AQ _ )\1 _Al 1
B ek]t e>\2t . 1 )\2 —1
- )\16/\1t )\26)‘2t Ao — A\ -1 1

_ 1 )\26)\1t _ )\1€A2t _e>\1t + e)\gt
T o — A WadgeMt — dgagetet ettt 4 hpetet

Die Losung des Anfangswertproblems, d.h. y;(¢) erhalten wir als die obere Zeile des Vektors
eAt . b. Somit ist

y1(t) = b1 (AgeMt — A2t 4 by(—eMt + et2t),

Im Fall p = 2 haben wir nur einen Eigenwert A = = = —1. Der dazugehérige Eigenraum ist

Ken(A + Id) = Kern (_11 _11> - {x (_11> ve ]R}

Der Eigenraum ist also nur eindimensional. Wir kdnnen A somit nicht diagonalisieren sondern
-1 1
0 -1

bekommen nur die Jordan-Normalform < ) . Fr die Transformationsmatrizen miissen



wir die Basis des Eigenraums auf eine Basis des dazugehdrenden Hauptraums(= R?) ergiinzen,
z.B. mit (é) Dann ist

A=8J57!
. (1 1 1 _ (0 -1 (-1 1 At o Jta—1
mit S = 1 0) ST = <1 1 ) und J = (0 _1>. Um e?* = Se’*S™" zu berechnen
brauchen wir die Potenzen von J.

(-1 LN (-1 1\ _(1 0
0 -1 0 -1 0 1
Somit ist J2* = Id und J%*+! = J und

- e (tJ)k _ o (tJ)Qk oo (tJ)QkJrl
=2 _2 @R 2= (2 + D)

S (o )R (04

Der Rest ist Ausmultiplizieren analog zum oberen Fall.

Aufgabe 4

(a) Die gesuchten Gleichungen sind

a'(t) = —kapa(t) + kpab(t) (1)
b/(t) = kABa(t) — (kBA + k‘Bc)b(t) + kCBC(t) (2)
c(t) = kpcb(t) — kepe(t) (3)

Wegen ¢(t) =1 — a(t) — b(t) folgt

V' (t) = kapa(t) — (kpa + kpo)b(t) + kep(1 — b(t) — a(t))) @)
= (kap — kep)a(t) — (kpa + kpc + kop)b(t) + kes

Insbesondere folgen aus (1) und (2') schon (1), (2), (3), z.B. durch Einsetzen. Also geniigt
es (1) und (2) zu l6sen. Als Matrix erhalten wir fiir y(¢) = (a(t),b(t))*

(1) = Ay(t) + g, A::( ~has s ) g:<0 )

kap —kcp —kpa—kpc —kca ke

(b) Die Lésung des homogenen Gleichungssystems ist bekanntlich e*4. Wir berechnen e‘4

aus der entsprechenden Normalform von A: Das charakteristische Polynom zu A ist
det(A — AE) = (kap + N)(kpa + kpc + kcp + A) + kpalkcs — kaB)
=X+ (kap + kpa + kpo + keB)A + kaskpe + kapkpe + kpaken
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Diese bekommen

wir durch die Mitternachtsformel, hier entscheidet die Diskriminante iiber die Anzahl an
verschiedenen Nullstellen. Fiir die Diskriminante gilt

Da = (kap + kpa + kpc + keg)? — 4(kapkpc + kapkces + kpaker)
= (—kap — kpa + kpc +kep)? +dkpakpce >0



d.h. A hat 2 verschiedene (und damit nur verschiedene) Eigenwerte. Somit ist A diago-
nalisierbar. Seien A\; # Ao die beiden Eigenwerte. Wir bestimmen die Transformations-
matrix aus den Eigenvektoren

kpa —kapkpatkpalkas+Xi) _kpa
Al kaB+x; | = K & kap+Ai =\ <kAB+>‘i> = \iv;
1 an—terlbos — (kpa + kpo + ko) T\l h

=V;
wobel wir

(kap —kcB)kBa

— (kpa +kpc +kcB)

kap + i
~ (kap — keB)kpa — (kpa +kpc +kep)(kap + \i)
B kap + A;
_ —kcpkpa —kpckap — kcpkap — Ai(kpa + kpc + ko)
B kap + i

=0

—_—
_ det(A — \;E) —kcpkpa — kpckap — kepkap — Ni(kpa + ke + kep)
kap + A\

_ /\12 + kaA; _
 kap+N

fir i = 1,2 verwendet haben. Wir erhalten die Transformationsmatrix P = (vq,va).
Somit haben wir A = P -diag(A1, \2) - P~1. Allgemein gilt fiir 2 € R, eine 2 x 2—Matrix

_fa b . 11 d —b\
Q := (c d> und ihre Inverse Q7" = —=— (—c A

1 <adez —bce™* —ab(e® — e‘z)>

Q diag(e*,e™)Q " =

ad — be \ cd(e* —e™?)  ade™* — bee?
_ ((845¢ cosh(z) + “HE sinh(2) —20b ginh(2)
- 23555 sinh(2) ad=be cosh(z) — 24be inh(z)
sinh(z) (ad + be —2ab
= cosh(z) + ad — be ( 2¢d  —(ad+ bc)>
Wir wenden diese Formel fiir y := )‘1;7)‘2 und damit z := 77@ und P =: @ an, dann

ist

tAL oyt sinh(tz) (ad + be —2ab by
eb=e (cosh(tz) o o —(ad + be) by

eine Losung der homogenen Gleichung. Wegen kpa + kpc + kcp + kap = —Xo — M1 &
kpat+kpotkop+A = —Xa—kap, folgt aus det(A— A\ E) = 0 schon (kap+ A1) (kap+
A2) = kpalkcp — kap). Weiter ist VD4 = Ao — A;. Es gilt somit weiter
ad —bc = kpav/Dya, ad+bc= (kap —kpa —kcs —kpc)kpa,
cd =kpalkcp — kap), ab=k%,.

Man beachte, dass wir mit det(A — AE)|x=0 = kapkpc +kapkcp +kpakcp > 0 gezeigt
haben, dass A invertierbar ist. Es gilt

A1 = 1 (kAB +kpc +kop kBA)
kapkpc + kapkcs + kpakcn kap — ke kag )’

Eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems ist gegeben durch et4b+A~1 (!4 1)g

%(emb + A7 — 1)g) = Ae!b 4+ etg = A(eb+ A1 (e — 1)g) + g.



Als Losung fiir by = 1,by = 0 erhalten wir

. Ny
B —(kap +kpa+kep + kpo)t VDa sinh ( 2 At)
wu(t) = exp 5 - | cosh t)— .

(kaB —kpa —kcp — kpe —2kpa
2(kcp — kaB) —kap +kpa+kcp+kpe
kAB(kBC+kCB) kBAkCB
. kapkpc+tkapkcp+kpakcs + kapkpctkapkcp+kpakcs
—f:ABkCB kapkcp
kaBkpc+kapkcp+kpaken kapkpct+kapkcp+kpakcs

(c) Wegen \j, Ay < 0 folgt unabhingig von den Anfangswerten aus e*b+ A~1(e!4 — 1)g

a(t) kpakcp

b(t t~_>>oo kABch+Zﬁgflggg+kBAkCB
kapkpct+kapkcetkpakcn

)
C(t) kapkpc

kapkpctkapkcptkpakcs

Entsprechen erhélt man im Gleichgewicht tlim alt) — kpa ypd lim 2N = kes

- das
500 b(t) kap o0 c(t) ko

Massenwirkungsgesetz.

Bemerkung: Die Aufgabe kann natiirlich auch mit der zu den Gleichungen (1), (2) und
(3) gehorenden 3 x 3—Matrix gelost werden. Entsprechend findet man einen zusétzlichen
Eigenwert 0. Die Bestimmung der Transformationsmatrizen und des Matrixexponentials
verlauft dann analog.

Aufgabe 5

Wir zeigen die Aussage durch Induktion. Fiir den Induktionsanfang m = 0 haben wir

Js0@) ~ @) = [lb+ [ ft.)de =1 < Cla —al

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dass die Aussage fiir alle n < m wahr ist und
zeigen die Ungleichung fiir m.

x

ly™ (@) — gD @) = ||+ / F(ty™) dt —b— / Sty dr

a

< / | £y = sty | at

x

< felpmr-smr]a

a

7 t—al™ _ alm+1
< L/ CLm—l' a’| dt:CLm‘m a“ .
m! (m+1)!
Wobei wir in der zweiten Ungleichung die Lipschitz Stetigkeit von f und in der letzten Un-
gleichung die Induktionsvoraussetzung benutzt haben. Damit ist die Induktion abgeschlossen.
Jetzt zeigen wir folgende Gleichheit:

e k
m)(xz 1T —a
) -y <0 3 If e )
=m+1



Sei n < m, dann gilt
ly(a) ™ =y @ < Jy(a) ™ — yPTD@| 4 fy(a) D — @)
n ik
<oy gkl
- |
k=m-+1 kit

Man erhélt (x) indem man n gegen Unendlich gehen lasst. Wir schreiben die rechte Seite der
Ungleichung um:

- k:—1|m_a|k _ C L|lz—a G k|m_a|k
C Z L x —L<e | ‘—ZL i . (%)
k=0

k=m-+1

Wir erinnern uns an die Taylor Entwicklung der Exponentialfunktion,
Llz—a| — |z —al* — xlr—alf L|z—al
T—al __ o T—a
e =y L o =y L o+ Ram(e )
k=0 k=0

wobei R ., (eX1*~2l) der Restterm der Taylor Reihe ist. Aus der Analysis I (Satz 6.4) wissen

wir, dass
x

Ram(eFl=al) = /

a

[m+1 Lit—al|
i U
m!

Ersetzten von (x x %) unten in (x) gibt die gewlinschte Ungleichung.
mtl eL|t—a\

L|z—al - k|.’L‘—CL|k m
k=0

a



