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Aufgabe 1

Seien p, «, (fn)nen wie in der Aufgabenstellung gegeben. Seien weiter b > k € N gegeben, wir
untersuchen, wann (f,,)nen eine Cauchy-Folge ist. Da LP vollstdndig ist, konvergiert (f,)nen
genau in diesem Fall. Zuerst schreiben wir die Folgeglieder als abschnittsweise definierte Funk-
tionen so
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Sei nun € > 0 gegeben. Wir nehmen an, dass p < o~ ! gilt. Wir wihlen N = L(%)a _pJ +1,
dann folgt fiir b,n > N
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Fiir den Umgekehrten Fall sei nun p > a~!, wir wihlen ¢ = % Sei N € N gegeben, wir wihlen
b,k > N, sodass k < b (1 — 1%) erfillt ist. Dann folgt mit (2)
Ify — full = (6 — k)P > 9ot Do,
bRl = =10 =107

Die Folge (f5)nen ist also eine Cauchy-Folge genau dann, wenn p < a1 gilt.

Aufgabe 2

Diese Aufgabe behandelt einen Spezialfall von Aufgabe H4.5 mit leicht variierter Definition
der Cauchy-Folge. Siehe Losung von dieser Aufgabe fiir eine ausfiihrliche Behandlung.

Aufgabe 3

Seien n, My,...M,,dy,...,d, und M wie in der Aufgabenstellung.

a) Seien Ay C M, fiir alle k € {1,...,n} gegeben. Wir zeigen zuerst:
A X x Ay © AL XX Ay Sei also (ak)geqi,.. oy = a € Ay, x - X Ay © My x
.-+ X M, gegeben. Sei € > 0 gegeben, wéhle
Vk‘E{l,...,n}:bkEU;k(ak)ﬂAk#@. (3)

Dann folgt
(br)keq1,..ny € Ugla) N Ay x - x Ay, (4)



und damit auch a € Ay x --- x A,,. Zeige nun

Ay x A, C Ay x - x Ay Sel dafiir (ag)keqr,..ny =a € Ay X - X Ay © My X -+ x M,
gegeben. Sei € > 0 gegeben, wéhle

(Ok)re1,..ny € Ugla) N A x - x Ay # 0. (5)
Aus der Definition der Produktmetrik folgt nun direkt
by € Ujk (ak) NAg # 0. (6)

Also gilt a € A7 x -+ x A,,.

b) Seien (]\ka, d, i) fir k € {1,...,n} wie in der Aufgabenstellung gegeben. Um zu iiber-
priifen ob (M ,d,1) eine Vervollstdndigung von (M, d) ist, gehen wir die Definition von
Vervollstandigung (Definition 1.111 im Skript) durch:

1) Um zu zeigen, dass i eine Isometrie ist, seien a = (ax)req1,....n},0 = (br)re{1,...n} €
M gegeben. Fiir deren Abstand gilt

d(i(a),i(b)) = ke?f;.i.).(n} di (i (ar), ir (b)) A ke?lléiin di(ak,br) = d(a,b), (7)

wobei bei der mit A gekennzeichneten Gleichung verwendet wurde, dass iy eine
Isometrie ist.

2) Dass i[M] dicht in M liegt, folgt direkt aus Teilaufgabe a).

3) Fiir den Beweis der Vollstandigkeit sei eine Cauchy-Folge (x;);en = (xf)leN’ke{l,wn}
M gegeben. Hierbei und fiir den Rest der Aufgabe ist ¥ fiir alle Objekte a und
k € N nicht als Potenz, sondern als Index zu verstehen. Aus der Deﬁnition der
Produktmetrik folgt unmittelbar, dass alle Folgen (xf)leN,ke{l,..i,n} C M, ebenfalls
Cauchy-Folgen sind. Definiere daher (Vollstandigkeit von My) firalle k € {1,...,n}

ok = llirgo zF. (8)
Wiéhle nun fiir alle k&, Ny so, dass
di(zF,2F) < (9)
fiir alle | > Ny, erfiillt ist. Es folgt somit
v > max  Ni: d((z"keqr.my> m1) < €, (10)
also konvergiert (z;);en in M gegen (%) keq1,...,n} O

Aufgabe 4

Seien p, q € [1, 00 gegeben. Wir teilen den Beweis in zwei Schritte. Der Fall p = ¢ wird nicht
behandelt, da die Identitit auf C([0,1],R) — C([0,1],R) offenbar auf (L2([0,1],R), || - ||l2) —
(L?([0,1],R), ]| - ||2) gehoben werden kann.

1) p> ¢ Sei f € C([0,1],R) gegeben. Wir zeigen, dass die Identitit gleichméfBig stetig
ist. Wir verwenden dabei die Integralversion der Holderungleichung (Aufgabe T3.2) mit
(Buchstaben mit ’ kennzeichnen die Grofien in der Holderungleichung in Aufgabe T3.3)
¢ =b==Lyp =c= . f(x) =14(z) = |f|'(z). Diese Werte sind zuldssig, weil
% + % =1 erfullt ist. Es gilt:

I3 = [ i) < ¢ / 1 10de / o) = (f 1 f|q’é<ac>doc)g (11)

-(/ 1 fP@ac) =gl (2

N



Sei € > 0 gegeben, wir wihlen § = ¢, dann folgt
Vg.h € C(la,BLR) : (lg = hllp < 0= g — Ally < llg = hll, < 3= <.

2) ¢ > p: Aus Aufgabe H6.1 folgt, dass (fr)nen (Notation aus dieser Aufgabe) in LP(]0, 1], R)
konvergiert fiir a1 = p+%452, jedoch nicht in L9([0, 1], R). Wir nennen die Grenzfunktion
f € LP(]0,1],R). Angenommen die Identitdt hétte eine stetige Fortsetzung auf (I
Lr([0,1],R), || - I,) — (L9([0,1],R), || - ||4)- Dann muss insbesondere I stetig bei f sein.

Weéhle e so grof}, dass
VN eN3k>N:|fo— fullg > ¢

erfiillt ist. So eine Wahl ist immer moglich, da die Folge nicht konvergiert beziiglich
| - |lq- Sei 6 > 0 gegeben. Sei H € N gegeben. Wir wéhlen b,k > H nach (14) und der

Konvergenz beziiglich || - ||, so, dass

1fo = frllp <A Nfo = frllg > €
gilt. Es folgt, dass I nicht stetig in f ist.

Aufgabe 5

Es seien (gn)nens (fn)nen, p wie in der Aufgabenstellung gegeben.

a) Wir betrachten erst einen einzelnen Summanden. Sei n € N gegeben, es gilt
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Also folgt (wie im Hinweis angegeben)

2 n n
Iall < {f2ne s = eyne?.

Hiermit ergibt sich fiir die Summe

i % R S
Z||fk|\p<cp2ke F = g g ;k/@p)e
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b) Seien m > | € N gegeben. Die Folge (377_ [|fxllp),cn konvergiert in R, denn nach
Teilaufgabe a) ist sie beschrinkt, sie ist auflerdem monoton wachsend, insgesamt also

konvergent. Es gilt

m l m m
S =Y Sofll < D0 el
k=0 k=0 k=l+1 k=Il+1

p p

Die rechte Seite dieser Ungleichung entspricht der Partialsumme einer konvergierenden

Reihe, deshalb konvergiert die Folge (3-1_ fx), ey i (LP([0,1],R), [ - ,)-

¢) Sei z € [0,1] gegeben. Die Folge (31_, fu(x)),  ist streng monoton steigend, da alle

Summanden positiv sind. Daher gilt

sup Z fil@) = lim > fi(z)
k=0

n€N

Weil das Supremum einer nichtleeren positiven Menge immer in [0, co| existiert, existiert

auch die rechte Seite von (18) in [0, co].



d) Sei f der punktweise Limes aus ¢), und a < b € [0, 1] gegeben. Wir wéhlen z € [a,b]NQ°
aus und konstruieren die folgende Folge von Teilmengen von [a,b]: Wir wihlen [y =
inf{n € N | ¢, € [a,b]} und

VneN: By :=Uyy |(2) (19)
YneN:l, :=inf{k e N| ¢ € B,}. (20)

Nach Aufgabenstellung ist (g, )nen eine Aufziahlung von Q. Weil nach Definition von
B,: qi,_, & By fir alle n gilt, steigt (I,,)nen C N streng monoton. Eine streng monoton
steigende Folge in N geht gegen Unendlich, es folgt sup,cyln = co. Es gilt auflerdem
(g1, )nen C [a,b] und damit auch

sup f(x) > sup fi, (@) = sup e 10~ = sup ,, = 0.
z€la,b] neN neN neN

Aufgabe 6

Seien V und ¢ wie in der Aufgabenstellung gegeben und || - ||1,2 bezeichne die in der Aufgaben-
stellung definierte Sobolevnorm.

a) Wir zeigen zuerst die Aussagen im Tipp. Sei f € V gegeben. Es gilt

1 1 1 1 1
/0 f(t)dt—l—/o (t—1isa)f (t)dt:/ f(t)dt+/ tf (t)dt—-/z fi(t)de
/f 4 tF ()] — /f Dat— FOl, = f@). (1)

Es gilt auflerdem aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

/0 1-f<t>dt\s\/ / 12dt\/ / PRt = [If]> < (22)
und
/0 (t—1t>$>f’<t>dt\s\/ / t—1t>$|2dt\/ / (1)t
/O 12dt)fll2 = |1l < (23)

Insgesamt folgt also

[flloo = s |f(z)] = sup
z€[0,1 z€[0,1]

/ 1<t ) (f)dt
0

/f dt+/ (t = Lisa) f/(t)dt

< <|[flli2+ sup [[flli2=2[fl12- (24)

z€[0,1]

1
/f(t)dt‘—f— sup
0

z€[0,1]

Wir zeigen nun, dass ¢ gleichméfig stetig ist. Sei dafiir e > 0 gegeben. Wir wéhlen § = 5.
Seien g, h € V gegeben, dann folgt mit (24)

lg = hlli2 < =llg—hllc <2[lg = hl12=e (25)

b) Die Vervollstandigung von ¢ existiert und ist gleichméBig stetig nach Korollar 1.116, da
nach unserem Beweis von Aufgabe a) ¢ gleichméBig stetig ist. O



Aufgabe 7

Seien a,p, m,n wie in der Aufgabenstellung gegeben.

a) Wir zeigen zuerst, dass die geometrische Reihe beziiglich der p-adischen Metrik zur Basis
pn in Z, konvergiert: Sei € > 0 gegeben wir withlen | € N so grof}, dass p~! < e gilt.
Dann gilt fiir alle N, B > [ mit N > B

o (S0 3wt < (3 oo

k=B+1
_ d ( Z > —(B+1) <e.
k=0
Weiter gilt
o o0 oo (o) oo
(1=np) Y (np)* = (np)* - an np)t = (np)* = (mp)* =1 (26)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
Nach dem Hinweis gilt auch ma + np = 1, das lasst sich so umschreiben
rma+anp = <= me = E(1 —np) = mmi(np)k =z
a = a’

Nun zur gleichméBigen Stetigkeit. Sei ¢ > 0 gegeben, wir wihlen § = p~! mit I € N so
groB, dass § < e gilt. Seien z,y € aZ mit d,(x,y) < ¢ gegeben. Dann gibt es w € Z mit
r —y = wp'. Es folgt dann

d, (Z %) =d, <mmz np) ymz np) ) ((:Uy)mi(np)k,0>

k=0 k=0
oo
=d, (wplm Z(np)k,0> <pl<e.
k=0

b) Weil aZ dicht in Z liegt, welches dicht in Z, liegt und die Division nach Teilaufgabe a)
gleichmafig stetig in aZ ist, kann sie gleichmafig stetig auf Z,, — Z, nach Korollar 1.116
fortgesetzt werden. O



