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Aufgabe 1

(a) “=* Sei f stetig und V C Y eine offene Menge. Dann ist fiir alle ¢ € T
flg! (V) =71 (v)nu;
offen beziiglich Ty;,, da f=(V) offen ist.

“«< Sei f eine Abbildung mit f|y, stetig fiir alle ¢ € I. Sei V C Y eine offene Menge.
Dann ist

flo; (V)= 71 (vV)nu;
offen beziiglich Ty, fiir alle i € I. Mit H4.2 (a) ist nun auch f~1(V) offen beziiglich
T, da die U; eine offene Uberdeckung von X bilden.

(b) Diese geht komplett analog zu (a) unter Zuhilfenahme der alternativen Definition der
Stetigkeit iber abgeschlossene Mengen.

“=% Sei f stetig und V CY eine abgeschlossene Menge. Dann ist fiir alle C' € {4, B}
fletv)y=f"*vync

abgeschlossen beziiglich T¢, da f~1(V) abgeschlossen ist.
“<“ Sei f eine Abbildung mit f|c stetig fiir alle C' € {A, B}. Sei V C Y eine abgeschlos-
sene Menge. Dann ist
flct (V) =1 (V)N G
abgeschlossen beziiglich 7¢ fiir alle C' € {A, B}. Mit H4.2 (b) ist nun auch f=(V)
abgeschlossen beziiglich 7, da AU B = X.

Aufgabe 2

Aufgrund der Definition des Supremums (kleinste obere Schranke) gilt vV L € B(V, W) :

1L = | Lllv—w = mnf{C > 0] V 2 € V' [ L(z)[w < Cllz[lv}

[1L(z)[lw

VeV mitar# O}
]l

:inf{CZO'CE

:sup{”L(x)HW‘x €V mit x # 0}
]l

@) I == |l - lv—w ist eine Halbnorm auf B(V, W) :
1. |IL|| = 0 nach Definition
2.VaekK, VLeB(V,W)git oL = sup {mw} = |af||L]|
,x#£0

o R

3. Fir A, B € B(V,W) gilt:

1+ 51 =g LAEL B (1A 1
0 S P P ) R T R
A B
<sup {40 ] fIEEDI L gy
a0 U lzllv a0 U llzllv



(b) || - || ist eine Norm, wenn || - ||y eine Norm ist:
Sei L € B(V,W) mit [|L|| =0, d.h. sup LLEIY — 0 = | L(z)[ly =0 ¥ 2 #0
x#0

(&
=Lz)=0VzeV=L=0.

Aufgabe 3

Sei A= (a;;) € K®™ Ly : K™ — K", 2 — Az. Wir statten K” und K™ mit der /2-Norm aus,
d.h. fiir v € K*,w € K™ haben wir

n 3 m 3
loll = (Zwu?) Jholla = (Zw)
k=1 k=1

(a) Es gilt fir alle z € K™
< > (Zakll2> (ZL’E!F) = ( |akl|2> 13
k=1 \i=1 =1 k=11=1

|A’JJH2 = Z Zakm
m n %
und somit ||Laz|le < (Z > akl|2> [z]l2V 2 e K™, d.h. ||Lalla—se < (Z > akl|2)

k=111=1
k=11=1
n

(x) Cauchy-Schwarz bzgl. (v, z)s = Z tw; fiir v,w € K®

(b) Seim =n und A = E,, die Einheitsmatrix in K®*" d.h. L4 = idg~. Dann gilt ||Az||s =

m n 2
|z||2 ¥V = € K™, also ||L4|| = 1. Wir haben aber (Z > |akl|2> = /n. Somit ist im
k=11=1

m n %
Fall n > 1, | Le, || < (z > |am|2) |
k=11=1

Aufgabe 4
Wir zeigen (b) und folgern (a) als Spezialfall daraus.
(b) Fiir normierte Rdume X,Y und L € B(X,Y) ist
[Lllx—y :=nf{C 20|V z e X : |L(z)l]ly <Cllxllx}
Es folgt daher, dass fiir allee >0,z € U und y € V

L)l < ([Llu-v +e)llzllu

und
M Y)llw < (IM|lvow +e)llyllv

gilt. Somit ist auch

[MoL(z)[lw = [[M(L(z)w < (IMllv-w+e)[Lz)llv < ([M]lvsw+e)(ILu-v+e) =l

Damit gilt fiir alle e > 0

1M o L(z)|lv-w < (IM|lvsw + ) (| Lllusv + ).

Fiir e — 0 folgt schlieBlich
1M o L(z)|lu—w < (IM[lv—w (I Llu-v).

(a) folgt aus (b) fir U = K",V =K™ W =K',L = Aund M = B.



Aufgabe 5

Wir geben die stetige Fortsetzung von ¢ an indem wir eine Abbildung

Q 1 (CU{00})*\{(0,0), (00,00)} = C U {oo}

mit Q(x) = q(z) ¥V = € C x (C\{0}) definieren. Dazu setzen wir:

und

Q(z,0) = 0o V x € C\{0},

Q(z,0)=0VzeC

Q(oo,z) =0 Vz €C.

Jetzt zeigen wir, dass @ stetig ist. Auf dem Bereich von Q(z) = ¢(z) ist dies klar.

Fall 1:

Fall 2

Fall 3:

(2,0),z #0

Sei x # 0, wir zeigen, dass @ in (z,0) stetig ist. Wir miissen also zu jeder Umgebung U
von Q(x,0) eine Umgebung U’ von (x,0) finden, sodass Q(U’) C U. Aus Q(z,0) = oo
und der Standardtopologie auf C U {oo} folgt, dass

dreRVzeC:|z|>r=2¢€U

Setze

U= {z = (21,22) € CU{00})?\{(0,0), (00, 00)}||x — 21| < ‘%l Alza| < 2(r|x+|1)}

Dann ist U’ offen und

> Ii\ =r+1>r=Q(2)eU

2(r+1)

21

Z2

1Q(2)[ =

gilt fir alle z € U’. Damit ist @Q stetig in (z,0).

:(x,00), 2 # 00
Sei nun z € C, wir zeigen, dass Q in (z,00) stetig ist fiir z € C. Sei 7 > 0 und Uy ;,.(0)
der offene Ball mit Radius 1/r um den Punkt 0. Setze

Uy (x,00) = {z = (21, 22) € CU{o0})*\{(0,0), (00, 00) }|[z—21| < rA|2a| > (|2|+7)(r+1)}.
Damit ist U’ offen und es gilt

lltr 1 1 oy,

21
(r+D(zl+r) r+1 r

1Q(2)[ =

)

fiir alle z € U".

(007 $)7 T 7£ o0
Sei x € C, wir zeigen, dass @ in (0o, x),x # 0 stetig ist. Sei U eine offene Umgebung um
(00, ). Aus Q(o0,2) = oo und der Standardtopologie auf C U {oco} folgt, dass

FJreRVzeC:lzl>r=2€U

Setze

U= {z = (21,22) € CU{o0})?\{(0,0), (00, 00)}||21| > (r + 1)% Az — 29| < |m2|}



Dann ist U’ offen und

r+1 3lz|

Z%:T+l>r:>Q(z)€U
|lz| + 5

Z1

22

1Q(2)[ =

fiir alle z € U’. Damit ist Q stetig in (oo, ), x # 0.
Fiir den Punkt (0o, 0) setze

Uj = {z = (21,22) € CU{c0})?\{(0,0), (00,00)}||z1| > 2(r + 1) A |22| < ;} .

U ist auch offen mit |Q(2)| =7+ 1>1r = Q(z) € U fiir alle z € U}.

Bleibt zu zeigen, dass es keine stetige Fortsetzung von ¢ nach (0,0) gibt. Das sieht man wie
folgt:

Die Folge a, = (+,1),n € N konvergiert fiir n — oo gegen (0,0) und ¢(%,2) =1V n e N.
Also miisste ¢(0,0) := 1 gesetzt werden. Aber die Folge b, = (£, —1) n € N konvergiert fiir
n gegen Unendlich auch gegen (0,0), jedoch ist ¢(b,) = —1 V n € N. Hier miisste ¢(0,0) = —1
gesetzt werden.

Analog fiir den Punkt (0o, 00) mit den Folgen (n,n) und (n, —n).

Aufgabe* 6

(a) Wir erinnern uns daran, dass fiir jedes k € Z,v,(k) € Ny die hochste Potenz der Primzahl
p in der Primfaktorzerlegung von k ist, d.h. k = mp’»*) wobei ggT(m.p) = 1,m € N,
Setze also kl = rp*» ) wobei ggT(r,p) = 1, fiir | € N und ein 7 € N. Andererseits
haben wir auch

kl = (p“p(k)m)(pvp(l)n) — rrnnp”p(k)‘i‘”;n(l)7

mit ggT(m,p) = 1 und ggT(n,p) = 1. Da p eine Primzahl ist, ist auch ggT(mn,p) = 1.
Somit gilt mn|rp’»F) (mn|rpv»*D) bedeutet mn teilt rp¥»*V)). Da ggT(mn, p) = 1, folgt
mnl|r. Analog bekommen wir r|mn, also r = mn und v, (k) + v,(1) = v, (kl).

(b) Wir zeigen fiir folgende Abbildung gleichméfige Stetigkeit:

+(ZxZ,d) > (Z,dy) -:(Z % Z,d) — (Z,d,)
(k1) — k+1 (k1 k-1)

Wir erinnern an die Definition der Produktmetrik:
d((k,1), (m,n)) = max{d,(k,m),d,(l,n)}.
Beginnen wir mit “+“.

dp(k -+ 17 m + n) = pfvp(k*erl*") < max{p*’l)p(k*M)vpfvp(lfn)}
= max{dp(k,1),d,(I,n)} = d((k,1)(m,n)),

wobei in der ersten Ungleichung folgende Eigenschaft aus Beispiel 1.2.3 verwendet wurde:
Va,b € Z,p~ ) < max{p~(®) p=r®}. ()
Sei e > 0 und setze § = e. Dann gilt fiir jedes (k,1), (m,n) € Z X Z mit d((k,1), (m,n)) <

d=¢
dy(k+1,m+n) <d((k,1),(m,n)) <e.



Dies zeigt die gleichméfige Stetigkeit von “+.
Nun zu “ - “.

dp(khmn) _ p—vp(kl—mn) — p—vp(kl—lm—‘rlm—mn) — p—vp(l(k—m)+m(l—n))
< max{p—(vp(k:—m)-l-vp(l)),p—(vp(l—n)-l-'up(m))}
< max{p~vrF=m) p=ve =N — (k. 1) (m, n)).

Die erste Ungleichung erhalten wir unter Verwendung von (%) und Aufgabenteil (a). Die
zweite Ungleichung gilt, da p~?»®) < 1 und p~ (™) < 1.
Der Rest folgt nun analog zu “ + “.



