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Aufgabe 1

a) Wir zeigen, dass die Relativtopologie eine Topologie ist, indem wir die definierenden
Eigenschaften einer Topolgie durchgehen.

1) € T und X € T gelten, weshalb auch 0, A € T, erfiillt sind.

2) Seien B,C € Tx gegeben. Dann gibt es B/,C’ € T mit B= B'NAund C = C'NA.
Dann gilt
BNC=(B'NnA)N(C'NA)=AN(B'NC") e Ty, (1)

denn (B’ N C") € T gilt nach (1) in der Definition der Topolgie.

3) Sei nun eine Folge (Uy,)nen C Ta gegeben, dann gibt es nach Definition von Ty eine
Folge (U} )nen C T mit U,, = U}, N A, damit folgt

Unu)=4anJ U, eTa, (2)

neN neN

aufgrund von (2) in der Definition der Topologie.

b) Wir berufen uns in diesem Beweis an die alternative Charakterisierung von Berithrpunkt:

Lemma 1. Sei (Y,T’) ein topologischer Raum und seien x € Y und B C'Y gegeben.
Dann sind dquivalent:

A) x ist ein Berihrpunkt von B
B) Fiir alle offenen Umgebungen von x, U, gilt: U, N B # ().

Fir den Beweis siehe die Losung von Aufgabe T4.3.

Wir miissen also zeigen, dass ein beliebiger Punkt aus X ein Berithrpunkt von B C A C

X ist wenn B =4 und AT —x gelten. Sei dafiir y € X gegeben. Wir wéhlen U € T
mit y € U aus. Dann gilt nach Lemma 1:

PAUNAETa (3)
und nach erneuter Anwendung von Lemma 1 folgt
0#A{UNANB. (4)

Daher gilt insbesondere U N B # @. Also ist y ein Bertihrpunkt von B. O

Aufgabe 2

Seien I,(X,T),(U;)ier wie in der Aufgabenstellung.

a) Sei Y C X gegeben. Wir zeigen zuerst “i—ii”: Dieser Schritt folgt direkt aus der Defi-
nition der Relativtopologie. Nun zu “ii—i”, nun ist zu zeigen, dass Y offen ist. Zuerst
stellen wir fest, dass fiir jedes i € I

YNU, eT (5)



erfiillt ist, denn Y NU; € Ty, heifit es gibt ein U € T welches U NU; = Y N U; erfiillt.
Die linke Seite dieser Gleichung ist eine offene Menge, also ist auch die rechte Seite offen.
Damit folgt

ve=JwolJwnu)=ynJui=vynx =Y, (6)
weT i€l i€l
WCY

nachdem Y° C Y immer gilt, ist also die Menge Y gleich ihrem Inneren und damit offen.

b) Seien A, B,Y C X wie in der Aufgabenstellung gegeben. Eine der beiden Implikationen,
“s = 417, gilt direkt nach Definition der Relativtopologie. Wir zeigen also nur “ii = "
Sei z € Y gegeben. Wir gehen zwei Félle durch:

1) z € AN OB: In diesem Fall gilt einerseits x € A. Da Y N A € T4 ist, gibt es ein
U, € T welches x € U, N A C Y N A erfiillt. Andererseits gilt auch z € B und
Y N B € Tp. Deshalb gibt es auch ein U, € T welches z € U, N B CY N B erfiillt.

Dann ist U := U, N U, offen beziiglich T, enthédlt = und erfiill
UNACUNACYNAANUNBCU,.NBCYNB. (7)

Damit ist U eine Teilmenge von Y und z ein innerer Punkt von Y.

2) x € AV x ¢ OB: Wir wollen auch in diesem Fall zeigen, dass x ein innerer Punkt
von Y ist. 0.B.d.A. nehmen wir, x ¢ 9A an (der Fall x ¢ 0B geht analog). Falls
zudem x € A gilt, sind wir fertig, weil daraus x € A° folgt. Wir nehmen also auch
noch z ¢ A an. Daraus folgt allerdings x € B, denn es giltA U B = X. Es gilt aber
auch 0B C A, da AU B = X und sowohl A als auch B abgeschlossen sind. Also
folgt = € B°. O

Aufgabe 3

a) Seien (M, T),~,k wie in der Aufgabenstellung gegeben. Wir zeigen, dass 7. eine Topo-
logie ist indem wir dessen Definition durchgehen.

A) Esgilt To>0=k710],M =k~1[M/ ~] € T, also gilt auch 0, M/ ~€ T..
B) Seien A, B € T gegeben, dann gilt
Tk '[AINk ' Bl={xeM|k(zx) e A}n{z e M |k(z) € B} (8)
={zeM|k(x)c AnB} =k '[ANB]. (9)
Also ist auch AN B € T, erfillt.
C) Seien I eine Indexmenge und (U;);e; € T gegeben. Dann gilt

v

icl

)

T3> Uk‘l[Ui]:U{xeMM(m)eUi}:{xeM UUZ}:k:_l

el el el

(10)
also auch | J;.; U; € T<.

b) Seien nun d,d’, (73).,Ts wie in der Aufgabenstellung gegeben. Wir zeigen zuerst
(Ta).. € Ta. Seien dafiir A € (Ty).. und [z] € A gegeben. Weil A in der Quotientento-
pologie offen ist, ist sein Urbild offen in der Urspriinglichen Topologie. Diese wird aber
durch die Metrik d erzeugt, also finden wir eine e—Umgebung von einem Vertreter von
[2] die im Urbild von A enthalten ist. Wihle daher € > 0,2 € [z], sodass U5 (&) C k~'[A]
gilt. Dann ist U3 (xz) C A erfillt, denn sei [y] € Uj ([z]) und § € [y] beliebig gewihlt,
dann gilt

e>d(y,x) =d(j, ) (11)



und daher auch § € U5(2) C k'[A] und damit k[j] = [y] € A. Damit ist A auch offen
beziiglich Ty .

Nun zeigen wir Ty C (74)... Sei dafir M/ ~2 B € Ty gegeben. Wir nehmen 0.B.d.A.
B # () an. Das bedeutet, dass es fiir jedes [x] € B ein € > 0 gibt, sodass
U3 (2]) € B C M/ ~ (12)

gilt. Dann ist zu zeigen, dass k~![B] € T gilt. Wihle dafiir 2 € k~![B] und definiere
k(%) =: [z]. Wir wahlen nun ein € > 0, sodass (12) fiir [z] erfiillt ist. Sei auBerdem
g € Uj(2), damit folgt

e >d(j, &) = d'(k(9), [z]) (13)
also gilt k(9) € U5 (z) C B und damit auch § € k~'[B]. Nachdem § beliebig gewihlt
war, gilt damit U5 (%) C k~'[B] und damit ist k=1 [B] offen beziiglich 7. O

Aufgabe 4

a) Seien My, My, T1, T2 und T wie in der Aufgabenstellung gegeben. Wie immer gehen wir
die Definition der Topologie durch um zu iiberpriifen ob 7 eine Topologie ist.

A) Da Ty 20, My und T3 > (), M5 Topologien sind, gelten x@ = @ € T und M; x My €
T.

B) Seien A, B € T gegeben, nehme ohne Beschrinkung der Allgemeinheit () # ANB >
z = (x,y) an. Dann gilt insbesondere z € A und z € B, weshalb wir Uy 4,Uy1 g € T1
und U27A, UQ’B € T2 mit

reUpaNzelU phNycUsahNyclUsp (14)
und
U17A><U27AQA/\U1,B><U2,BQB (15)

wahlen. Dann gilt insbesondere
.'L'EULAHULBET/\yEUQ’AmUQ’B (16)

und daher auch z € Uy aNU1,g x Uz aNUz g € T und Uy aNU1, g x Uz aNUsz g C
AN B. Daraus folgt die zu zeigende Aussage ANB € T.

C) Seien I eine Indexmenge und (U;);er € T gegeben. Nehme ohne Beschriankung der
Allgemeinheit () # | J;c; Ui 3 z = (x,y) an. Sei k € I so, dass z € U}, gilt. Wihle
daher U, € 71 und Ug € T3, die

2 €Uy Ny €U AU x Ug C U, C | JU; (17)

icl
erfiillen. Die Existenz dieser Umgebungen von x und y wird durch die Existenz von
k € I gewiahrleistet. Damit gilt | J,., Ui € T O

b) Seien My, My, dy,ds,d, T1, T2 und T wie in der Aufgabenstellung gegeben. Wir bezeich-
nen die durch d erzeugte Topologie mit 7. Wie iiblich zeigen wir 7 = 7Ty in zwei
Schritten.

Zuerst zeigen wir 7 C T4. Sei dafir U € T gegeben. Nehme ohne Beschréankung der
Allgemeinheit ) # U an. Wihle (z,y) = 2z € U, wihle dann U; € 71 und Uy € T3 mit
xz € Uy und y € Us und

U1 X U2 - U. (18)
Sei € > 0 gegeben, wihle d; > 0,02 > 0 so klein, dass Ugll () C Uy und Ugj () C Uy
erfiillt sind. Dann folgt auch

ze UpmE ) s gl () — el oy cuy xp CcU, (19)



also ist z ein innerer Punkt von U beziiglich 7.
Nun zu 73 C 7: Sei 0.B.d.A. (z,y) =z € U € Ty gegeben. Wihle € > 0 mit

Ua(z) € U, (20)
dann gilt aufgrund der Maximumsstruktur von d
Ug, () x Ug, (y) = Ug(2). (21)
Dies bedeutet aber U € T.

¢) Die auf C durch die auf C definierte Norm induzierte Topologie bezeichnen wir mit 7T,
wahrend die Produkttopologie mit 7 bezeichnet wird. Es ist also Tc = T zu zeigen. Sei
fir Tc €T, 0.B.d.A. § £ U € T¢ gegeben. Sei z + iy = z € U mit z,y € R gegeben. Sei
e > 0 so klein, dass US(z) C U gilt. Dann gilt

W= U (@) x UZ) 5(y) € UZ(2)- (22)

Das sieht man wie folgt ein: Sei (b1,b2) = b € US\/?(x) X US\/E(y) gegeben. Dann folgt

|b—z|:\/(b1—m)2+(b2—y)2<\/%—F%:E. (23)

Damit ist z auch beziiglich 7¢ ein innerer Punkt, also ist U auch in dieser Topologie
offen.

Sei umgekehrt 0.B.d.A. z € U € T gegeben. Dann gibt es €1 > 0,65 > 0 und (z,y) =

z € U mit
U (2) x U (y) C U, (24)
Definiere ¢ = min{eq,e2}. Well fiir alle a,b € R, |a 4 ib| > max{|al, |b|} gilt folgt
Uz (2) C U () x U (y) C U. (25)
Damit ist U auch offen beziiglich 7¢ O

Aufgabe 5

Es ist also zu zeigen, dass C([a, b],K)H'H2 = R([a,b], K, || - |2) gilt. Wir zeigen zuerst den Fall
K = R und verallgemeinern anschlieBend. Der Beweis geschieht in mehreren Schritten. In
Schritt 1 finden wir eine Folge in C([a,b],K) welche gegen eine beliebige Indikatorfunktion
konvergiert. In Schritt 2 verallgemeinern wir dieses Ergebnis auf Stufenfunktionen. In Schritt
3 zeigen wir, dass die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen gleich dem Abschluss der
Stufenfunktionen ist und schliefllich fithren wir alles zusammen.

1) Es sei 1; eine Indikatorfunktion des Intervalls I C [a,b] C R. Sei f, : [a,b] — R eine
Familie von stetigen Funktionen definiert durch

fn(x) = max{1 — ndist(z, I), 0}, (26)

fir = € [a,b], mit dist wie in der Aufgabenstellung. Wir definieren ¢ := inf{z € I} und
d := sup{x € I} Es gilt fiir x € [a, ]

1 rel
. n(x—c—i—% c—%gxgc
Julw) = —n(m—d—f) d<z<d+1* (27)
0 dist(z, 1) > L

, woraus direkt abgelesen werden kann, dass f, stetig ist.



c— - d +

S =

Damit ist

|fn—1f|2=\/ / Ifn(x)—h(x)lew:\/ /J fule) — Li(@)Pdz (28)
2

< dz =4/ = (29)

\//[c—}l,c]u[d,d-i-“ n

erfiillt. Also gilt f, 42

2) Sei eine Stufenfunktionf : [a, b] — R gegeben. Die Funktion f kann als Linearkombina-
tion von Indikatorfunktionen geschrieben werden, wéihle n € N und paarweise disjunkte
(Ik)k€{17...,n} - [a’a b]nv sodass

Vo € [a,b] : lek (30)

gilt. Mit Schritt 1 finden wir (£, x)xeq1...pper © C(a, b, R), die fi & 1, erfiillen.

Damit gilt
Zfb,k H II2 lek (31)
k=1

Aufgrund dieser Konvergenz gilt also fiir jedes e > 0 und jedes f € T ([a, b], R)(Notation
fiir die Menge der Stufenfunktionen aus Analysis 1)

Ul(f) N C([a,0], R) # 0. (32)
Es folgt T ([a,b],R) C C([a, b],R).

3) Wir erinnern uns an die Definition des Riemann-Integrals einer Funktion f € R([a, b], R):

b b
/f(x)dx: sup /g(;v)dac. (33)
a 9T bl®) Ja
g<f

Daher gibt es fiir jedes f € R([a,b],R) eine monoton steigende Familie von Stufenfunk-
tionen (gn)nen C T ([a,b],R)(also n > n' = g, > g,/) welche

b
VE’>OEIN€NVn>N:/f( — gnl(x da:—/|f — gn(z)|dz < € (34)



erfiilllen. Sei € > 0 und 0.B.d.A. 0 < f € R([a,b],R) (fiir f negativ fihre das Argument
mit umgedrehten Vorzeichen, falls f abschnittsweise positiv und negativ fithre das Argu-
ment fiir jeden Abschnitt getrennt durch) gegeben. Wir wihlen eine monoton steigende

Familie von Stufenfunktionen (g;,)nen € 7 ([a,b],R) nach (34) fiir &’ = WM.

Das ist wohldefiniert weil f Riemann-integrierbar und damit beschrinkt ist. Nachdem
f > 0 ist, bilden wir eine neue Familie (g,)nen € T ([a,b],R), welche g, > 0 erfullt
indem wir die ersten Glieder weglassen. Dann gilt

b b
If = gnll = \// [f (@) = gn(2)]* < \// [f(@)][f () = gn ()] (35)

52
S\/wiufb (@) / e )'<\/£‘E£b]'f(x)%m5 (36)

, also folgern wir 7 ([a,b],R) C R([a,b],R) C T([a,b],R) und damit R([a,b],R) =
7 ([a,b], R).

Nun zur zusammenfithrung der Schritte. Wir wissen nun also 7 ([a,b],R) C C([a,b],R) aus
Schritt 2 und R([a,b],R) = T ([a,b],R) aus Schritt 3, damit folgt R([a,b],R) C C([a,b],R).
Die umgekehrte Inklusion ist klar, weil jede stetige Funktion Riemann-integrierbar ist und
die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen abgeschlossen beziiglich der durch || - ||2
induzierten Topologie ist. Also gilt R([a,b],R) = C([a, b], R).

Es bleibt noch der Fall K = C. Der Definition nach sind komplexe Funktionen Riemann-
integrierbar genau dann wenn ihr Real- und Imaginérteil separat Riemann-integrierbar sind.
Sei f € R([a,b],R). Nach dem bisherigen Beweis finden wir Familien von stetige Funktionen
(9n)nen, (hn)nen € C([a,b],R), welche

g = Re(f) A hy A2 () (37)

n—oo

erfiillen. Wahle (g, + ihn)nen C C([a, b],C). Diese Familie von stetigen Funktionen approxi-
miert f, weil

b b
||f—gn—ihn||§=/ IRe(f(x))—gn(x)IQda:Jr/ tm(f () — hn(2)]*dz === 0 (38)

gilt. Die umgekehrte Inklusion folgt genauso wie im Fall K = R. Damit gilt auch R([a, b],C) =
C([a,b],C).

Aufgabe 6

a) Seien k € Z,m € Ny und p eine Primzahl gegeben. Es ist zu zeigen, dass die Mengen
k + p™Z offen und abgeschlossen sind. In Anlehnung an die Lésung von Aufgabe T4.1
untersuchen wir 1. Ugfm+1(k) und 2. B ,m(k)

1. Sei x € Z gegeben. Wir unterscheiden drei Fille
A) Es gilt £ — k = 0. In diesem Fall gilt = € U;lfm+1 (k).
B) x—k ist nicht durch p™ teilbar. In diesem Fall gilt d,(z, k) > p~™"! und daher
dP
T g Up7m+1 (k>
C) Es giltm_k € Z\{0}. In diesem Fall gilt d,(z, k) < p~™ < p~™*1 also auch
T € U 7 i (K).

Zusammenfassend gilt k 4+ p™Z = U;lfmﬂ(k), damit ist k + p™Z nach Definition
der durch d, erzeugten Topologie offen.

2. Sei wieder x € Z gegeben. Wir unterscheiden wieder drei Falle



A) Es gilt x — k = 0. In diesem Fall gilt « € Bme(k).
B) 2 — k ist nicht durch p™ teilbar. In diesem Fall gilt d,(z, k) > p~™t > p=™
und daher x ¢ BZ‘j,,L(k)

C) Es gilt ”;;f”' € Z\{0}. In diesem Fall gilt d,,(x, k) < p~™, also auch = € Bzfm (k).

Zusammenfassend gilt k + p™Z = BZ’jm(k), damit ist k 4+ p™Z nach Aufgabe T4.1
abgeschlossen.

Die Menge in Frage ist also offen und abgeschlossen. Das zeigt, dass es topologische
Réume gibt in denen nicht alle Mengen die abgeschlossen und offen sind gleich der leeren
Menge oder dem ganzen Raum sind. Hiufig nennt man Untermengen eines Topologischen
Raumes die offen und abgeschlossen sind getrennte Komponenten, dieser Begriff wird
anschaulicher an kontinuierlichen Beispielen Solcher Rdume (Wie die Relativtopologie
(der Standardtopologie von R3) auf der Vereinigung zweier 2-Sphéren mit Radius 1 und
Abstand 3).

Seien p eine Primzahl, a € Z nicht durch p teilbar und x € Z gegeben. Es ist zu zeigen,
dass
Ve > 0,3y € aZ : dy(y,z) < ¢ (39)

gilt. Sei dafiir ¢ > 0 gegeben. Sei weiterhin m € N so grof}, dass
pM<e (40)
gilt. Wir betrachten die Funktion f:Z — {0,...,p™ — 1} mit

Vy € Z: f(y) = (ay — )mod(p™). (41)

Behauptung. Die Funktion f ist surjektiv.

Beweis der Behauptung: Nehmen wir fiir einen Widerspruch an, dass dies nicht der
Fall ist. Dann muss es y',y” € Z geben mit f(y') = f(y”) und |y’ — y”| < [{0,...,p™ —
1} = p™, weil f ja nur p™ unterschiedliche Werte annehmen kann und nicht alle ange-
nommen werden (Annahme f nicht surjektiv). Daraus folgt aber direkt

0=f) - fy") = (ay' — v — ay” + z)mod(p™) (42)

also auch
! 1

a ! a 1 _
zsW - _ Y
p p
Das steht jedoch im Widerspruch dazu, dass a nicht durch p teilbar ist und |y’ —y”| < p™
gilt. Die Behauptung gilt also.

(43)

Weil f surjektiv ist, wiahlen wir ein y € Z, sodass (ay — x)mod(p™) = 0 gilt. Das ist
gleichbedeutend mit
FBeZ: (ay—x)=p™my, (44)

damit gilt dann, dass die Vielfachheit von ay € aZ beziiglich p mindestens m betrégt.
Also folgt dp(ay,z) <p ™™ <e. O



