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Aufgabe 1

1. Wir zeigen zuerst, dass (-, -) wohldefiniert ist. Das bedeutet in diesem Fall, dass fiir alle
x,y € V gilt |{(x,y)| < co. Da sich jedes Polynom als Linearkombination von Monomen
schreiben lésst, zeigen wir Wohldefiniertheit nur fiir Monome, der allgemeine Fall folgt
dann mit der sesquilinearitéit von (-, -) die wir im Anschluss zeigen. Seien also Monome
x,y beliebig gegeben. Wir bezeichnen den Grad von z, y mit n € N beziehungsweise
m € N. Aus der Abschétzunge
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2. Nun erinnern wir uns an die Definition einer hermitischen Sesquilinearform (Def 1.13
im Skript) und zeigen nacheinander deren Unterpunkte. Seien z,y,z € V und A € C
beliebig gegeben.

a): Antilinearitat im ersten Argument: Es gilt

(z+y,2) = /O O Tyt tdt = /0 S et + /0 T (etat

= <x7 Z> + <yv Z>v

(A\x, z) = /000 Az (t)z(t)e tdt = )\/000 z(t)z(t)e~tdt = Nz, 2).

b): Linearitit im zweiten Argument: Es gilt
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Az, 2) = /0 TON()etdl = A /O T 2@t = Az, 2).

¢): Hermitizitét:

(x,z>:/0 x(t)z(t)e_tdt:/o z(t)x(t)e_tdt:/o z(t)z(t)e tdt = (z, z).



3. Zu einem Préhilbertraum gehort noch, dass (-, -) positiv definit ist. Sei 0 # x € V beliebig
gegeben. Weil  nicht das Nullpolynom ist, gibt es ein € > 0 und ein ¢ € Rt sodass

lz(t)|? > 2¢ (1)

gilt. Es gilt auBlerdem, dass x ein Polynom und damit stetig ist, daher existiert ein § > 0
sodass
vt e[t t' +6]:x(t') > e (2)

Somit kann man (x,z) unter Verwendung der Monotonie des Integrals und der Expo-
nentialfunktion wie folgt abschétzen
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Aufgabe 2

Sei V' ein R-Vektorraum und K C V eine konvexe Menge, welche um die 0 € V' symmetrisch
liegt. Weiter sei || - || definiert wie in der Aufgabenstellung.

a) Wir tiberpriifen die Eigenschaften einer Halbnorm nacheinander.

1) Positivitat: Dies gilt direkt nach Definition, denn fir z € V' gilt
. 1
||x:1nf{>\‘)\>0,)\xEK}20. (5)
2) Homogenitét: Sei € V und o € R dann gilt mit Hilfe der Symmetrie
. 1
el = I -zl = llale] = int { A\ 2> 0 Nale < & | (©)
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3) Dreiecksungleichung: Seien z,y € V' gegeben. Wir nehmen ohne Beschrankung der
Allgemeinheit an, dass « # 0 # y gelten. Im Folgenden kiirzen wir ﬁ = q, m =

s, m = X ab. Aufgrund der Konvexitit von K ist fiir jedes ¢ € [0, 1]

tax + (1 —1t)By

ein Element von K. Wir wéihlen t* = 0%5 aus und erhalten
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Nun gilt
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und aufgrund der Infimumseigenschaft und Definition von A folgt daraus
1 a+p
=-< = . 1
o+l = 5 < %55 = lall + Iy (10)
O



b) Wir zeigen zuerst die linke Ungleichung. Sei x € V mit 0 < ||z|| < 1 gegeben. Dann gilt

v0<t<H i ttx € K, (11)
;

nach der in a) angesprochenen Infimumseigenschaft. Wir wihlen ¢’ = 1 < Toy> damit
folgt 1-z € K.

Nun zur zweiten Ungleichung. Wir beweisen diese Ungleichung durch Widerspruch. Sei
x € K mit ||z]| > 1 gegeben. Dann gilt

1
1<|x||inf{)\|)\>0,)\x€K}, (12)
daraus folgt
Vie{a>0|are K}: 7>||a:|\>1 (13)
Das steht im Widerspruch dazu, dass 1 -z € K und damit 1 € {& > 0 | ax € K} gelten
muss. O
Aufgabe 3

Sei f € C™" mit n € N. Falls f = 0 ist, die die Aussage klar. Nehme also f # 0 ist, dann wéhle
k € {0,...,n}, sodass der |fi| = || f|loc O erfiillt ist. Sei p € N, dann gilt einerseits

n
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und andererseits
Wl _ S| A [ ] .
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. Damit gilt also 1 < ”lff‘llp < ¢/n und aus Analysis 1 wissen wir, dass ¢/n ——— 1 gilt.
Anwenden des Grenzwertes auf die Doppelte Ungleichung ergibt
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Aufgabe 4

a) Wir zeigen zuerst “B C ﬂyeB* H,” Sei dafiir x € B und y € B* gegeben. Es gilt nun
nach der Definition von B*: x € H,. Weil y und z beliebig gewdhlt haben folgt daras
die Behauptung.

Nun der gegenteilige Fall “B D ﬂyEB* H,” Seiz € ﬂyEB* y gegeben. Wir nehmen ohne
Beschankung der Allgemeinheit an, dass 1 > 0 und 25 > 0 gelten (andernfalls vertausche
x1,2 mit —x71 2 im gesamten Argument). Falls 5 = 0 gilt, wéhlen wir (1,0) = y € B*
womit

(y,z) =21 <1 (16)
und damit x € B gilt.

Wir gehen jetzt also davon aus, dass auch xzo > 0 erfillt ist. Wir wihlen z € 9B N { Az |
A € Rt} das ist moglich, weil diese Halbgerade in der 0 € B beginnt und dB das innere



von B von B¢ trennt. Nun legen wir die Tangente an 0B durch z mit Hilfe der in der
Losung von T2.4 ldsst sich das darstellen als

2
T, := {(a,b)€R2|b:—Zl‘2(a—zl)+ Y 1—zl|3} (17)
(L—1]x1[?)3
{(a b) € R? | b+ G, 213 + at } (18)
= ) T a2 - 1 T an2
(1—1]=1[?)3 (L—[z/?)3
- {(a,b) e R? | b(1— |z %)} +zfa:1} (19)
= {(a,b) e R? | 25b+ 2fa =1}, (20)

wobei die letzte Zeile die Definition von z* ist. Der Nenner ist jeweils unproblematisch,
weil aus der Definition von 0B folgt

213+ 2P =1Az1=1 < 2 =0 (21)

und Ursprungssgeraden durch z nur dann B im Punkt (1,0) schneiden wenn x5 = 0 gilt
und das haben wir ausgeschlossen. Wir finden ein y € B*, welches durch T, beschrinkt
wird, ndmlich

H,. = {(a,b)eR2|z’§b+zfa<1}, (22)

dieses enthélt B nach Konstruktion (wird begrenzt durch eine Tangente an dessen Rand)
und einsetzen von a = x1, 21 = tx1,b = X2, 29 = txy in die Bedingung von H,« ergibt

2o(1 — t222)5 + 1223 < 1. (23)

Der Faktor ¢t kann bestimmt werden, indem die Gleichung ||¢tz||3 = 1 nach ¢ auflost. Das
ergibt ¢ = (2% + 23) 7, einsetzen in (23) liefert

vad+ad <1 (24)

Der Punkt z ist also nur in H,- wenn er auch in B ist. O

b) Wir zeigen zuerst B* D {(yl,yg) ER? | |y1]? + |yo|? < 1} := C. Sei dafiir dafiir y =

(y1,y2) € C es ist zu zeigen, dass es in B* liegt. Wahle also ein x € B beliebig aus und
berechne mit Hilfe der Hélderungleichung fiir p = %, q=3

(y,2) < lyllgllzlls <1, (25)
also ist x € H, und daher B C H, und daher y € B*.

Nun zum Fall B* C {(yl,yg) ER? | |y1|? + |ya]? < 1} = C. Sei dafir (y1,y2) =y € B*
gegeben. Da 0 € C gilt nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, y # 0.

Wir wahlen
z = (sgn(y1) /Iyl sen(y2) v/ ly:)). (26)

Dabei ist sgn fiir die Vorzeichenfunktion:

sgn: R — {-1,0,1}

1 fallsz >0
< 0 fallsz=0 .
—1 fallsx <0
Dann gilt m € B, also
e \ _lnld, wl} o} 4 el i
3 3\ 3
v> (o >= s = I () )
3 ’ 5 VIl + yel2
und damit ist y € C. O



c) Siehe Skizze I*
d) Siehe Skizze I*
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Abbildung 1: Skizze I*



