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Aufgabe 1

a) Hierfiir ist nichts abzugeben.

b) Wir sollen die Cholesky-Zerlegung der Matrix

1 -2 1 -1
-2 8 -4 4
A= 1 -4 3 =3 (1)

-1 4 -3 4
berechnen und anhand dessen Entscheiden ob A positiv definit ist. Wir stellen fest, dass

A1 =1 > 0 gilt und daher kénnen wir mit der Zerlegung fortfahren. Diese sagt uns,
dass A positiv definit ist genau dann wenn

4 -2 2
B=[-2 2 =2 (2)
2 -2 3

berechnet nach Bi—l,j—l = Ai,j — al’jal’i, Z,j € {1,2,3}, pOSitiV definit ist. Da Bl,l =

ai,i
4 > 0 gilt, ist diese Matrix ist wiederum positiv definit genau dann wenn

¢i= <—11 _21> (3)

positiv definit ist. Da C;; = 1 > 0 gilt, liefert nochmaliges anwenden der gleichen

Formel Dy ; = Cy o — @ =1 > 0. Also ist A positiv definit. Wir kénnen auflerdem
die Zerlegung der Matrix in Diagonal- und Dreiecksmatrix angeben. Sie ergibt sich zu

1 0 0 0\/tL0oO0O0y/1 -2 1 1
-2 1 0 0|04 00f|lO 1 -1 1
— 2 2
A 1 -+ 1 ofloo1o]lo 0 1 -1 )
-1 & -11/\0o0oo01/\0 0 0 1

Aufgabe 2

)

i) Zunéchst das charakteristische Polynom. Wie aus der linearen Algebra bekannt,
ist eine Matrix positiv definit genau dann wenn alle Eigenwerte positiv sind. (vgl.
Bemerkung 2.49 im Skript). Das Charakteristische Polynom ist:

1-x -1 1
p(A) =det [ -15—-X 1 = —X\3 £ 9)% — 20\ + 4. (5)
1 1 3=
Am Vorzeichen des Terms mit der gréffiten Potenz in A lésst sich ablesen, dass
es fiir grofe Argumente negative Werte annimmt. Zudem gilt p(0) = 4,p(1) =

—8,p (3 + \/g) =80+ %13—4 Damit wissen wir, dass eine Nullstelle des Polynoms
zwischen 0 und 1, eine zwischen 1 und 3 + \/g und eine bei grofleren Werten als

3+ \/g liegt. Es sind also alle Nullstellen positiv und damit die Matrix positiv
definit.



ii) Wir verwenden Bemerkung 2.50 im Skript und berechnen die Unterdeterminanten

von A:
det A = 4, det (_11 _51> — 6,det(1) = 1, 6)

diese sind alle positiv, damit ist A positiv.
iii) Wir ergéinzen direkt quadratisch. Fiir ein beliebiges (1,22, 73) = v € R? gilt

rAzt = a:% — 2x129 + Bacg + 2x1x3 + 21973 + 3x§

= (z1 — oo + 23) — 25 — 22 + 522 + 22023 + 322

2
1 1
— (iCl — X9 + 1'3)2 +4 (1’2 + 4%3) — ng + ng

2
1 7
=(x1 —xza+ x3)? +4 <x2 + 4:53) + ng

Dieser Ausdruck kann nur fiir z = 0 Null werden. Die Matrix ist also positiv definit.

b) i) Wir berechnen wieder das charakteristische Polynom. Es ergibt sich
p(\) :=det(B — A1) = —1 — A4 532 — X3 (7)
Diese Funktion ist negativ fiir A = 0 und es gilt p(—2) = 3 > 0. Es gibt also eine
Nullstelle zwischen —2 und 0, damit ist B nicht positiv definit.
ii) Wir berechnen die Unterdeterminanten. Es gilt

det B = —1,det (; g) = —1,det(1) =1, (8)

diese sind nicht alle positiv. Also ist B nicht positiv definit.

iii) Wir ergéinzen wieder direkt quadratisch. Sei dafiir (z1, 79, 73) = v € R?

xBzxt = 1:% + 4z 4+ 22123 + 22023 + 31’3 + 9::2,)
= (21 + 229 + x3)% — 423 — daoxs — 13 + xox3 + 375 + T3
= (z1 4+ 2z2 + x3)2 — :r% —2wox3 = (21 + 222 + 1’3)2 — (2 + x3)2 + :cg

Das ist beispielsweise fiir 3 = 0,22 = 1 = —2x; negativ, also ist B nicht positiv
definit.

Aufgabe 3

Es gilt also fiir L : R? — R
oL 29°L 20L
S ) 9)
ot 2 0x2 2 Ox

Fiir positives o und ¢t < T

a) Wir definieren nun f(£,%) := L(T — 0=2¢,% + t/2) und kiirzen u := (u1,uz) := (T —
0~2t,& +1/2) ab. Es folgt mit der Kettenregel

6.f(t~a ‘%) _ % % . 9 1

5 = D1 L(uw) 5 + Dy L(u) = Dy L(u) + 2D2L(u)
@ _2 ! 1 )
= 7§D2L(u) + §D2L(u) + §D2L(u) =5 —5a



b) Betrachten nun L als Funktion von den Variablen ¢ und S(t,z) = e"'e” anstatt als
Funktion von ¢t und z. Einsetzen in (9) und Anwenden der Kettenregel ergibt

0, o> 05 9 [0S o* 08 0C(t,S)
0= (T7CES) + e 5 55 (a ctt, S)>_2€ o508
B 25 9C(t, S) S) o0 (¢, S) 0% 20?C(t,S)  o* OC(t,S)
= —rC(1,5) + DiC(t, 8) + 5 S0 25 . S T - T
2
— _rC(t,S) + DiC(1, ) + rSC(t, ) + —52%,

wobei ab der zweiten Gleichheit der Faktor e="* weggelassen wurde. Wenn anschlieend

t, S als unabhéngige Variablen behandelt werden ergibt sich die Differentialgleichung der
Aufgabenstellung.

¢) Wir erinnern uns an die Definition von ® : R — R,

1
P(y) i= — N 10
W=/ (10)
Da f die einfache Warmeleitgleichung l6st, ist wegen Teil a) und b),
2
C(t,S)=e"L(t,x(t,S) =" f <J2(T —t),z(t,9) — %(T - t)) (11)

eine Losung der Black-Scholes Differentialgleichung, wobei wir die Umkehrung der Trans-
formation (£, %) ~ (¢t,z) = (T —o~2t,7+1/2) gebildet haben, um f(£, %) in den Variablen
t und z auszudriicken. Auflerdem gilt fur (¢,S) — (T, St),

o2(T —t) — 0,2(t,S) — %Q(T — ) — g (12)

wobei zg := x(T,St) = —rT + log Sp. Da f(t,z) — g(xo) = max{e* — K,0}, (siche
Aufgabe H11.6) falls (¢,z) — (0,x0) mit ¢ > 0, so gilt demnach

C(t,S) — e max{e™ — K,0} = max{Sy — K,0}, falls (¢,5) — (T, St), (13)

wobei wir e*(T:57) = ¢="T' S und K = e "7 K benutzt haben. Es war also zweckméfig
e~ "TK in der Definition von f in Aufgabe H11.6 fiir K einzusetzen. Explizit gilt

ot S) = 7t+x(tS)(I)< z(t, 5) + 02(Tt)+TTlogK>

(T —t)2
eTtK'(I)( x(t,5) — GQ(T—t)-tTT—logK>
(T —-1t)z
((T+";) (Tt)+10g(S/K))
= 5% 1
o(T —1t)2

e (r= %) (T~ 1) +log(S/K)
o(T — t)%
= 5P(g+(t,5)) = Ke T d(g_(t,5)), (14)
wobei g,m gegeben ist durch

(r+ 9) (T —t) +log(S/K)
oI —t B

L+ ?)\/T “t+o YT —1t)"? log(S/K).
(15)

gi(ta S) =



Es folgt

0,C(t, S) =S¥ (g1 (t, 9))Dig4(t, S) — Kre " T=1d(g_(t,S5))
— Ke7"T=00! (g_(t,8))dig—(t, S)

dsC(t,S) =B(g4 (,5)) + S (g+(t,9))0s9+ (£, 5)
— Ke "T00' (g_(t,8))dsg-(t, S)

Fiir die partiellen Ableitungen der Funktionen g1 erhalten wir

2

1 o 1 3
0sg+(t,S) = — E<T == ?) + o log(S/K)(T — t)—§

dsgi(t,S) = 1S T — )" 3.

AuBerdem findet man durch einsetzen, dass Ke™"(T=9®'(g_(t,5)) = S® (g4 (t,9)) gilt.

Aufgrund dessen und wegen dsgy = dgg— ergibt sich

0,C(t,8) = =S¥ (g, (t, S))%(T —1)77 — Kre 7T 0®(g_(t, )
9sC(t, ) = (9+(t, 5))
2C(t,5) = (g4 (t,5))Dsg+(t, 9).

Es gilt also

rSosC(t,S) + %252820(15, S) =rS®(g4(t,S)) + SP' (g4 (¢, S))E(T —t)”

[\

rO(t, S) — 9,C(t,S) = rS®(g.(t, S)) + S (g..(t, S))%(T — )"

d.h. C aus (14) 16st in der Tat die Black-Scholes Differentialgleichung.

d) Einsetzen von r = 0,7 = 0,0 =1 und K =1 in (14) ergibt

O(t,8) = S0(5 v/ +10a(9)l1]~4) — B(—5 /T + os(8) 1)

C(t,S)
—_

C(-0.5,9)

C(-0.01,8)
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Aufgabe 4

Sei n € N gegeben.

a)

Sei (a4,5)ijeq1,...ny = A € R"*™ gegeben. Wir erinnern uns an die Definition der Ablei-
tung und die Leibniz-Formel der Determinante. Es gilt

det(1 + hA) — det(1 1 =
ddetq (A) = %im et(1 + ) et(1) = lim — <Z Sgn(o‘)H(éth + hal7g(l)) — 1> ,

—0 h h—0 h
oeS, =1

wobei S,, die Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n} und sgn das Vorzeichen
der Permutation bezeichnet. In der Summe iiber alle Permutationen o sind alle Terme
auBer dem zur Identitit gehorenden O(h?), denn da o nicht die Identitét ist gibt es
le{l,...,n}mit o(l) # [, daraus folgt aber direkt dass o (o (1)) # o(l) gilt (Injektivitit).
Damit gibt es mindestens zwei Faktoren im Produkt in dem das Kronecker-Delta nicht
zur Summe beitragt. Diese Terme verschwinden alle im Limes, wir betrachten also nur
den Verbleibenden. Hier multiplizieren wir das Produkt aus:

ddetn( = hm - <H 51 1+ ha” - 1>
=1

1 -
— %{1{}1}) E Z H((Sal,o + 5o¢l,1hal,l) -

(@1,0,0m)€{0,1}7 =1

In dieser Summe kiirzt sich der (in Multiindexnotation) Term mit |a| = 0, wéahrend
alle Terme mit |a| > 2 wieder im Limes verschwinden. In der Summe bleiben also nur
Multiindizes die iiberall aufler an einer stelle eine Null haben, dabei wird das Produkt
immer gleich ha;; mit o = 1. Damit ergibt sich

1 n
ddetq(A) = hm Lo Z ke = Spurd (17)
k=1

Seien nun A, B € R™*" mit det B # 0 gegeben. Es gibt also B~!. Fiir die Ableitung der
Determinante ergibt sich mit den Rechenregeln der Determinante

det B
ddetp(A) = hm0 . (det(B + hA) —det B) = h im —— (det(1 4+ hB~'A) —1)
= det(B )ddct]l(B 'A) = det(B)Spur(B~'A)

Wir verwenden erneut die Leibniz-Formel fiir die Determinante. Diese gibt uns, dass
det(1 + tA) gleich einem Polynom in ¢ ist. Da jedes Polynom gleich seinem Taylorpo-
lynom ist, ist die Aufgabe gelost wenn wir dieses Polynom auf die gewiinschte Gestalt
bringen koénnen. Fiir die Rechnung erinnern wir uns daran, dass jede Permutationo der
Menge {1,...,n} zerlegt werden kann in k < n Transposition und das Vorzeichen sgn (o)
von o gleich (—1)* ist. Falls o eine Teilmenge K C {1,...,n} invariant lisst und mit
der Permutation 7 von I := {1,...,n}\K eingeschrinkt auf I iibereinstimmt, so folgt,
sgn(o) = sgn(7), denn 7 besteht aus den gleichen Transpositionen wie o. Insgesamt



ergibt sich

det(1 +¢tA) = Z sgn(o) H(él,g(l) + tay (1))
=1

ocESy,
ausmultiplizieren
= > sen(o) Y [[taew) [ okow
gES, ICl .omlel kelc
— I
= E ! E sgn(o Hal o(l) H Ok, o (k)
IC{1,...,n} oESy ler kele
n
— k
=3 * Y sen(0) [[awn [ drom
k=01C{1,..., n} og€ES, lel kelec
[I|=k
n
= sgn (T a1 = t"det Ar 1.
k=01C{1,..., n} T€Permutationen von I lEI k=01C{1,..., n}
[I|=k |T|=k



