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Aufgabe 2

(a) Sei f(l'l,IQ,SCg) = (yla y27y3) = (61’11’271’3, em1m2+137 6@2@3) und
dg(y1,y2,y3) = y2ysdys + y1ysdyz + y1y2dys. (%)
Wir berechnen f * dg auf folgende zwei Arten.
(1) Wir berechnen dy;, ¢ = 1,2,3 und setzen das Ergebnis in (%) ein.
dyl = e®1%27%3 (ZL’leL’l —+ ZL’leL'Q - dfﬂg)
dyy = "2 13 (podpy + x1dwy + das)
dy3 = e¥2%3 (mgdlﬂg + I'le'g)
Damit erhalten wir

(f * dg)(év17wz,$3) — et1@atastwaws (em1m2+xs)(x2dxl + x1dxo — da?g))
+ eF1F2 T T T LTS (1273 () ) + 1 dwg + d3))
+ 212 (7273 (padry + odr3))

= e2w1w2+$2$3(2x2dx1 + (2x1 + x3)dzy + xodx3).

(2) Sei g(y1,y2,Y3) = y1y2ys. Wir sehen, dass g (x) erfiillt. Berechnen wir also g o f

go f($1,332,$3) — 122733 T1T2+T3 ,T2T3 — 212 +T2%3

und erhalten damit

f * dg(acl,xz,xg) = d(g o f)(3317$27x3) = €2$1I2+I2w3 (2$2d1’1 -+ (21’1 + l’g)dxz + xgdl’g)

(b) Sei f(x1,22,73) = (Y1,Y2,¥y3) = ( - -2 Ty + T2 +$3) und weiter sei dg

r1t+x2tx3’ x1tx2tT3’

gegeben durch
dg(y1, ya,ys) = eV 2298 (yady, + 2ysdys + (y1 + 2y2)dys). (%)

(1) Wir berechnen zuerst dy; und setzen dann in (%) ein.

i) +ZL'3 —T1 —T1

dy = ——————dx, + drg + ——— = dx

v (71 + 22 + 23)2 ' (71 + 2 + 23)2 2 (71 + 2 + 23)? °
—X2 T+ T3 —T2

dys = ———2 o4 — T g T g,

y2 ($1 +I‘2 +JC3)2 1 (931 +SC2 —|—{E3)2 2 (561 —|—$2 —|—I3)2 3

dyg = d$1 —+ d’I’Q —+ diIZ‘g

Damit erhalten wir

To + 3 T —h
* d = ezl+2z2 —_—ax dx X
f (1, 22,23) 1+ 9 + 13 1+x1—|—x2+x3 2+IE1 +xytag
2 2x1 + 2x3 —2x9
1 To 761.’173
T+ Ty + 23 z1 + 29 + 3 Ty + T2 + X3
1 + 222

m(dl?l +dxo + dSC3) = U122 (d:cl + 2d1:2)



(2) Sei g(y1,y2,y3) = e¥1¥372¥292 Dann erfiillt g(x) und wir erhalten

go f(xla:EQ,xS) = ew1+2w2a

sowie
f * dg($17$2,13) = d(g © f)(xl,mg,:pg,) = ez1+2m2 (dil?1 + 2d$2)

Aufgabe 3

(a) Ist h = D?f fiir eine glatte Funktion f, dann gilt fiir alle 4,5,k € {1,...,n}, H;p =
D; Dy f : R™ — R und somit folgt aus der Vertauschbarkeit partieller Ableitungen sofort

DjH; = D;D;Dyf = D;D;Dyf = D;Hj
(b) Wir folgen zuerst den Hinweisen:
(i) Wir berechnen separat fiir ¢,5 € {1,...,n}

Ao (G Ha) (o), i #

)
oz, Hir(\) + Azi (52 Hi ) (), i =

Somit erhalten wir
P 8.’17j J im1 8.%‘]‘
und weiter unter Verwendung der Kettenregel fir j € {1,...,n}

;1 NHjx(Ax)] = Hj,(A\z) + ZA ( ) (\z) -z

d
= Hjr(\x) +)\in <
i=1 83’:

J

Hl-k> (Ax)

da nach Voraussetzung %Hik = %ij fur alle 1 < 4,7 < n gilt.

(if) Wir berechnen direkt unter Verwendung von Linearitdt und Lemma 2.7

1
9 "9
a9 (x) &C]Zl/me)\x _/Za— i Hi,(\z)] dX
1 0 =1

1

= Hjp(x).

0

1
é/ai AHjp(Ax)] dX = AH . (Az)
0

Aus der Symmetrie von H folgt die zweite Gleichung.

(iii) Funktioniert komplett analog zu (i) wobei wir die Kommutativititseigenschaft aus
(ii) verwenden.

(iv) Analog zu (ii) kénnen wir auch hier Integral und Ableitung vertauschen und erhalten
somit mit Teil (iii)

n

0

_ 2
(%sk 8

k=1 Jj=1

1 1 n
/CC]g] >\93 d\ = /Zai 9339_7 /\1’ ]d)\
0 0

~ [P ar = (o)
0



Fassen wir Hinweise (i)-(iv) zusammen erhalten wir fir alle ¢,j € {1,...n}

0 9 w9
8:% aﬂfj h &rigj

(#2)
(z) = Hi;
und somit ist H = D?f.

Aufgabe 4
Wir wiederholen zunéchst die Definition der Lénge einer stetig differenzierbaren Kurve k :
[a,b] = U (z.B. Forster, Analysis II, §4, Satz 1).

Ist U C R, dann folgt aus Stetigkeit schon gleichméfige Stetigkeit und somit V ¢ >

034§ > 0,sodass |k'(t)—K'(s)| < e furallet,s mit |[t—s| < 0. Flir ¢’ € Us(t) C [a,b],t < ¢
gibt es nach dem Mittelwertsatz ein s € [t, '] mit w = k'(s), also

O k| = W -k < e

Sei nun k : [a,b] — U C R", dann folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf R" die

Existenz eines ¢ > 0 so, dass

ki(t') — k(¢

kilt') — ki(t) — k()| <ce=:¢
t—t

/ —
Hk(t)k(t) _ k’(t)H < ¢ max
t—t 1<i<n

fir alle ¢,¢' mit [t —¢/| < 4.
Sei ¢ fest. Nach Definition des Integrals (Analysis I, 5.1 und 5.4) gibt es ein ¢’ so , dass

b k R
Jislar =317 @l -0 < 5

fiir alle Zerlegungen a =t <t; < ... <tp =b,t; —t;_1 < ¢, V1 <1i < k. Wie wir schon
gesehen haben gibt es jetzt ein 0 < ¢’ so, dass aus |¢; — ¢;_1| <  schon

~

k(ti) — k(ti-n) £ ,
- . < <1 <
H PR—— E'(t;) _Q(b—a)’VI_Z_n

folgt. Nach Multiplikation mit ¢; —¢;_1 und aufsummieren liefern unsere beiden Abschét-
zungen und die Dreiecksungleichung schon

(ti — ti—1)

M=

€
i

+i-e
5 =&

Il
D |~

k b
LORECRE / I @l < =5

Der linke Term konvergiert mit zunehmender Feinheit der Zerlegung gegen die Léange,
d.h.
b
L(k) = /Ilk”(t)lldt <(b-a) max 1K' ()] < oo.
tela,

Nun zur eigentlichen Aufgabe: f ist stetig-differenzierbar, also ist f ok eine stetig differenzier-

bare Kurve. Nach der Kettenregel gilt
D(f o g) = (Df)(k(s))K'(s)

und

b
L(fok) = / V() g (R ()R (3) ds



folgt aus der Definition der Standartnorm. Fiir fp(r, @) := (r cos ¢, sin ¢) ist wegen (D f)(r, ¢p) =
(COS(’ZS —rsm ¢> die Riemannsche Metrik gleich

sing rcoso
1 0
0o r2)-

Entsprechend gilt fir fx(r, 8, @) := (rsin 6 cos ¢, r sin 6 sin ¢, r cos )
sinfcos¢ rcosfcos¢g —rsinfsing
(Df)(r,0,¢9) = | sinflsing rcosfsing rsinfcoseo | .

cos —rsind 0

Unter Ausnutzung der Symmetrie und sin? + cos? = 1 erhélt man die Form der Riemannsche

Metrik
1 0
0 r2 0 .
0 0 r2sin¢

Fiir die Kurve v : s — fp(r(s), ¢(s)) = fp(e®,s) C R? erhalten wir

@y ) (7)) =2 =2 =ev2

Aufgabe 5
Sei h(z) = ( 3, M . Nach reeller Ketten- und Produktregel und mehrdimensionaler Ket-
tenregel gilt 2'(z) = foh+x - (Df)(h) - (Dh)(x), also

J(x) = f (;C,b—I— f“;”) + g(Dwf + £(0,b)D, f) (;b + xf(gb)) .

Entsprechend ergibt sich
#'(a) = 2Df)(h) - (DR)(@) + ((DsDy + f(0.0)(DDy + Dy Dx) + F(0,6)°D, D,) ) (h(x)).

Fiir eine beliebige Losung y ist

y"(x) = Df(z,y(x) = (Do f, Dy f)(z,y)(1,y'(x))".
Auswerten bei 0 liefert

2(0)=b=y(0),  2'(0)=/f(0,0) =¢'(0), 2"(0) = (Daf + f(0,0)Dy f)(0,) = y"(0)



Aufgabe 6
Wegen eV — K > 0 < y > log(K) gilt

_(z—y)?

e 2t g(y)dy.

pug
8
N’
Il
DO =
)
~
\8

log(K)
Jetzt kénnen mit ® mittels der Transformation ¢; : u — t~Y2(u —t — 2) mit ;' : y —

yt'/2 4+ t + 2z umschreiben in

StV (x+t—1logK)) =
t=1/2(log(K)—z—t)

S
3 3

o0
Y 2—t—a)?
= e 2 124y
log(K)
o
C(u—2)?  (Qu-z)-t
= /e % e 2 du
V2t
log(K)

e—@tt/2) T e
- e t u
V2rt

log(K)

Analog erhilt man mit der Transformation ¢g : u — t~*/?(u — 2) mit Umkehrung Yo Loy —
ytl/Q _|_ T

1 Vi 2
Ot Yz —logK)) = — / e 2du

1 T 2 a2
2

124y

Es folgt f(t,z) = e*T/2®(t 1 /2(x +t —logK)) — K®(t~'/?(z — log K)). Bevor wir dieses
Integral ableiten, berechnen wir die inneren Ableitungen zu

9 1 B ~t'(log K —x) 41
3t(t (x+t—logK)) = Wi ,
g(rlﬂ(x +t—logK))=t"%2

x
9y _ t'(log K —x)
g@(z) =e /2,

z



Mit der Ketten- und Produktregel ergibt sich jetzt

x+t/2 —1 _
\/%%f(t,x) ‘ 2/ (1 ! (log]f/i z) + 16—(t1/2(w+t—logf<))2/2) + ...
n Kt—l(x —log K) e—(tfl/z(x—log K))?/2
2Vt
e tt/2 N t~(log K — x) + le—(t’l/Q(w—logK))2/2 4
2 2V/t
n Kt 1(z —log K) o= (7172 (a—log K))2/2
2Vt
et K (120 t0g k)22

+ ——e¢
2 2/t

und

6x+t/2

2 1
\/Qﬁ% flt,x) = (1 b2 32 (g 4t —log K))e “@f“*logmfﬂ) ¥ ..
X

o+ Kt732 (2 — log K)e_(tflm(“”_log K)*/2

6$+t/2 +£\[ef(t_l/2(zflogK))2/2
2 2/t

Dies zeigt die Identitét
0
a7 (t’ .%‘) =

A
5 f(t, ).

2



