Blatt Nr. 8 Markus Noth

Losung zur Hausaufgabe in Topologie und Differentialrechnung mehrerer Variablen
SS 2017

Aufgabe 1

a) Sei f:R?2 xR =R, f(z,y,2) = \/217?6_(””_”)2/(22) gegeben. Wir berechnen

L le(x,y,z) = ei(xfy)Q/(Qz)

227z
2. Daf(z,y,2) = z%e*(x*yf/@z)
3. Dgf(I,y, Z) = %e*(ﬂf*y)z/@z)'
Also folgt
-1
= PY @)?/(22)
Vf= e y 1 )
f 22z oy (1)
2z

b) Sei (a1,...,a,) =a €R", f:R" = R, f(x) = (a,z). Wir berechnen fiir k£ € {1,...,n}
Dy f(x) :Dkzam = a, (2)
=1

also folgt
Vi(z)=a. (3)

c) Essel f:R™"{0} = R, f(z) = ||z||§ mit & € R. Wir berechnen

n % n %_1
Dyllzl|3 = Dy (Z wzz) = axy (Z w?) = axy x5 (4)
=1

=1

Es folgt V|z||§ = ax|jz]|s 2.

d) Sei f:R2\{0} = R, f(z) = % mit a € R2. Wir verwenden b und ¢, damit gilt

(e

N |

a,x _ _ _ _
v<|x|3> = el5*V{a, 2} + (a0, 2)V2ll;? = allel3® — 3a,D)allelz®. (5)
2

Aufgabe 2

Essei f:R? = R, f(x,y) = 22 + y?. Wir berechnen dessen Ableitung an der Stelle (z¢,%0) =
(3,4) wirkend auf (z,y) € R%

df(@ow0) (& = 20,y — y0) = V(f)(x — 20,y — yo) = 2 (23) (x — w0,y — o) (6)
= 2(E(](£E — (E(]) —+ 2y0(y — y()) = 6($ — 3) + S(y — 4) (7)

Damit ist die Linearisierung g von f an der Stelle (3,4)

9(x,y) = f(3,4) + df(zoyo) (& — T0, ¥ — yo) =25 + 6(z — 3) + 8(y — 4). (8)



Wir zeichnen die Niveaugerade {(z,y) € R? | g(x,y) = 25} blau und Niveaukreise {(z,y) €
R? | ¢ = f(z,y)} fiir c = 21,...,29 schwarz.
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Die Gerade approximiert den Niveaukreis zu ¢c=25 nahe an der Stelle (3, 4) sehr gut und weicht
weiter davon entfernt stark davon ab.

Aufgabe 3

2
n Nzl

Sei f:R®" x RT - R, f(z,t) =t~ 2e” 3¢ gegeben. Wir berechnen

o N naa l=l? ||3;H§ w2 l=ll3
— )= ——t— "2 e ot 4 12247 -2 9
5l (@) =—3 € + e (9)
5> D D w0 —1 ket "
—f(z,t)=t"2 —TE T = e T wm 10
&cff(x ) 3xl2€ Ox; t e (10)
g2 2 T2 2|12 2
s t—"f”ile—z’zﬁ b ol ”%z —g2 (11)
Wir summieren die letzte Gleichung von [ =1,...,n, dann folgt
1 1 < mi2 leI2 22 i
—Af(x,t) = = —tm 2 ez bt 12
LAf(a.t) 2;( et 4 O (12)
n, nrz 1203 ||z)|3 _nx2 =139
= ——t "2 2t Ry 2t = — ,t 13
€ 2t c ot (z,) (13)

Diese Losung der Warmeleitgleichung beschreibt wie sich die Wérme beispielsweise in einem
Stab ausbreitet wenn sie urspriinglich, fiir ¢ nahe bei 0, sehr stark konzentriert um = = 0 sehr
hoch ist. Die Losung sind breiter werdende Gaussglocken. Die Skizze zeigt solche Glocken fiir
t =0.5,1,2,3 in orange, griin, rot und lila.



Aufgabe 4

a) Die Kettenregel wird durch Satz 2.24 in Skript gegeben. Sie lautet (etwas vereinfacht)
fir f: U — V,g:V — W, mit U,V,W normierte Rdume und U,V offen, f in z € U
differenzierbar und g in f(z) differenzierbar:

d(f © g)z = dgf(ac)dfm (14)

oder in Komponentenschreibweise fiir U, V, W = R, R™,R", mit m,l,n € N und = =
(xla"'aml)7y: (y17-~-aym) = f(l‘),Z: (Zlv~"azn) :g(y)

(92’1‘ i 8zi 8yj
= —=d 1
oxy, ; Oy; Oxy, (15)

b) Seine y, f und p wie in der Aufgabenstellung. Aus der Analysis 1 wissen wir, dass das
Taylorpolynom 3. Grades von y um die 0 (im folgenden mit T' bezeichnet) folgende
Gestalt hat

(%)
T(a)=pla) = 3 “ (16)
k=0,3

Daraus ergibt sich ¢g = y(0) = 0, ¢; = 3'(0) = f(0,y(0) = f(0,0). Aus a) ergibt sich mit
der Kettenregel fiir den néchsten Koeffizienten

d

Yey =1/ (0) = /@) = 2 f@y@)| = dfeyn odley@)],_, (7

z=0

= (D1f(z,y(x)), Daf(x,y(x))) (y'zﬂf))

z=0

(18)

=0

= (D fGo@). Da o) (g, )| 09

= D1 f(2,y(2))|,=0 + D2f (z,y(2)) f(2,y(2))|,—o = D1(0,0) + D2£(0,0)£(0,0) (20)
= fa,0) + fo,) fo,0, (21)

wobei in der letzten Zeile die abkiirzende Notation aus der Aufgabenstellung verwendet
wurde. Fiir den letzten Koeffizienten ergibt sich mit der Produktregel

+ LDy p(o,y(@) £ (2, ()

= i)+

d
3!03 = 7y”($) dx

dz

z=0

= LDy (@)

=0

£(0.0)+ Df(0,0) & fay(a))

x=0

Dy f(r y(a)

=0 =0 =0



Nun verwenden wir (20) mit der Substitution D; f, Do f und f fur f,

les = DDy f(z,y(@))| ;=0 + D2D1f (2, y(2)) f(2,y(2))|,—0
+ D1D2f(z,y(2))] =0 f(0,0) + D2Da f(z,y(x)) f (2, y())],—o £(0,0)
+ D2£(0,0) Dy f(z,y(x))],—o + D2f(0,0) Daf(x,y(z)) f(z,y(x))],—0
= D@V £(0,0) +2£(0,0)D"Y £(0,0) + (£(0,0))*D*?) £(0,0)

+ DOV £(0,0)DY £(0,0) + £(0,0)DOV £(0,0) DY £(0,0)

= fe2,0) +2f0,0fa,1) + (f(o,o>)2f(0,2) + fo.nfa,0 + fo,00f0,1)f0,1)

wobei auch hier in der letzten Zeile die abkiirzende Notation aus der Aufgabenstellung
verwendet wurde.

Aufgabe 5

Seien n € N,V C R, U € O(n),g € C*(UV,R) und f : V — R wie in der Aufgabenstellung.
Sei z € V, dann gilt (Uz), = ;- Ux, 2. Wir berechnen

n

Z z": Uk,p z": Uk,aDvDog(Uz) = Zn: Zn:(U U)p,aDyDag(Uz) UTg Zn: Zn: Ob,aDpDag(Uzx)

k=10b=1 a=1 b=1a=1 b=1a=1
= ZDaDag(Um) = Ag(Uz),
a=1

wobei Orthogonalitit verwendet wurde.

Aufgabe 6

Seien f und g wie in der Aufgabenstellung gegeben. Fiir diese Aufgabe benétigen wir ein paar
zusitzliche Beziehungen. Wir benennen die beiden kartesischen Koordinaten von R? mit x
und y dann gilt © = rcos¢ und y = rsin¢. Damit folgt = /22 + y? und tan¢ = £ also
folgt auch

or T T or Y Y

Y R A TRV R )
und
B Oarctan ¥ -4 - -1 9 : !
90 _dudmi_ g v SlgaaB_ ol
o Oz 1+4% @4y Wy 1+ wHy o

An Punkten fiir die (2’,3") = 0 gilt wird die Ableitung stetig auf diesen Punkt fortgesetzt.
Damit kénnen wir die Ableitung einer beliebigen Funktion h : (r, @) +— h(r,¢) € C nach den
kartesischen Koordinaten bestimmen: Es ergibt sich

Oh(r,¢) _ Or Oh(r,¢)  0¢ Oh(r,¢) Oh(r,¢) _ sin ¢ Oh(r, ¢)

or  or or Tor 06 " o v 06 24)
Oh(r,¢) _ Or Oh(r,¢) = 0¢Oh(r,¢) . Oh(r,p) cos¢ Oh(r,¢)
dy oy or oy o o o Ty o (25)



Nun bestimmen wir mit Hilfe dieser beiden Gleichungen Ag(r, ¢):

2 2

0 0
Ag(’f‘, (b) = ﬁg(’r? ¢) + aiygg(ra d))

0 39(7” ¢) sing dg(r, ¢) 0 g(r, )  cos¢ dg(r, d)

Oz <C 5¢ r 0¢p >+8<Sm¢ or * r 0 )

0 39(?% ) 9 (sing dg(r, d) . 0g(r, o) 9 (cos¢ dg(r, o)
ax(‘“’w or >aw< 06 >+ay(“¢ o )*ay< 96 )

An dieser Stelle setzen wir erneut die Gleichungen fiir die Ableitungen nach kartesischen
Koordinaten ein. Damit ergibt sich

Ag(rd) = = con (Cosd’ag“ 2) siigsa (COSZZ%;«»)
—cosf(wg ) o (22)
+sm¢a(c°wg ') co:w(“fzjjg;;w)

Nun verwenden wir die Produktregel und sortieren die Terme neu. Es kiirzen sich sehr viele
Terme heraus:

*g(r, ) n sin® ¢ dg(r,¢) _ singcos ¢ &g(r, 9)

= cos* ¢ or? r or r 0¢por
4 cos ¢sing dg(r,¢)  cos¢sing 92g(r, ¢) n sin ¢ cos ¢ dg(r, P) N sin? ¢ 02g(r, @)
r2 0o r oroo r2 ¢ 2 0%¢
. 0%g(r, cos? ¢ g(r, cos ¢sin ¢ % ¢g(r,
+oin’g ggr? . * g(ar . * (b'r ’ 89(;(587"¢)
_ singcos ¢ dg(r, P) N sin ¢ cos ¢ 9%g(r, ¢) _ cos¢sing dg(r, §) n cos? ¢ 0%g(r, ¢)
r2 190) r Ordg r2 O¢ r2 O¢?

*9(r.¢)  10g(r¢) 1 0%(r.9)
or? r  Or r2  9¢?

Das war zu zeigen.

Aufgabe 7

Es seien g : (R*\{0}) x R — C, f : R? — C glatt mit g(z,y,t) = e 'f(x,y) gegeben. Seien
(z,y) € R?\{0} beliebig. Es soll zudem

0
gelten.

a) Dann folgt fiir f

() = A f(y) =~ (my) = Af(ny) = 0=AT+f. (1)

b) Seien also fr und gi so definiert wie in der Aufgabenstellung. Wir verwenden im fol-
genden (z,y) = (rcos ¢, rsin @) fiir ¢ € R und Periodizitdt der Exponentialfunktion von



imagindren Argumenten und von Sinus und Kosinus von reellen Argumenten. Es folgt
firkeZ

) 1 27 ) )
gr(x,y) = fr(r)ed = 7/ eFoethe £ (1 cos a, rsin a)da
™ Jo

1 1 2m+¢

= — e~ £ (rcos(¥ + ¢), rsin(d + ¢))dv
2m Jo

e *@=9) f(rcosa,rsina)da = —
2T ¢

27
e‘ikﬂf(r cos ¥ cos ¢ — 1 sin ¥ sin ¢, r sin ¥ cos ¢ + r cos ¥ sin ¢)dd

Periodizitdt und Additionstheoreme 1
a 2'/T 0
1 27 )
=5 ek (2 cos ) — ysindd, zsin g + y cos ¥)dd
0
Wir sollen auflerdem punktweise ), ., gx(2,y) = f(x,y) zeigen. Fiir festes (x,y) €
R2\{0} definieren wir

hay St = C,e? v f (xRe e —yIm €™, zIm " + yRe 6“9) , (28)

diese Funktion ist stetig und daher gilt die Parseval-Gleichung (mit ey (z) = 2*, 2 € S1),
beziiglich | - |2 und daher auch punktweise,

hyy = Z(ek, hay)er = ng(x,y)ek. (29)

kEZ kEZ

In diese Gleichung setzen wir nun 1 = ¢*? € S* ein und erhalten

kEZ

¢) Wir setzen (30) in die Helmholtzgleichung ein und erhalten

A gr(@y) + Y grlzy) =0. (31)

kEZ keZ

Im Folgenden verwenden wir Lemma 2.7 im Skript mehrfach. Das gy, definierende Integral
geht iiber ein kompaktes Gebiet und der Integrand ist glatt (beliebig oft differenzierbar)
in z und y, daher kénnen auch Ableitungen héherer Ordnung in dieses Integral gezogen
werden. Die Ableitung des Integranden nach x oder y kann mithilfe der Kettenregel in
Terme der Form (aD; + bD5) f, mit a,b unabhingig von x und y, umformuliert werden.
Es folgt

L (& + o /% R f(x cos ¥ ind, x sin ¥ + y cos ¥)dd
= — (=4 = — ysin Sin 3
9= or a2 v? ) Jo ‘ * yemv,® yeos
1A 02 0?
=5 i e~ kY ((%2—1— 8y2>f(ar:cos19—ysinﬁ,acsinﬁ~¢—ycosz9)d19
| : 2 . 2
=5 e ((cos¥Dy + sin?Ds)* + (—sin 9Dy + cos ¥ D3)?)
T Jo
f(zcost — ysind, xsind + y cos¥)dv
| 2 . .
=5 e (D] + D3) f(xcos?¥ — ysind, xsind + y cos ¥)dd
T Jo
1 2T )
=5 e (A ) (z cosV—ysind, zsind + y cos ¥)dv
T Jo
Af+f=0 1

2m
5 / e~ f (2 cost) — ysind, zsin® + y cos ¥)d.
T Jo



Damit gilt Agr + gx = 0. Um diese Gleichung umzuformulieren verwenden wir Aufgabe
H10.6 und die Darstellung von gi durch fi. Es gilt

92 10 1 92

0= A (fu(r)e™®) + fr(r)e™ = fu(r)e™® + (ar? oo T WW) fe(r)e*®  (32)

) ) 1 , —k2 ,
= AP 4 L)+ LR+ o e (3)
Hieraus folgt nach Multiplikation der Gleichung mit r2e~"¢
0=r2fi/(r) +rfi(r) + (r* — k) fu(r). (34)

Fiir f(z,y) = i~ "e"® rechnen wir etwas linger. Wir verwenden dabei viele Dinge aus der
Analysis 1. Beispielsweise, dass Reihe und Integral tiber ein kompaktes Gebiet vertauscht
werden konnen wenn die Reihe absolut (und unabhingig vom Integrationsparameter)
konvergiert. Es ergibt sich:

1o ; 1 [ ; (ir cos ¢)!
_ —ik¢ —n ir cos ¢ _ —n _—iko
fu(r) = — /0 e P "e d¢ = — /0 i "e g i do

2
1=0

& )t B ey (7 U R R N
=1 ”527( l') / e k¢cosl¢d¢:z H%Z(l') / e zkd)? (e’¢+e ’¢) do
- Jo o Jo

=0

L L) T e (1 Lise,—it—es
=iy g | e 2() cw

0
1 2
io(2e—k=1) g
¢J Jo

o~

I
7
3
[N}
ﬁ"_‘
[z
b9
=
=|3
—
VS

. l
ir 1 [
(2)> il (k+z> Lie(2No—k)nNo Li> k|
. 2
& i\ k| + 2b
=t Z 9 (k| + 2b)! W

a\ M k| + 2b
2 (T&] = 26)! \1gsok + b

Bei der mit * gekennzeichneten Gleichung haben wir verwendet, dass das auftretende
Integral nur nicht verschwindet, wenn 0 < % < gilt. O



