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Aufgabe 1

Angenommen K ist abgeschlossen. Damit ist K¢ nach Definition der Abgeschlossenheit offen.
Sei nun eine offene Uberdeckung (U;)ie; von K gegeben. Dann ist |J U; U K¢ eine offene
i€l

Uberdeckung von X. Da X kompakt ist gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, I’ C I, mit
U U;UK®=X.Da KNK® =0 ist (U;);er schon eine endliche Teiliiberdeckung von (U;);er.
iel’

Sei nun K kompakt gegeben. Sei 2z € X\ K, wir zeigen, dass z ein innerer Punkt von K¢ ist. Sei
y € K und offene Umgebungen U, um y, V,, von 2 mit U, NV, = 0 gegeben. Dann ist |J U,

yeK
eine offene Uberdeckung von K. Es gibt somit eine endliche Teiliiberdeckung K C () Uy mit
yel
I C K, da K kompakt ist. Des weiterenist ( |J U, |N|{ NV, | =0,also KN | NV, | =0.
yel yel yel

Da die rechte Seite ein endlicher Schnitt offener Mengen ist, ist diese wieder offen. Somit ist

() V, eine offene Umgebung von z in K°. Damit ist K¢ offen und somit K abgeschlossen.
yel

Aufgabe 2

Das Ziel dieser Aufgabe ist die Dichtheit von A in (C(X,C),| - |leo) zu zeigen. D.h., dass es
fiir jede stetige Funktion f : X — C eine Folge (fn)nen in A gibt, sodass (fn)nen gleich-
méfBig nach f konvergiert. Weil wir auf bekanntes in C(X,R) zuriickschlieBen wollen, ist
es zweckméfig, Re(f) und Im(f) durch reellwertige Funktionen zu approximieren. D.h. ha-

ben wir (gn)nen, (hn)neny in A gefunden mit Im(g,) = Re(h,) = 0 Vn und g, gleichméBig

Re(f), hn gleichpalie p m(f) sind wir fertig. Auf den ersten Blick sicht es so aus als wiirden
die Axiome (a) — (f) der komplexen Version des Satzes die Axoime 1. — 5. der reellen Version
implizieren. (Damit wére nichts zu zeigen.) Aber Vorsicht:

Aus (f) folgt zunéchst nicht 5.! (f) garantiert eine Funktion g € A mit g(x) # g(y),z # v,
aber dieses g muss nicht reel sein , also I'm(g) = 0 muss nicht sein. Hier greift der Hinweis:

Firg+79 (é) A greift Im(g +g) = 0. Damit ist tatsdchlich 5. erfillt, (a) — (f) implizieren
den gesamten reellen Teil, wir konnen also Re(f) und Im(f) durch (gn)nen und (hn)nen
approximieren und dadurch f durch (g, + thy,)nen.

Aufgabe 3

Wir berechnen den k-ten Fourierkoeflizienten von f,, bzw g, nach der Formel
1 2m
() = o [FEgle)do
0

durch (eg, f,,) bzaw. {ex, g,) fiir e, = z¥.(vgl. Definition 1.191 im Skript)



Beginnen wir mit f,, = Re(z)™ :
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2m
e?@(n=21=k) dz ist genau dann nicht 0 wenn n — 2] — k = 0. Dass ist der Fall wenn n —
iw(n=21=k) q d ht 0 20—k =0.D der Fall k
0
gerade ist und [ = "T_k Somit haben wir, falls n — k nicht grade sind: (f, g) = 0. Seien nun n, k

27
so, dass n — k gerade ist. Dann ist f e®(n=21=k) 4z = 27 und damit gilt nach obiger Rechnung
(err ) = o () = e (o).

Fiir g,, rechnen wir analog:
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- 0

wir machen die gleiche Fallunterscheidung wie oben und erhalten wieder fiir n + k ungerade
.o \(n+k/2)
(ek, gn) = 0, sowie fur n + k gerade (ex, gn) = %(%)

Aufgabe 4

Zuerst zeigen wir die Eigenschaften von ¢

Linear: Seien f,g € C(S,C),\ € St. Dann ist t(Af+g)(z) = (Af+9)(e®®) = - f(e'*)+g(e®®) =
A () () + (g)(x). Somit ist ¢ linear.

Isometrie: Seien f,g € C(S*,C). Dann ist [[¢(f) — t(g)|loc = sup |f(e®®) — g(e™®)| = sup |f(y) —

z€[0,27] ly|=1
gl = sup [f(y) —gW)| = If = glloc-
yeSt

Injektiv: Wir zeigen Injektivitit, indem wir :=![0 : R — C], also den Kern von ¢, bestimmen. Da
e’ : R — St surjektiv ist, ist ¢(f) = 0 genau dann wenn f = 0. Somit ist der Kern von ¢
nur die 0 und damit ist ¢ injektiv.

Surjektiv: Da e* : [0,2n[— S! ein Homdomorphismus ist, also bijektiv, stetig mit stetiger Um-
kehrabbildung gibt es eine stetige Funktion g : S* — [0, 27 mit g o " = id. Somit ist
go f e C(SY,C) und t(f og) = f(g(e”)) = f. Damit ist ¢ surjektiv, da 27 periodische
Funktionen bereits durch das Intervall [0, 27[ eindeutig definiert sind.



Um zu zeigen, dass der von den Funktionen z — e™** k € Z aufgespannte C—Vektorraum
dicht in Cper (R, C) ist, reicht es wegen den soeben gezeigten Eigenschaften von ¢, Dichtheit
des, von den Funktionen z — 2* k € Z erzeugten, Vektorraums in C(S*,C) zu zeigen. Dies

folgt sofort aus Korollar 1.185.



