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Aufgabe 1

Nach Aufgabe 1.136 ist
√

2 ein Fixpunkt der folgenden Funktion

f : [
√

2, ∞] → [
√

2, ∞], f(x) = 1
2

(
2
x

+ x

)
.

Beginnen wir mit x0 = 2. Damit ist x1 = f(x0) = f(2) = 3
2 , x2 = f(x1) = 1, 416666 und

x3 = f(x2) = 1, 4142156.
Die a-priori und a-posteriori-Schranken bekommen wir aus den Ungleichungen (18) und (19)
im Banachschen Fixpunktsatz.
a-priori-Schranke:

|x1 −
√

2| ≤
1
2

1 − 1
2

|x1 − x0| = 1
2

;

|x2 −
√

2| ≤
1
22

1 − 1
2

|x1 − x0| = 1
4

;

|x3 −
√

2| ≤
1
23

1 − 1
2

|x1 − x0| = 1
8

.

a-posteriori-Schranke:

|x1 −
√

2| ≤
1
2

1 − 1
2

|x1 − x0| = 1
2

;

|x2 −
√

2| ≤ |x1 − x2| = 0, 08333;

|x3 −
√

2| ≤ |x2 − x3| = 0, 00245.

Die tatsächlichen Fehler sind:
|x1 −

√
2| = 0, 0857864;

|x2 −
√

2| = 0, 00245;

|x3 −
√

2| = 0, 00000203.

Aufgabe 2

Wir zeigen, dass die Funktion f : Rn → Rn, f(x) = Ax + b für alle b ∈ Rn eine Kontraktion
ist. Dazu berechnen wir

d(f(x), f(y)) = |Ax + b − (Ay + b)| = |A(x − y)| ≤ ∥A∥|x − y|

nach der Definition der Operatornorm. Wobei mit Aufgabe H5.3 gilt

∥A∥ <

√√√√ n∑
k=1

n∑
l=1

a2
k,l < 1.

Somit hat f nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt, d.h. die Glei-
chung

x = Ax + b

1



hat genau eine Lösung für alle b ∈ Rn. Insbesondere hat auch

x = Ax + b ⇔ x − Ax = b ⇔ Idx − Ax = b ⇔ (Id − A)x = b

für alle b ∈ Rn eine Lösung. Das bedeutet aber, dass die Matrix Id − A vollen Rang hat, da
b ∈ Bild(Id − A) für alle b ∈ Rn gilt, also Bild(Id − A) = Rn. Folglich ist Id − A invertierbar.

Aufgabe 3

(a) Wir berechnen σk
j für j = 1, 2, 3, k ∈ N direkt.

σ2
1 =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=
(

1 0
0 1

)
;

σ2
2 =

(
0 −i
i 0

)(
0 −i
i 0

)
=
(

1 0
0 1

)
;

σ2
3 =

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 −1

)
=
(

1 0
0 1

)
.

Also σ
(2k)
j =

(
1 0
0 1

)
und σ

(2k+1)
j = σj für j = 1, 2, 3, k ∈ N.

Aus
exp(itσj) =

∞∑
n=0

(itσj)k

k!
=

∞∑
n=0

(itσj)2k

(2k)!
+

∞∑
n=0

(itσj)2k+1

(2k + 1)!

=
∞∑

n=0

(it)2k

(2k)!

(
1 0
0 1

)
+

∞∑
n=0

(it)2k+1

(2k + 1)!
σj

= cos(t)
(

1 0
0 1

)
+ i sin(t)σj

folgt
exp(itσ1) =

(
cos(t) i sin(t)
i sin(t) cos(t)

)
;

exp(itσ2) =
(

cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)
;

exp(itσ3) =
(

cos(t) + i sin(t) 0
0 cos(t) − i sin(t)

)
.

(b) Für j = 1, 2 ist die Diagonalform von σj = Tj ◦ σ3 ◦ T −1
j , für T1 =

(
1 1
1 −1

)
, T −1

1 =

1
2

(
1 1
1 −1

)
und T2 =

(
1 i
i 1

)
, T −1

2 = 1
2

(
1 −i

−i 1

)
. Des weiteren folgt aus σk

j = Tj ◦

σk
3 ◦ T −1

j für k ∈ N, j = 1, 2 schon exp(itσj) = Tj exp(itσ3)T −1
j für j = 1, 2. Mit diesen

Informationen überprüfen wir nun die Ergebnisse aus Teil (a).

exp(itσ1) = T1 exp(itσ3)T −1
1

=
(

1 1
1 −1

)(
cos(t) + i sin(t) 0

0 cos(t) − i sin(t)

)
1
2

(
1 1
1 −1

)
=
(

cos(t) + i sin(t) cos(t) − i sin(t)
cos(t) + i sin(t) − cos(t) + i sin(t)

)
1
2

(
1 1
1 −1

)
= 1

2

(
2 cos(t) 2i sin(t)
2i sin(t) 2 cos(t)

)
=
(

cos(t) i sin(t)
i sin(t) cos(t)

)

2



exp(itσ2) = T2 exp(itσ3)T −1
2

=
(

1 i
i 1

)(
cos(t) + i sin(t) 0

0 cos(t) − i sin(t)

)
1
2

(
1 −i

−i 1

)
=
(

cos(t) + i sin(t) i cos(t) + sin(t)
i cos(t) − sin(t) cos(t) − i sin(t)

)
1
2

(
1 −i

−i 1

)
= 1

2

(
2 cos(t) 2 sin(t)

−2 sin(t) 2 cos(t)

)
=
(

cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)

Aufgabe 4

Wir folgen der rekursiven Folge und beginnen mit x0 = 2 = 25. Dann ist

x1 = f(x0) = f(25) = 22
5 + 25 + 15 = 125

(Zum Vergleich im Dezimalsystem: f(2) = 22 + 2 + 1 = 2 + 5 = 125). Weiter ist

x2 = f(x1) = f(125) = (125)2 + 125 + 15 = 1445 + 125 + 15 = 2125

(Zum Vergleich: f(2+5) = (2+5)2 +2+5+1 = 22 +2 ·2 ·5+52 +3+5 = 2+5+2 ·52 = 2125)
und

x3 = f(x2) = (2125)2 + 2125 + 15 = 1012125.

(Zum Vergleich: f(2+5+2·52) = (2+5+2·52)2+2+5+2·52+1 = 2+5+2·52+53+55 = 1012125).
Um diese Zahlen mit der 5-adischen Darstellung von i zu vergleichen berechnen wir diese
konkret. Zuerst bemerken wir, dass

−1 =
∞∑

k=0

4 · 5k,

da d5

(
−1,

n∑
k=0

4 · 5k

)
= 5−n n→∞→ 0. Um die Wurzel von −1 zu berechnen betrachten wir

folgende Gleichung für i =
∞∑

k=0
ik · 5k ∈ 2 + 5Z5 (da i Fixpunkt der Funktion f : 2 + 5Z5 →

2 + 5Z5)
∞∑

k=0

4 · 5k = −1 = i2 =

( ∞∑
k=0

ik · 5k

)2

=
∞∑

k=0

∞∑
l=0

ik · il · 5k+l.

Durch Koeffizientenvergleich bekommen wir folgende Gleichungen:

i0: i2
0 = 4 mod 5 hat die Lösungen i0 = 2, 3. Für den Fall i0 = 3 ist i /∈ 2 + 5Z5. Somit ist

i0 = 2.

i1: 2 · i0 · i1 = 4 mod 5 ⇔ 4 · i1 = 4 mod 5 hat die Lösung i1 = 1.

i2: 2·i0 ·i2+i2
1 = 4 mod 5 ⇔ 4·i2 = 3 mod 5 hat die Lösung i2 = 2. Hier ist beachtenswert,

da 2 · i0 · i2 = 8 bekommen wir einen Übertrag von 1 für i3.

i3 : 2 · i0 · i3 + 2 · i1 · i2 = 3 mod 5 ⇔ 4 · i3 + 4 = 3 mod 5 hat die Lösung i3 = 1.

Somit können wir unsere Ergebnisse gegenüberstellen

x0,k x1,k x2,k x3,k ik

k = 0 2 2 2 2 2
k = 1 1 1 1 1
k = 2 2 2 2
k = 3 1 1
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