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Aufgabe 1

Héufiges iterieren des in der Aufganbenstellung beschriebenen Vorgangs fiithrt zu dem Wert
0.73908513321516. Dieser Wert ist unabhéngig vom Startwert, weil der Cosinus eine Kontrak-
tion ist. Das gilt, denn seine Ableitung ist auf dem relevanten Intervall beschrénkt durch eine
Zahl kleiner als 1 (sup,¢(_y 1) [cos’(z)| = sin(1) < 1) (Siehe Skript). Ich beschrinke mich auf
das Intervall [—1, 1], weil nach der ersten Iteration keine anderen Werte mehr vorkommen.

Aufgabe 2

Wir teilen den Beweis auf in zwei Teile.

1) <g C<g:Essei(z,y) € <o C RxR und € gegeben. Wikhle (a,b) € U.(z,y)N <qgC QxQ,
dann gilt
r<a+e<b+e<y+2e. (1)

Es folgt also Ve > 0 : x — y < 2¢ und damit auch

_y < i =0.
x yfgf)% 0 (2)

Damit gilt also x < y, was zu zeigen war.

2) <prC <q: Es sei (z,y) €<g und £ > 0 gegeben. Wihle aufgrund der Dichtheit von Q,

ae}xf %,x[undbe}y,er%[. Dann folgt

2
asz<ys<bnf(e—ay-b)l<-a0l+[0y-b)l<ze<e  (3)
also haben wir fiir ein beliebiges ¢ > 0 ein Element von U, (x,y)N <g gefunden. Damit
folgt (z,y) € <g. O
Aufgabe 3

Es seien a,b € R mit a < b, f € (C([a,b],K), | - |l2) und M wie in der Aufgabenstellung
gegeben.

a) Wir zeigen zuerst, dass M dicht in C([a,b],K) dicht liegt. Sei ¢ > 0 gegeben. Weil
(C([a, b],K) C R([a,b], K)(Riemann-integrierbare Funktionen) gilt, wéhle ¢ < a; und

by < b mit
af ) 52 b 5 52
[ lt@lPas < S a [ @) < 5 (®)
a by
Es folgt, dass
fe:la,b) = K
a“‘f%“af(x) fira <z <ay
T f(z) fir ay <ax <by
v f (@) fiir by <2 <b



folgende Eigenschaft hat: f. € U.(f) N M. Dies sieht man so: zum einen gilt f.(a) =0 =
fe(b) und zum anderen gilt fiir den Abstand zwischen f. und f:

af ar—x)? b x—by)?
||f—fe|2=\/ [ @R [ser G g ®)

E[a,af] Z'E[bf,b]
[e2 g2 5
< Z + Z == ﬁ < €. (7)

b) Der Raum L?([a,b],K, (-,-)) ist die Verfollstindigung von C([a, b], K) (Siehe Definition in
Beispiel 1.123 im Skript) beziiglich der durch (-, ) induzierten Metrik. Nun ist nach a),
M dicht in C([a, b],KK). Sei also f € L?([a,b],K, (-,-) und € > 0 gegeben. Weil C([a, b], K)
dicht in L?([a, b], K, (-, -)) ist wéhlen wir f" € C([a,b],K) mit ||f — f'|l2 < § und weil M
dicht in C([a,b],K) ist finden wir f” € M mit || — f'||2 < 5. Insgesamt gilt dann

If=f"l2 < Mf = £l + 11 = £l < (8)
O

M “ T T su M ' x x
S\/xsup (afa)Q/a |f(z)]2dx + p (b—by)? /bf |f(z)]2d (6)

Aufgabe 4

a) Es seien (M, Ty), (N,Tn), f, g und A wie in der Aufgabenstellung. Seien 2 € M und
f(z) € U € Ty und g(z) € W € Ty beliebig gegeben. Dann sind f~1[U] und g~ [W]
offene Umgebungen von z, deshalb ist auch f~1[U] N g~![W] eine offene Umgebung von
x. Wihle nun a € f~1[U] N g 1 [W]N A, dann gilt einerseits f(a) € U und andererseits
f(a) = g(a) € W. Insgesamt ist W N U # (). Insgesamt gilt also

Vo€ MU, W € Ty : (f(z) €U Ag(z) € W) = UNW # 0. 9)
Weil (N, Ty) ein Hausdorffraum ist gilt
Vy#2eN:JUWeTy:2zeUNyeWAUNW ={. (10)
Damit muss aber fiir alle x € M, f(z) = g(z) gelten.

b) Seien M, T, f,g und A wie in der Aufgabenstellung. Die Abbildung f — g ist stetig, weil
—1:R—> R,z —x, f, g, die Komposition von stetigen Abbildungen stetig (Lemma
1.54) und die Addition ebenfalls stetig ist (Lemma 1.62). Entgegen des tipps betrachten
wir nun B = (f —g)~! []0, oo[] C M, diese Menge muss offen sein, weil es das Urbild
einer offenen Menge ist. Weil A C M dicht in M ist gilt daher entweder B = () oder
BN A # (. Der zweite Fall ist jedoch widerspriichlich, weil fiir alle Elemente 3 von B :
fly) — g(y) > 0 gilt, wihrend fiir Elemente z von A : f(y) < g(y) gilt. Es folgt also
B = (), also folgt auch f < g.

Aufgabe 5

Sei p € N eine Primzahl.

a) Sei (an)nen eine Folge mit Werten in {0,...,p — 1}. Wir betrachten die Folge

(bn)neNo = (Z akpk> . (11)
k=0 n€eNg



Behauptung. Die Folge (by,)nen, ist eine Cauchyfolge

Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben und m € N so grof}, dass p~" < ¢ gilt. Dann gilt fiir alle
n>n >m:

n n—n/
dp(br, by/) :dp< Z akpk,0> =d, | p" Z Ak, 0| <p™ <e. (12)
k=n/+1 k=+1
Dabei wurde ausgenutzt, dass fiir alle z,y, z € Zy: d(z,y) = d(z + 2,y + z) gilt und die
Vielfachheit von p™ > p_it1 anr4xp" beziiglich p mindestens n/ ist.
Weil (an)nen eine Cauchyfolge ist und Z,, vollsténdig ist konvergiert diese in (Z,, d,).
Sei j wie in er Aufgabenstellung. Wir zeigen zuerst, dass sich Modulo Rechnung auf Z,
erweitern lasst. Zuerst erweitern wir es auf Z, fir alle Z € N wird fiir jedes 0 # r € Z
definiert —Zmod r := r— Zmod r. Wir erweitern Modulo Rechnung nur beziiglich p™ fiir
n € N. Nach der Vorlesung reicht es zu zeigen, dass fiir alle natiirlichen n die Funktion
-mod p" gleichméfBig stetig ist. Seit dafiir € > 0 gegeben. Wir wahlen § = p~", dann gilt
fir alle z,y € Z:
dp(z,y) <p " =3z €Z:|x—y|l=z2p" (13)
Also gibt es auch ein 2z’ € Z mit x — y = 2p", also gilt auch (z — y)mod p™ = 0 < e.
Damit ist mod p” fiir jedes n € N erweiteibar auf Z,. Davon werden wir in dieser Losung
exzessiv gebrauch machen.

Wir zeigen zuerst Injektivitat, dabei hilft die folgende Behauptung.

Behauptung. Seien Folgen (an)nen,, (bn)nen, € {0,...,p — 110 gegeben, die nicht
identisch sind. Wahle dann n := min{n € N | a,, # b, }, dann folgt:

dp (3 ((ar)reny)s 3 ((Ok)ken,)) =0 " (14)

Beweis: Wir zeigen dies durch den induktiven Beweis folgender Aussage. Fiir alle N > n

gilt

N

dp (Z(ak — bi)p", 0) =p " (15)
k=0

Sei N = n dann gilt d, (Zﬁlo(ak — by)p", O) =dp((an —bp)p™,0) =p~ ", weil a,, — b,, €

p*{-p+1,...,—1,1,p— 1}. Sei fiir den Induktionsschritt (15) fir N > n erfiillt. Dann

gilt nach Induktionsvoraussetzung

N N

Z(ak — bg)pFmod p™ =0 A Z(ak — b)p*mod p" Tt £ 0. (16)
k=0 k=0

N+1

Hinzuftigen des nédchsten Summanden, (an4+1 — by41)p , andert daran nichts, denn

es gilt
(an+1 — bN+1)pN+1mod p" =0A (ans1 — bN+1)pN+1m0d pn Tl =0. (17)

Das beendet den Induktionsbeweis. Die Behauptung folgt dann mit der Stetigkeit von
dp, es gilt

N N
p = ngnoo dy (Z(ak — bk)pk, 0)) =dy (A}gnoo Z(a’k - bk)pka 0)) (18)

k=0 =0

=dp (Z (ax — bk)pk70)> =dy (Z arp®, > bkpk)> (19)
keNy keNy keNg

= dp(j((ar)keny )s J((br)ken ))- (20)

Insbesondere ist also dy, (j((ar )ken, ), 7 ((bk)ken, )) 7 O erfiillt und damit auch j((ax)ren,) #
J((br)ken, ). Nun zeigen wir Surjektivitat, sei dafiir « € Z,, gegeben.. Es gilt folgendes



Behauptung. Fiir jedes N € Ny gibt es eine Folge (a) Jken, € {0,..., N — 1}No mjt
ar =0 fiir alle k > N und dy, (z,j ((ap ren,)) <p V.

Beweis: Fir N = 0 ist die Aussage klar, weil d,(-,-) < 1 gilt. Sei daher fiir den In-
duktionsschritt ein N € Ny gegeben, fiir welches die Induktionsvorrausetzung gilt. Wir
haben also eine Folge mit (a} )ken, € {0,...,p — 1} mit o} = 0 fiir alle k > N und
dp (2,7 ((a Yren,)) < p~N. Wir definieren Ry := z — j ((ap )ren, ), dieses erfiillt

Rymod pV = 0. (21)

Falls Rymod pV*! = 0 ebenfalls erfiillt ist gibt es nichts mehr zu zeigen, wir nehmen
also T := Rymod pV*1 > 1 an. Es folgt (Ry + (p — T)p?)mod pN+! = 0, also wihlen

wir a%ﬁ = p —T. Zudem wéhlen wir agﬂ = akN fur k # N + 1. So folgt insgesamt
‘.Z' -7 ((akNH)keNo) ’ mod pN ! =0 (22)

und damit d, (2, ((ap Tken,)) < p~ ™+, Die durch die 2. Behauptung erzeugten
Folgen lassen sich fiir N — oo zu einer Grenzfolge fortsetzen. Das Bild dieser Grenzfolge
unter j hat Abstand 0 zu z aufgrund der Stetigkeit von d, und der in Teilaufgabe a)
gezeigten Konvergenz, ist also identisch mit x. Damit ist j surjektiv, also auch bijektiv.

O



