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Aufgabe 1

(a)

Sei (ay)nen eine Cauchyfolge. Dann gilt
VedneNVk>nVI>n:dlag,a) <e.

Angenommen lim sup sup d(an, a,,) = a > 0. Dann existiert eine Teilfolge (ap, )ken fir
n—oo m>n

die ein K € N existiert, sodass fiir alle k > K, sup d(ay, , an,,) > 5. Damit kann es aber
m>k

fir e = ¢ kein N € N geben, sodass VI > N und Vk > N : d(a,ar) < 1. Damit ist
(an)nen keine Cauchyfolge was ein Widerspruch ist.

Sei nun (ay )nen eine Folge mit lim sup sup d(an, am) = 0. Da d(a,b) > 0 fur alle a,b € M

n—o0o0 m>n
ist hier der lim sup ein lim, somit haben wir

Ve>03I NeNVn>N:supd(a,,an) <e.

m>n

Da d(ay, am) < sup d(ay, any) ¥V m > n folgt schon

m>n

Ve>03INeNVn>NVYm2>N :d(ay,an) < sup d(an, any) < €.

m>n
Damit ist (a,)nen eine Cauchyfolge.

Wir zeigen, dass (f(a,))nen eine Cauchyfolge in (N, d’) ist. Da (a,)nen eine Cauchyfolge
in (M,d) ist gilt

Vo>03I3meNVp>mVqg>m:d(ayag) <.
Weiter gilt, da f gleichméBig stetig ist:
Ve>036>0VzyeM: (dla,y) <d§=d(f(z), f(y) <e).

Sei also & > 0, wir miissen ein N € N finden, sodass fiir alle k,l > N,d'(f(a;), f(ar)) <e
gilt. Da f gleichméBig stetig ist, existiert ein §. > 0, sodass V x,y € M aus d(z,y) < 0.
schon d'(f(x), f(y)) < e folgt (x). Weiter folgt, da (a,)nen eine Cauchyfolge ist, dass es
ein N5, € N gibt, sodass d(an, am) < J. fiir alle n,m > Ns_ ist. Somit ist mit () nun
auch d'(f(an), f(am)) < € fir alle n,m > Nj_. Setzen wir nun zusammen:

Ve>03 N5, € NVk, 1> Ns.d (f(a), flar)) < e.

Aufgabe 2

(a)

Wir fithren diese Aussage auf die Definition der Stetigkeit: ,,Urbilder offener Mengen sind
offen zuriick. Dabei verwenden wir, dass wir Urbilder und Komplemente vertauschen
diirfen.

Sei f stetig und A C N abgeschlossen, also A¢ € Ty . Damit folgt f~1(A)¢ = f~1(A°) €



Tar und damit ist f~1(A) abgeschlossen.

Sei nun A C N eine offene Menge und f : M — N eine Funktion mit der Eigenschaft,
dass f~!(B) abgeschlossen ist fiir alle abgeschlossenen B C N. Da A offen ist, ist A¢
abgeschlossen. Somit ist f~1(A€) abgeschlossen und f~1(A€)¢ = f~1(A) offen. Es also
das Urbild unter f einer beliebigen offenen Menge offen, d.h. f ist stetig.

Aufgabe 3

Die Aquivalenz von (a) und (c) folgt unmittelbar aus Lemma 1.63 der Vorlesung, da die
Identitét auf offensichtliche Weise linear ist. Die Aquivalenz von (a) und (b) ist ersichtlich aus
der Definition der Stetigkeit:
id stetig < V B € 7). : id_l(B) =BeTa < Tis S Ta
Mit diesen Aquivalenzen sehen wir nun leicht, dass
Je>0VzeV dzla<|zlz < T. S Tis

und
IC>0VeeV:|z|p SCHZ‘HA@N,HB S Tila

Zusammen ergibt dass

Je,C>0VazeV clr|a<|zlla <Clzlla e Tiya = Ts-

Aufgabe 4

(a) Seie > 0und = = (z1,..,Zn), ¥y = (Y1,.-,Yn) € M mit d(xz,y) < . Dann gilt ¢ >
( fur alle 1 < ¢ < n. Somit sind die kanonischen

d(z,y) > di(zi,y:) = di(f(2), f(v))
Projektionen gleichméfig stetig.

(b) Sei y,z € M; mit d;(y,z) = €. Dann ist d;((g:(v));, (9i(2));) = d;(z;,2;) = 0 fiir alle
j # 4. Somit erhalten wir

d(gi(y), 9i(2)) = max {d;((g:(xy));, (9:(2));)} = di(g:(W))i: (9:(2))i) = iy, 2) = &.

Die Inklusionsabbildungen g; sind folglich fiir alle 1 < ¢ < n isometrisch und somit
gleichméBig stetig.

Aufgabe 5

Sei z € K™ und j fest mit |z;| := max{|z;|1 <i < n} = ||z||o. Dann gilt |z;|? > |z;|P fiir alle
p > 0,0 <4 <n und weiter

n
o317 < 3 faal? <l
i=1
Da die Wurzelfunktion auf R monoton steigend ist, folgt weiter

1
n P
1 1 1
[#lloe = (lz5]7)7 < (E |in”> <nlzj| =n?|zjlle < nllz]s.
i=1

Somit haben wir fir alle p > 0
[2lloo < llzllp < nllz|l-

Weiter folgt fiir ¢ > p sofort aus |z;|/||z|p < |@i|/||z]leoc <1, V1I<i<mn:
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