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Aufgabe 1

Nach 2.11 der Analysis I Vorlesung ist U C C U {oco} genau dann offen, wenn
(a) UNC offen ist und
(b) falls co € U, existiert ein r > 0, sodass V € C aus |z| > r schon x € U folgt.

Die Metrik
2|z — y|

NiEarEN A
2

V1 [z

d(.’IJ,y) =

d(co, x) = d(z,00) :=

tut was wir wollen.

Wir tiiberpriifen, dass dies eine Metrik ist:

Seien z,y, z € C. Es ist klar, dass d positiv-definit und symmetrisch ist. Fiir die Dreiecksun-
gleichung verwende man

(x—2)1+yy) =2 —z+2yy —yyz = (x —y)(1 +72) + (y — 2)(1 + 27) (1)
und
. 2A—Ungl. 9 9 9 9
T+7z[" < 1+ 2ylle] +yl*[["+ < A+ [y[)A+[2]7) (2)
~——
<ly|2+|=]2

und damit erhélt man
oy _ _
|z — 2|1+ |y]") < |z —ylll +7z| + |y — 2|1 + 27|

(2)
< |z —yV1+[yPVI+ 122 + |y — 2[V1+ [2V1+ ]y

Nach Multiplikation mit
d(z,y) + d(y, z). Wegen

2 . . . .
Y E P RREW e ergibt das die Dreiecksungleichung d(z,z) <

2
— = lim
V3itlz? o vz \/1+|:c 2/ +1 oo

ist d eine Metrik auf C U {oo}.
Wir iiberpriifen, dass diese Metrik wirklich tut was wir wollen:
Sei d’ die Betragsmetrik auf C und U eine offene Menge bzgl. d. Sei weiter z € U N C und
§ > 0, sodass Us(z) C U. Fiir € := $ folgt schon U2 (z) C U¢(x). Somit ist U auch offen bzgl.
d'.

. . . e . < |z|\/1+4|z|?
Fir die Umkehrung sei U offen bzgl. d’. Sei nun x € UNC, z # 0, ¢ < RV rE und

< 1. Damit folgt fiir y € U mit d(z,y) < ¢

d(z,00) =

g
=t =
/1+|z]2y/1+4|z|2 = 1+I:Jv\2 = ,/1+\z|2

2[J| = [yl

<d(z,y) <5 =0< (62(1+|2[>) — )|y|? + 82|y + (62(1 + |z|*) — 4]=|?
NERrEN R (02(1 + [2]2) — )]y |2 + 8ally] + (52(1 + [2[2) — 4] [2)




Wir wenden die Mitternachtsformel an und erhalten mit a = 62(1 + |z|?) — 4,b = 8|z|,c =
82(1 + |z|?) — 4)z)? :

| ]
dz| + (1 + |z|2)Va — 62 *STERE 6|z
= < < — = 2|zl.
W= —mat P s 3 =

D.h. fiir z € U NC folgt aus d(z,y) < J:

2 =yl < 61+ [22V/1+ 422 = ¢, Uf(z) UL ().
Ist z =0, so liefert § :=¢ fiir e < 1 mit |z —y| = |y| < \/W < ¢ dasselbe Ergebnis.
Fiir co € U,6 < 1,U¢(00) C U und |y| > r:= /5% — 1 gilt weiter

4 4
T:\/ﬁ—l<|y\:>T|y‘2<(52$d(y,oo)<5:>y€U§l(oo):yeU

Bleibt Ug(c0) C U zu zeigen. Aus U¢ C U2 (0), folgt fiir § < ﬁ dass fiir alle y €
Ug(00), ly| > r und somit Ug(cc) € U.

Aufgabe 2

Dem Hinweis folgend imitieren wir den bereits bekannten Beweis. Fiir f = 0 oder g = 0 ist die
Aussage klar. Sei nun f # 0, g # 0 und damit auch || f|| > 0, ||g|| > 0 fiir jede Norm || - ||. Nach
Voraussetzung ist aulerdem | fl|,, [|gll, < oo, da f unf g stetig auf dem kompakten Intervall
[a, b] sind. Insbesondere gilt nach Aufgabe 1.4 schon

]f@) <M<</u 2)] da.
b

Sei zunéchst 1 < p < oo. Mit Gleichung (3),1.20, d.h. mit

aP  b?
ab < — + —, V0<a,b< o
p q

schliefen wir fiir a = i wie folgt

flf gz / 2o
£ 1lpllgllg ||f||pH9||q

/Cﬁﬂg+fﬁf)dx

q
mmb/” muu/m )t de

—Hfl\p —Hg\l"

IN

Der Fall p = 1,q = oo folgt direkt aus |g(z)| < max{g(y) : ¥y € [a,b]} = ||g|lco- Dieses
Maximum existiert, da [a,b] kompakt ist.

J1r@llg@)dz < Ll [17@)ldz = 171hlgl
b b



Aufgabe 3

(b) = (a) :
Gilt (b) so folgt:

Y FDeG) = ad  FOFDIFDP 2 =ad IfHIP =alfl3

jeI jerl jerl

sowie

Q=

lgllq = allhlly = o [ DIFGIP D] =allfll7.

jer

Wegen 2+1=p (1 +1) =p, folgt, dass |[fll,llgll, = allfII7 = 5 ()90
VIS

(a) = (b) :

Im Fall g = 0, wihle o = 0. Fiir g # 0 ergeben sich aus (a) die Bedingungen
Z fig(G) >0 (2) Gleichheit in der Holder-Ungleichung
Jjel

Insbesondere ist > f(7)g(j) € R.
jeI
Wir machen zwei Beobachtungen:
(i) Aus dem Beweis der Holder-Ungleichung (Skript S.13) folgt: (2) ist genau dann erfiillt,
wenn in der Konvexitédtsbedingung der Exponentialfunktion Gleichheit gilt, d.h. genau
DL yng b = WY Da log auf (0, 00) injektiv ist,

dann wenn log(a?) = log(b?) mit a =

I1£1l llgllq
folgt a? = b7, also 3 « > 0 (genau « = Hj‘clﬁﬂql), sodass V j €
FG 9N _
ol s = ol ( = lg = o)
NP "\ lgllg
wobei wir benutzen, dass £ = p — 1. Somit existiert ein v € K mit |y(j)] = 1 und

9(3) = alf(G)IF (), Vel
(i) Wegen Z LFODIgI =122 FGgDl = [Ifllpllglle = >0 [f(G)g()], also 32 |f ()9 =
jeI :m) jeI jeI

S 1G)a). ot 1G)ali) € RV j €1 J
J

Mit diesen beiden Beobachtungen erhalten wir nun fir alle j € I mit f(j) #0

OGP eRy
= f(i)v() eER,
SG)
MO €R.
W fU) =
MO
(DI = FO)
() = ol F()P2TT)

Da fiir alle j € I mit f(j) = 0 mit (i) g(j) = 0 folgt, erhalten wir somit insgesamt g = «h.
(x) : Da W’ |7(5)| = 1 existieren 0 < z,y < 27 sodass &83‘ = ¢ und v(j) = ™. Aus

|;8§"Y(j) — ein(zty) ¢ R folgt schon x = —y.




Aufgabe 4

Beweis durch Widerspruch: Angenommen es existiert U € 7 mit [0,1\U € T und U # 0, U #
[0,1]. Sei
x:=sup{y € [0,1]|[0,y] € U Vv [0,y] € U°}.

Ist = 0, dann existiert fiir alle £ > 0 keine ¢ Umgebung B, (0) um den Punkt 0 mit B.(0) C U
oder B:(0) C U°¢. Somit ist 0 weder in U noch in U¢, da in der Standardtopologie alle offenen
Mengen Nachbarschaften ihrer Elemente enthalten.

Somit ist > 0. Angenommen z ist in U. Da U offen ist existiert ein € > 0 sodass B.(z) C U.
Damit ist auch das Intervall [z, x+¢/2] C U und mit der Definition von z auch [0, z+¢/2] € U.
Dies ist aber ein Widerspruch zur Supremumseigenschaft von z.

x in U¢€ fithrt man komplett analog zum Widerspruch.

Somit kann weder x = 0 noch & > 0 gelten, womit wir unsere erste Annahme zu einem
Widerspruch gefithrt haben.



