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Aufgabe 1

a) i) Wir parametrisieren den Weg mit ¢(t) = (¢,¢),t € [0,1], dann ergibt sich fiir w

322yda + 23dy = 3t3dt + ¢3dt = 4t3de, (1)
und damit X
/ w= / 4t3dt = 1. (2)
Cy 0
Fiir x ergibt sich
ydox — xdy = tdt —tdt =0 (3)

und daher auch [, x = 0.

ii) Dieser Weg parametrisieren wir mit (¢,2),¢ € [0, 1]. Damit ergibt sich fiir w

3x2yda + 23dy = 3t*dt + t32¢dt = 5tide, (4)

1
/w:/ 5ttdt = 1. (5)
Cz 0

Fiir y ergibt sich ydx — xdy = t2dt — 2t2dt = —t?dt und fiir das Wegintegral ergibt

sich dann
! 1
/ x=/ —t?dt = ——. (6)
Cz 0 3

ili) Der dritte Weg wird aufgeteilt in zwei Wege, genannt C3 1 und Cj o, die parame-
trisiert werden mit (¢,0),¢t € [0,1] und (1,7),7 € [0, 1]. Fiir w ergibt sich auf den
beiden Teilwegen

also wird das Wegintegral

w(t)le, , = 3a?(t)y(t)dz(t) +°(t)dy(t) = 3t* - 0dt + 70 = 0, (7)

w(r)lg,, =3 1rdl + 13dr =dr (8)
und daher fiir den Gesamten Weg

1
/w:/ w—i—/ w=0+/ dr =1. (9)
C3 C31 C3.2 0

Die gleiche Konstruktion fiir x ergibt:
Xle, , = 0dt —td0 =0, (10)

Xle,, = 7dl = 1dr = —dr (11)

also fiir das Wegintegral

1
/ X:/ X—I—/ X:/ —dr = —1. (12)
C3 C3z1 C32 0

Wir stellen also fest, dass die Wegintegrale bei w nicht vom Weg abzuhédngen scheinen,
wahrend sie bei x vom Weg abhédngen.



b) Fiir w sehen wir
w=3zydz + 23dy =d (mgy) . (13)

Die 1-Form w ist also exakt mit Stammfunktion (z,y) — 2%y und daher geschlossen.
Nun finden wir, dass x nicht geschlossen ist, denn es gilt

—0r dy
i e 1
or L dy (14)

Aufgabe 2

a) Nach Definition 2.27 des Skriptes gilt mit f, g,w,l,m,n, U, V,W wie in der Aufgaben-
stellung und x € U

(S (g% W)))e = fH(wodg)e = (wodg)sa) 0 dfe = wy(sa)) © (d9)s@y 0 dfe  (15)
fir die linke Seite der zu zeigenden Gleichung. Fiir die rechte Seite gilt
« A
(9o f)'w)e =(wod(go f))e = (wodgodf)s = wy(f(z)) ©dgs(w) © dfaz, (16)
wobei wir bei A die Kettenregel verwendet haben.

b) Die gewiinschte Identitéit folgt daraus, dass die Linearisierung der Identitéit gleich der
Identitét ist. Es gilt fiir . € W

(idjpw)z = (wodidw) = (woidw )z = wy. (17)
O

Aufgabe 3
Es sei C C W eine Kurve durch ein Teilgebiet von R*,n € Nund w : W — (R")", z =
(z1,...,@n) = Yy fi(z)dx, weiter sei ¢ : [0,1] — C eine Parametrisierung von C. Dann
gilt

L= [ 3 atewn a2 757 ppim) 0ar

c 0 : dt 1 : T
=1 =1

Das letzte Integral beschreibt dabei |, ¢ w in umgedrehter Durchlaufrichtung. O

Aufgabe 4

Seien wie in der Aufgabenstellung V' C R™ n € N ein sternférmiges Gebiet mit Zentrum 0
und h : [0,1] x V. — V,h(t,z) = tz gegeben. Sei auferdem w = ;" yda; € Z'(V) eine
geschlossene 1-Form mit Koeffizienten «; : V' — R glatt. Nun werden wir gebeten

f(z) = Iyh*w(z) = Iy (wodh), (18)

zu berechnen. Nun ergibt sich

wodh = Zal(ta: (txy) Zal (tz)(tdx; + x;dt) = Zal (tx) xldt—l—tZal (tz)dz;. (19)
=1 1=1

=1 =1

Beispiel 2.130 entnehmen wir dann

Iy h*w( / Zal(tx)xldt:Zml/O aq(tz)dt. (20)
=1 =1



Damit ergibt sich

1 n

df(z) = Z/O ay(tz)dtda +le/ ZDM (ta)tdagdt,
=1

weil w geschlossen ist, konnen wir die Ableitungen austauschen. Damit gilt

Z/ oy (tz)dtda; + ZZSL’[/ tDyay, (te)dtdxy. (21)

k=11=1

Nun den zweiten Summanden kann man mit der Kettenregel zusammenfassen, sodass sich
partielle Integration anbietet

Z/ oy (tx)deda; + Z/ t—ozk (tx)dtdxzy (22)
1
= Z/ oy (tz)dtda; + Z tak(tm)ﬁ:() Z/ ay(tz)dtday, (23)
0 k=1 k=1

ag(x)day = w(z) (24)
k=1



