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Aufgabe 1

Seien m € N und die Folge (hi)reny € R gegeben. Fiir jedes n € N definieren wir ha,
(h1,...,hy) € R™ Dann ist zu zeigen, dass

«
= 3 ot w
a€EN™ ’

|a]=m

gilt. Wir erinnern uns dabei daran, dass fiir einen Multiindex @ € N der Betrag und die

Fakultit so definiert sind N N
laf == Z ap A al = H oyl (2)
k=1 k=1

Vektoren zu Potenzen von Multiindizes a gleicher Dimension n sind definiert als
n
hyy =TT ne* (3)
k=1

Gleichung (1) koénnte man sowohl iiber Induktion iiber m als auch iiber Induktion {iber n
zeigen. Wir entscheiden uns fiir die zweite Variante. Dabei Ist der Induktionsanfang bei n = 0
trivial, fir n = 1 gibt es ebenfalls nichts zu zeigen und fiir n = 2 reduziert sich (1) auf
die binomische Formel, welche letztes Semester gezeigt wurde. Wir beschrénken uns also auf
den Induktionsschritt fiir ein n € Ny mit n > 2. Sei ein solches n gegeben. Wir Klammern die
Summe zuerst so, dass die Induktionsvoraussetzung anwendbar ist und verwenden dann (1) fiir
n = 2 noch einmal explizit. Aufgrund von (3) kann man Potenzen von Vektoren elementweise
auseinander ziehen. Im folgenden steht « = (a1, . . ., ;) fir einen n-dimensionalen Multiindex.
Es folgt

(hl +--F hn + hn+1)m - (hl R hn—l + (hn + hn-l—l))m - Z |Z| (h1, sy hn—h hn + hn—i—l)a

GEN"
\a|:m
|Oé|' o e ‘Oé| — kian,—k
= Z j(hl,-..,hn—lyl) (hn"‘hn—i—l) La— Z ol (h,l,... n— 1, Z h’nh’n+1
aeNg ’ aENg k=
|a|=m \oz|:m
« all a
DI CNNNERIEE SR TR DD DI & (TSN
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Z Z 01,-~-,an_1,a,b)!( 1, sy Itn—151tn, n+1)

a€eN?  a,beNg

lo|= m atb=an,

Wobei in der letzten Gleichheit der Faktor a,,! gekiirzt wurde. Wir stellen nun fest, dass
a1 + an_1 +a+b = m gilt und damit der im Exponenten und im Nenner auftauchende
Multiindex den gleichen Betrag hat wie a. Zudem summieren wir iiber alle Multiindizes mit
dieser Bedingung. Man kann das Ergebnis also auch so umschreiben

B | .
(hl + +hn+h'n+1)m = Z ﬂ! n+1- (4)
penptt

|B]=m



Aufgabe 2

a) Essind die Stationiiren Punkte der Funktion f : R? — R, (z,y) — ((z+y)?—1)?+(z—y)?
zu finden und zu charakterisieren. Wir berechnen zuerst den Gradienten:

2z +y)? =12z +y)+2(x—y)
Vi(z,y) = (2((I+z)2 ~ 1)2(z+z)+2(yz)> ®)

Dieser verschwindet genau dann wenn das Gleichungssystem

2((z +y)* —1)2(x +y) +2(z —y) =0
2((x +y)? =12z +y) +2(y —2) =0
erfiillt ist. Der erste Summand ist jeweils der Gleiche und der zweite Summand unter-

scheidet sich nur durch das Vorzeichen. Das Gleichungssystem ist also dquivalent zu der
Aussage

z—y=(z+y)?-12@=+y)=y—= (6)

Damit muss sowohl x = y als auch (z +y)? — 1)2(z + y) = 0 erfiillt sein. Wir setzen also
x =y in die zweite Gleichung ein und erhalten

(42 — 1)4x = 0. (7)

Diese Gleichung ist erfillt wenn z = 0 oder x = % gelten. Insgesamt gibt es also drei
stationare Punkte, (0,0), (0.5,0.5) und (—0.5, —0.5). Um diese Punkte zu charakterisieren
berechnen wir die Hessematrix von f

> _ (8@ +y)?+4(r+y)? -1 +2 Sx+y)’+4((z+y)?-1) -2
Dt (,y) = (8(x+Z)2+4((a:+z)21)2 8(x+§)2+4«x+§)?1>+2> (®)

_(12(x+y)?P—2 12(x+y)?—6
_<12(x+ggj)2—6 12(x+z)2—2> (9)

Wir unsere drei stationdren Punkte ergibt das

D2£(0,0) = (:z :g) (10)

2 (10 6
D= f(£0.5,£0.5) = (6 10) (11)
Wir berechnen die Determinante von D?f(0,0), diese dafiir gilt

det D?£(0,0) = 4 — 36 = —32. (12)

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass die Determinante gleich dem Produkt der
Eigenwert ist. Da die Determinante negativ ist, hat D?f(0,0) einen positiven und einen
negativen Eigenwert. Damit ist D?f(0,0) indefinit und der stationire Punkt (0,0) ein

Sattelpunkt.
Fiir D? J(+0.5,+0.5) ergibt Anwenden des Cholesky Algorithmus (Verfahren 2.51 im Skript),
mit der Notation aus dem Skript d; ; = 10,d22 = 10 — % =6.4,t10 = % = 0.6. Damit
(da,2 ist positiv) ist D2f(:|:0'57:t0.5) positiv definit und es ergibt sich
9 1 0\ /10 O 1 0.6
D fxos+09 = (0.6 1)lo 64/\0 1 (13)



Die beiden stationdren Punkte (£0.5,40.5) sind also jeweils lokale Minima. Fiir eine
Zeichnung der Konturen siehe
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Es sind die Stationiren Punkte der Funktion f : R? — R, (z,y) — 2(z+y)>—3(z+y)*+y?
zu finden und zu charakterisieren. Wir berechnen zuerst den Gradienten:

_( 6e+y)?—6(z+y)
Vi(z,y) = (6(37 + y)Qy— 6(z+y) :i 2y>. o

Dieser verschwindet genau dann wenn das Gleichungssystem
6(z+y)> —6(x+y)=0
6(x+y)> —6(z+y)+2y=0

erfiillt ist. Abziehen der Gleichungen liefert die Bedingung y = 0. Einsetzen in die ver-
bleibende Gleichung ergibt

62?2 — 6z =0 <= (z=0Var=1). (15)
Nun berechnen wir die Hessematrix

2 12(x+y)—6 12(zx+y)—6
Df=<12(x+§>_6 12<x+§>_4) (16)

)

ausgewertet an den stationdren Punkten ergibt das
2 (-6 -6

und

P2f0.2) = (§ g)_ (18)

Die Determinanten der ersten Hessematrizen ist gleich —12, damit ist (0,0) ein Sattel-
punkt. Das Cholesky Verfahren fiir die Hessematrix bei (1,0) ergibt, dass diese positiv
definit ist, genau dann wenn (8 — &%) = (2) positiv definit ist. Der Punkt (1,0) ist also
ein Minimum. Fiir eine Zeichnung der Konturen siehe
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¢) Nun diskutieren wir die beiden Funktionen

f:R? = R,(z,y) — Re cos(x + iy)
g:R* 5 R, (x,y) — Im cos(z + iy).

Zu Beginn formulieren wir die beiden Funktionen um. Es folgt fiir z,y € R

1., ‘ 117, . .

Re COS(IL‘ —+ Zy) = §Re (ezz—y 4 e—zm+y) — 55 |:e’“5—y + e—“U‘H/ + efT—y 4 e—zx+yj|
11 .. . ) )

— 55 [ezx—y + e—zz+y + e Ty + ezx+y]

1
=3 [e_y cosz + e cos x] = cosx coshy

und
; L iz — —izt [ . i+ T ——
Im cos(x+zy):§lm(e Yte y):§2— (e Yt+e y—(e” Yte ”ﬂ/))
i
11, ) ) ) 1
=35 (7Y 4 e — 7TV _ g HY) = 3 (e7¥sinz — e¥sinz)
i
= —sinhysinx.
Die Gradienten der Funktionen sind
_ (—sinzcoshy _ ([ —coszsinhy
Vi@.y) = < cos z sinhy ) ’ Vy(z,y) = (— sin z cosh y (19)

Die Bedingung V f(x,y) = 0 ist gleichbedeutend mit
sinz coshy =0 A coszsinhy =0
<~ dn,keZ: [m:mr/\ <(y=0\/x= (n-l-%) w)]
< dneZ:(y=0Az=nm).

Es gibt also stationdre Punkte bei y = 0 und « = nr fiir alle n € Z. Wir stellen daher
die Hessematrix auf

9 _ (—coszcoshy —sinzsinhy
D f(z,y) = (—sinxsinhy cosx cosh y ) (20)

wenn man die stationdren Punkte einsetzt ergibt das (unter Beachtung von cos(nw) =
(=1™) -
) [(~(=D" 0



Wir kénnen also ablesen, dass die stationdren Punkte Sattelpunkte sind. Nullsetzen des
Gradienten von g liefert

cosxsinhy =0
sinz coshy = 0,

Die gleichen Umformungen wie schon im ersten Fall fiihren wieder zu y = 0 und = =
nm,n € Z. Die Hessematrix fiir g ist

2 _( sinzsinhy  —cosxzcoshy
D7g(z,y) = <— cos x cosh y —sinxsinhy) (22)

und einsetzen der stationdren Punkte ergibt
2 _( 0 (="

Die Determinante dieser Matrix ist gleich —1, was bedeutet, dass auch g nur Sattelpunkte
und keine Extrema hat. Die Konturen sind in den folgenden Graphiken zu sehen (zuerst
f dann g). Dabei ist zu beachten, dass die Konturen entlang denen f konstant bleibt
und welche den stationidren Punkt schneiden die Richtung des schnellsten Anstiegs bzw.
Abfalls von ¢ sind und umgekehrt.
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Aufgabe 3

a) Sei n,k € N und A € R"™™ gegeben. Wir sollen die Ableitung von f : R"*" —
R™*" A s A* finden. Sei B € R™*" gegeben. Wir verwenden dabei die Formel aus
dem Skript (zur Eindeutigkeit der Ableitung df,)

Afa(B) = lim £ (/A +B) - () = lim 7 (A +eB) ~ 4. (20

Die Potenz von (A + tB) ist eine lange Summe bei der sich die Summanden dadurch
unterscheiden ob der [—te Faktor A oder B ist. Es gibt insgesamt 2* Summanden, wovon
einer AF ist und der Rest mindestens einen Faktor von ¢tB enthilt. Damit ldsst sich df
so umschreiben:

k
1
dfaB =lim- > [[Gnod+d.atB)
1€{0,1}¥\{(0,...,0)} a=1

k
k
lim 3 ¢ L T (G104 + 81,1 B).

=0
1€{0,1}5\{(0,...,0)} a=1



Der Exponent von ¢ unter der Summe ist immer mindestens 0. Alle Summanden bei
denen dieser Exponent grofler ist als 0 ist verschwinden im Limes, die verbleibenden
Summanden sind jedoch genau die Terme bei denen der Faktor B nur einmal auftaucht.
Damit ergibt sich

k
dfa(B) = lim Z H 01,04+ 01,1 B)

t—0
1€{0,1} K\ {(0, ..., o)}a 1
bell,.. ,n}lb

=§:1<CH1A)B II 4= ZAC LBpARe.

b=c+1

Sei U wie in der Aufgabenstellung und A € U gegeben. Fiir die Konvergenz von
= 1
exp(A) =) HAk (25)
in || - [|cr miissen wir zeigen, dass
M1
P W )
flir N — oo konvergiert und ebenso
sup i L i ATt BAR=e (27)
sev || B i R xn_yRAxn

fir N — oo konvergiert (dabei wurde Teilaufgabe a) verwendet). Sei dafir B € U
gegeben. Zudem gilt fiir alle Z € R™*"

1Z|znxn smnxn = | Z]lRn zn, (28)

wir beweisen nur einen der beiden Félle, der Zweite geht analog. Sei dafiir Z € R™*™
gegeben. Es gilt einerseits unter Verwendung von Submultiplikativitat der Operatornorm

||Z|‘Rn><n*>]Rn><n = Sup ||ZB||]R17._>]R71
BERNX™N
| Bllgn —zn
< sup [ Z7||gn e || Bllre sre = |1 Z ][R0 sEn
BeERN X7
| Bllgn —rn
und andererseits
||ZTH]Rn><n_>]Rn><n = sup HZTB||R7L~>R” Z ||ZT]].||R71‘>Rn = ||ZT||Rn*>Rn.
BERnNXn
| Bllgn —rn

Nun kommen wir zur Abschétzung der Exponentialreihen, wir verwenden dabei dass
diese Reihe auf ganz R konvergiert. Im folgenden wird die Operatornorm von R" nach
R™ durch || - || abgekiirzt. Sei N € N gegeben, dann gilt wiederum unter Verwendung der
Submultiplikativitdt der Operatornorm

N o
2 B

N

1
<3 4t

k=0

RnXn_sRnXn

N
= |2 mAE
N

1
Z A1 1B] < 4By
k=



Analog dazu fithren wir die Abschiatzung der Ableitung:

N 1 k
E - E AcleAkrfc
k!
RnXn_sRnXn k=1 c=1
k N k N

_ e 1 _ k _
P AITHIBIIAI = D2 = Y A 1B = 5141 1B

c=1 k=1 c=1 k=1

AcleAkfc

N 1 k
< Z H Z HAcleAkch

k=1 c=1

ET“H

M T

=| ~

1
IAH 1Bl < be |A|°|IB|| = e AIBY|.
b b=0

I
<

Die beiden fraglichen Reihen konvergieren also beide gleichméBig.

Um die Behauptung der Aufgabe zu iiberpriifen fiihren wir zunéchst das Integral aus.
Dieses lésst sich zu

tA (1-t)A a b
/O Bel=04q¢ = /Z ABZb'Adt (29)

gleichm. Konvergenz a b a b
ZZwA BA/O £2(1 — )bt (30)

a=0 b=0

umformen. Es gilt also dieses Integral zu l6sen, wir erweitern zuerst die Obere Grenze
zu einem allgemeinen y € R und finden die rekursive Beschreibung

(- (1)) (31)

y
VCEN:/ (1 =¢t)edt =
0 c+

r+1 [Y
—— [ t"(1—t)“Ttat. (32
[ ra-otae @2

Mit der Abkiirzung By 4(y) == fol t(1 — t)°dt, fiir a,b € Ny werden daraus

v ~1
o 1 —)edt = ——y (1 — y)et!
VereN: [ - tra = -y

1
Vee N: By.(y) = 1—(1—y)tt 33
ceN: Boely) = —(1- (1= (33)
Ve,r € N: B ()—_—1’”“(1— )C+1+T+IB (y) (34)
) P Drg1,e\Y —C+1y Y et 1 re+1\Y)-

Damit findet man (mit einem leichten Induktionsbeweis) fiir a,b € Ny

a—1 k—1
e 1 (a—=1) ald! atbil
Ba,b(y) = kZ:Oy k(l y)b+k+ H§c+01(b+ ) + (a +bh+ 1)[(1 - (1 - y) o ) (35)

Fiir (30) bendtigen wir B, (1), an diesem Punkt bleibt nur vom letzten Summanden der
Vorfaktor iibrig. Damit ergibt sich

1b!
e A Bel=0Aqt = 7“ ) 36
/0 Z Z Ibl a+b+ 1)! ( )

a=0 b=0

Nun ordnen wir die Summe um um auf den Ausdruck aus b) zu kommen. Das Umordnen
ist moglich, weil die Reihe absolut konvergiert. Wir setzen dabei a+1 =: c,a+b+1 =s,
damit folgt

1 oo s
1
eABel=044t =Y " =" A°TIBA®¢ = dexp4(B). (37)
I Lo o
Damit folgt insbesondere d expry = Idgnxn. O



Aufgabe 4

a) Seien M, f,n € N und s > 1 wie in der Aufgabenstellung gegeben. Nach dem Satz von
Schwarz vertauschen die Ableitungen von f, wir berechnen

_ / " / ) / Dy Doy, dtdyds = — / " / “(Duf(,8) — Dy f(y, 1)dyds
n+1

n+1
_ / (F(.8) — F(ns) — F(e1) + F(m1))de = f(n.s) — f(n1) + / (1) — f(z, 5)da.

n

Was zu zeigen war.

S

b) Nun setzen wir f(x,s) = 2~ ° ein und erhalten auf der rechten Seite

n+1 n+1 n+1
sy~ 10+ [ ) - g =t [ e Ly [T

n n
1

1
—s 1— 1-s
=n —175((n—|—1) f—n )—g—i-log(n—i—l)—logn

und auf der linken Seite

n+1 s s n+1 s s
—/ / / D1Ds f(y, t)dtdydx = —/ / / (—1)D, log(y)y*dtdydz
n n J1 n n J1
n+1 S s
= / / / y N1 — tlog(y))dtdydx
n n 1

c) Seien y € [n,n+ 1] und ¢ € [1,2] gegeben. Wir schétzen die beiden Faktoren unabhéingig

voneinander ab, es folgt
y>1,t<2

gyt TS T <2 (38)
und mit der Dreiecksungleichung
[1 —tlogy| <14tlogy <1+tlog(n+1) <2+ 2log(n+1). (39)
Zusammengenommen ergibt das
sup  sup |(1 - tlogy)y‘t_1’ < 2(log(n+ 1) + 1)n~2 (40)

yE€[n,n+1] t€(1,2]

Fir 1 < s < 2 berechnen wir
n+1

/nn+1 /ns /1‘9 2(log(n + 1) 4+ 1)n " 2dtdyds = / (z = n)(s = 1)2(log(n + 1) + 1)n~*dx

n

= (s — 1)2(log(n + 1) + 1)n"2

Zusammen mit dem Ergebnis aus b) ergibt das

< (s—1)(log(n+1)+1)n"2. (41)

1 l1-s _ ,1—s
‘ns (n+1) n

1
- fﬁ+log(n+1)flogn

d) Wir stellen zunéchst fest, dass die folgenden Reihen konvergieren




neN n=1

wobei v die Euler-Mascheroni Konstante ist.
Aus b) und c) folgt also

Z (ns 1 i . (n+1)°—n'"%) - % +log(n+1) — logn)

<(s-— I)Z 710g(n) 1 < 0.

’I’L2
neN

Wir erkennen die eben besprochenen Teilsummen wieder und schreiben

I 1
mit C 1= Ogﬂ# um:

((s) +

— Ay < (s—1)C.
[, s -1C

Damit gilt

N
Z (711 —log(n + 1) + log(n )> = lim <<Z i) log(N +1) + log(1 )> s



