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Aufgabe 1

Zuallererst sollte man sich die Definition der Metrik in Erinnerung rufen (Definition 1.1 im
Skript).
Unser Modell lautet nun wie folgt:

(a) Sei S die Menge aller Stadte und K C Sx S die Menge aller Direktverbindungen zwischen
den Stadten, wobei fiir K gilt: Vse€ S 3 € 5:(s,¢) € K.
Sei Jis,sy C S eine Menge von Stidten {so, ..., s|;/} mit der Eigenschaft so = s, 57 = s’
und (s, $;41) € K fiir alle ¢ < |J|. Damit kénnen wir jetzt d definieren

1]

d(s,s') = min Zt(8i78i+1)

J(S’s/)CS =0

Wobei d(s,s) = 0V s € S. Dies miissen wir separat definieren da (s,s) ¢ K und somit
t(s, s) nicht definiert ist.

(b) Man kontrolliere die 5 Eigenschaften die eine Metrik definieren:
1. Nicht-negativ: Da t(s,s’) > 0 fiir alle (s, s’) € K ist auch

17|

d(S,Sl) = J(m,i)nCS Zt(si75i+1) > J(m/i)nCS {t(So,Sl)} > 0.
o8 i=0 5,8

2. Symmetrie: (angenommen t(s,s’) =t(s',s) V s, € 5)
Beweis durch Widerspruch:
Angenommen Js,s” € S : d(s',s) > d(s,s’), dann existiert J = {sg,..., s/} C S:
1] e
d(s,s') = Zt(sia5i+l) = Zt(sj,5j+l) > d(s',s) > d(s,s).

i=0 =0

Somit haben wir in d(s,s’) > d(s, s’) einen Widerspruch.
3. Dreiecksungleichung:
Beweis durch Widerspruch:
Angenommen 3s,p,q € S : d(s,q) < d(s,p) + d(p, q): Widerspruch zur Minimalitét
von d. Da d(s, q) als die kiirzeste Verbindung von s nach ¢ definiert ist.

4. Selbstabstand Null: offensichtlich nach Definition d(s,s) =0 Vs € S.

5. Sei s,8 € S mit d(s,s’) = 0.
|7]

Es gilt d(s,s’) = ; min B > t(ss, siq1) p oder d(s,s’) =0 fiir s = s'. Da t(p,q) >
(s,s"C i=0

0V (p,q) € K bleibt nur der Fall d(s,s’) =0 fur s = ¢'.

Aufgabe 2

Zuallererst sollte man sich die Definition der Norm in Erinnerung rufen (Definition 1.3 im
Skript). Wir wissen bereits, dass der Absolutbetrag | - | auf K eine Norm ist.



o || - |l1 : Wir iiberpriifen die 4 Eigenschaften einer Norm:
1. Nicht-negativ: Sei & = (21, ...,2,) € K™ . Da |z;] > 0 fir alle j = 1,...,n ist auch
n
el = 3 Jay| 20

J
2. Homogenitdt: Sei © = (21, ...,2,) € K” und A € K. Da K" ein Vektorraum ist, ist
n n
Ax = (Az1, ..., Azy,) und somit || Azl = > [Azj| = > |M|z;| = |A|||lz]|1. Wobel wir
j=1 j=1
benutzen, dass | - | auf R eine Norm ist.
3. Dreiecksungleichung: Sei © = (z1,...,%n),y = (Y1, .-, yn) € K. Da K" ein Vektor-

n
raum ist, ist t+y = (1 +y1, ..., T +Yn). Somit haben wir ||[z+yl1 = > |z;+y,| >
j=1
n
> (lz| +1y;1) = ||zl +[Jy|l1. Wobei wir wieder benutzen, dass |-| auf R eine Norm

=1
st.

<

—

4. Sei x = (z1,...,x5) € K® mit ||z]l; = 0. Dann ist auch > |z;| = 0 und somit
j=1
|z;| = 0 fiir alle j < n. Da |- | auf R eine Norm ist, ist folglich z; = 0 fiir alle j <n
und deswegen auch & = (z1, ..., Zy,).

o || |looc Wir tiberpriifen die 4 Eigenschaften einer Norm:

1. Nicht-negativ: Sei & = (z1,...,x,) € K" . Da |z;] > 0 fir alle j = 1,...,n ist auch

Jalloe = max{fzi], .. |za]} > 0.

2. Homogenitdt: Sei x = (21, ...,zn) € K" und A € K. Da K™ ein Vektorraum ist, ist
Az = (AZ1, ...y AZp) und somit || Az ||ee = max{|Az1], ..., |Azp|} = max{|\||z1], ..., |\||zn]} =
[All|z||cc- Wobei wir benutzen, dass | - | auf R eine Norm ist.

3. Dreiecksungleichung: Sei x = (x1,...,xn),y = (y1,-..,yn) € K" Da K" ein Vek-
torraum ist, ist * +y = (x1 + Y1,.., Tn + Yn). Somit haben wir ||z + Y|l =
max{|z1 +y1], ., [Tn +ynl} < max{|z1]+|y1l, ..., [2n] 4+ |ynl} < max{|ay|,..., |zal} +
max{|y1], ..., |Ynl} = |]lco + [|¥llco- Wobei wir wieder benutzen, dass | - | auf R eine
Norm ist.

4. Sei x = (21, ...,xp) € K™ mit ||z]cc = 0. Dann ist auch max{|z1],...,|zn|} = 0 und
wegen |z;| > 0 fiir alle j < n somit auch |z;| = 0 fiir alle j <n. Da |- | auf R eine
Norm ist, ist folglich ; = 0 fiir alle j < n und deswegen auch « = (z1, ..., z,).

Aufgabe 3

Zuallererst sollte man sich die Definition der p-adischen Metrik in Erinnerung rufen (Beispiel
1.3 im Skript).

n
Zuerst eine Beobachtung: a, = Y. 9-10F = 9..9 und a,, + 1 = 10"*! = 5n+1.on+l

k=0 n+1lmal

vp(k) ist die Potenz mit der p in der Primfaktorzerlegung von k auftritt. Somit ist vs(a,+1) =
n + 1. Mit diesen Uberlegungen kénnen wir nun ds(a,, —1) berechnen:

ds(an, —1) = 5 vs(enth) = 5=t 23 g

1 n—Q

Zum Vergleich |a,, — (=1)| = |a, + 1] = 10" "— o

Aufgabe 4

(a) Wir erinnern uns an die Additionsgesetze fiir Sinus und Kosinus. Fiir a, 8 € R gilt:

o sin(a + 8) = sin(«a) cos(f) + sin(3) cos(a)



o cos(a+ ) = cos(a) cos(f) — sin(«) sin(f)

Damit erhalten wir

D) =TT 5 darh)
_ (cos(a) os( ) — sin(«) sin(S (sm(oz) cos() + sin(p) cos(a)))
sin(a) cos(8) + sin(B) cos(a cos(a) cos(f8) — sin(«) sin(S)

)
)
S O (e B B8
Aus D(0) = (é (1)> erhalten wir:

(é (1)) — D(0) = D(a — a) = D(a)D(~a)
und damit D(a)~! = D(—a).
(b) Wir berechnen
d wt) — d (cos(wt) —sin(wt)) _ (—wsin(wt) —wcos(wt)
dtD( t) dt <sin(wt) cos(wt) ) (wcos(wt) —w sin(wt)>

_ [(weos(wt +7F) —wsin(wt+ F)\ _ T
o (wsin(wt—i— 7)) weos(wt+3%) ) WD(2)D(Wt)

da cos(wt + §) = —sin(wt),sin(wt + §) = cos(w) und weiter
d? d 7r d 9 9
ﬁD(wt) = %(wD(§)D(wt)) = wD(2)dtD(wt) = w*D(m)D(wt) = —w*D(wt).

(¢) Wir erinnern an die Kettenregel (siehe Skript Analysis 1). Wir berechnen nun

2
i10) = Gz (D)ol = 5 (G (D(-0)at) + Di-wt) 3 w(0))

d? d d 42
= 23 (D(=wt)z(t) + 22 (D(=wt)) = (2(t)) + D(=wt) 7 (2(t)).

Wir berechnen zuerst separat

5 @(0) = Z(D@hy(t) = wD(F)D(wt)y(t) + D(wh)i(b).
Weiter
d d ™ d
5 (D(w0) 2 (2(t)) = ~wD(3)D(~wt) 2 (a(1))
= —wD(5)D(=wt) (wD(5) D(wt)y(t) + D(wt)y(t))
= —w?D(m)D(0)y(t) — wD(3)D(0)y(t)
= w?y(t) —wD(3)y(t):
Abschliefflend
d2

@(D(fwt))x(t) = —w?D(—wt)z(t) = —w?y(t).
unter Verwendung von (a) und (b). Nun kombinieren wir zum Schluss die verschiedenen

Schritte. ,

(1) = —Py(1) + 27y (1) ~ wD(5)y(0) + D(~wt) G (w(1)

= D(—wt)z ()—2wD(2) y(t) + w?y(t).



