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Aufgabe 1

a): Wir finden im Skript auf Seite 80:

Satz 1. Es sei (ag))n,ieNo eine Doppelfolge, d.h. eine Folge von Folgen in C. Wir nehmen
an:

1. Fiir alle i € Ny existiere lim,, o ag) in N.
2. Es existiere b > 0, fiir alle i € Ny, mit Yo b)) < 400, so dass fir alle n,i € Ny
gilt: |a] < b@.

Dann existiert lim,, o z;‘)io a® in C, und es gilt
: () — ; (1)
Jim 3o = Jim o O

b): Wir zeigen zuerst ein paar Hilfslemmata. Lemma 1 und Lemma 3 wurden schon in der
Vorlesung gezeigt und sind somit nicht notig fiir eine korrekte Losung

Lemma 1. FEs gilt fir alle x,y € R

r<y=e" <eY (Monotonie)

Beweis: Sei z,y € R mit < y, folglich gilt dann

eY=% = io: M > 1’ (2)

Kl T
k=0

aufgrund von y > x und der Definition der Exponentialfunktion. Mit Satz 3.28 des
Skriptes folgt dann e¥ > e”.

Lemma 2. Seien m € N, z € R mit |z| < m+ 1 gegeben. Es gilt

0 k m—+1 2
Z r < z m T . (Fehlerabschétzung)
il EL=(m+1D)Im+2—=x

Beweis: Dieser erfolgt durch eine kurze Rechnung:

s k m+1 ook m-+1 o k
2w e o e S G
k=m+1 " " k=01=0 T k=0 (3)
M+l 1 s m+2

B (m—|—1)!1—ﬁ+2) S (m+1)m+2—x

Lemma 3. Die Exponentialfunktion ist stetig

Beweis: Es ist zu zeigen, dass

VeeRVeE>0II>0VyeR: |z —y|<d= e —eY|<e (4)



gilt. Seien x € R und € > 0 gegeben. Wir wéhlen 6 = Fzg? < 2.Seiy € Rmit |[y—z| <4
gegeben. Dann folgt fiir den Abstand der Funktionswerte

» g Satz3.28 VL vz ol = (y— )k P L
le® — eY| = efll—eV " =¢ _ZT Sez T ZE
k=1 k=1 k=1
2 2 2 1+ 2e”
Lemma 2 a5 = — %5 — =¢" 5 2‘; =ec.
2_5 2—@ 1+Ee Ee

()
Nun zur Aufgabe. Wir wollen also den Satz der dominierten Konvergenz fiir Reihen mit
o) = exp(—i + Ze~7),i,n € N anwenden. Die Bedingung 1. ist mit der Stetigkeit der
Exponentialfunktion, Satz 3.31c) und Aufgabe T8.4 erfiillt . Wir wéilhlen als Majorante

b = =it (6)

Aufgrund von Lemma 1 reicht es zu sehen, dass der Exponent von b(") gréfer als der

Exponent von ag ) fiir alle i,n € N ist. Nach der Definition der Exponentialfunktion gilt
aber

I3

o (n\k
I S (7

~

woraus dies folgt. Weil die Folge b(¥) auch summierbar ist, gilt auch die zweite Voraus-
setzung des Satzes. Insgesamt gilt damit

=1 k
L 3, Satz 3.31¢) k >
emma 3, Satz 3.31c . _k —
= Zexp (—n—|— lim —e n) 226 " (8)
—1 k—oo N 1
1 io: - 1
= — e =
e e—1
k=0

Aufgabe 2

Essei M CC, f: M — M stetig, z9g € M, z,41 := f(x,), sodass es sein x € M gibt fir
welches lim,, oo z, = x gilt. Weil f stetig ist, ist es nach Satz 3.31c) der Vorlesung auch
folgenstetig. Also gilt

r= = Jim Sl = 7 (o) = 1 () = o) )
O
Aufgabe 3
Lemma 4. Es gilt fir alle Doppelfolgen (an i)nien, C [0,00] und k € Ny
(oo} oo
. < '
2 fof o < a2 on 19



Beweis: Fiir diesen Beweis ist wichtig, dass alle Grenzwerte aufgrund von Satz 3.22 existieren.
Es gilt fiir alle n,k € Ng und L > k

inf a,; < an L. 11
fafans < an .
Also gilt auch
. ] <
VEENVL>FK: Y infan <) ang (12)
n€Ng ne€Ng
und damit auch
i <i .
2 fafene = uf 3 an 1
neNg neNg
O

a): Essei (an k)n,ken, eine Doppelfolge mit Werten in [0, +o0c]. Weil die Folge (inf;~x an. 1) ken,
fiir alle n monoton steigend ist kann Satz 3.24 der Vorlesung angewendet werden. Daher

gilt
Lemmm 4
Z lim mf an, | = hm Z 1nf an; < lim inf Z - (14)

k—ool k—oo I>k
n€Ng neNo n€Np

SchlieBlich kann man bei den Ausdriicken ganz links und ganz rechts limy_, o, inf;~j mit
liminf; ., ersetzen, die Ausdriicke jeweils in k& monoton steigend sind, deshalb der Limes
mit dem Supremum tibereinstimmt und lim infy_, ., = SUDgen, inf;< nach Aufgabe T6.3.

O
b): Es sei (an k)nken, C C eine Doppelfolge, sodass fiur alle n € Ny der Grenzwert b,, =
limg_s o0 Gy 1 in C existiert. Es gilt:
a)

2 _ 3 2 __ . . 2 . . 2

D o= dim fan it =Y hklggflan,k\ < liminf »  [a |
n€Np n&eNp n€Ng n&€Np (15)

= sup 1nf Z lan|* <
k€N 1> nGNo 0 neNg
O
c): — Wir wihlen ay =1+ (—1)F, agy =1-— (—1)* und sonst an,r = 0. Dann gilt:
> liminf a,x = liminf(1+ (—1)%) + liminf(1 — (-1)%) =0 < 2
neN k—o0 k—o0 k—o0
0 . (16)
— lim ] B e _
1kr21£f(1+( DF 41— (=1)k llgngank
n€Ny
— Wir wahlen
8 furn==%k

Onks = {2_" sonst. (17)

Dann gilt einerseits

n€Ng neN, ko0
Andererseits gilt
lim sup Z an k= limsup(2 — 27% + 8) = 10. (19)
k—o0 neN, k—o0

Fiir die erste Gleichheit wurde der grofie Umordnungssatz (Satz 3.27) verwendet.
Also gilt insgesamt die geforderte Ungleichung.



— Fiir die letzte Ungleichung kann wieder das erste Beispiel dieser Teilaufgabe ver-
wendet werden. Dann gilt:

Z limsup a, ; = limsup(l + (—1)*) + limsup(1 — (—1)¥) =4 > 2

neNg k—o0 k—o0 k—o0
(20)
= limsup(1 + (~=1)* + 1 = (=1)*) = limsup >  ans
k—o0 k—o0 neNo

Aufgabe 4

a): Seien (an)neny, 7y 2, ¥y wie in der Aufgabenstellung. Wir betrachten die folgende Reihe
in den erweitert reellen Zahlen. Mit dem grofien Umordnungssatz (Satz 3.27) und weil
fozo anx™ den Konvergenzradius r hat gilt

Z Z (k;—l> lapsiy! 2| = ii (Z) las|[y[* |2 = Z|as|z< ) [

keNg 1eNg s=0 k=0 s=0

=D lasl(lyl + 121)* <

s=0

8

(21)

b): Weil die in Teilaufgabe a) abgeschétzte Reihe konvergiert und die Summanden dieser
Reihe der Absolutbetrag der Summanden von

> byt (22)
k=0

sind, konvergiert auch die Reihe (22). Nachdem dieser Schluss fiir alle y,z € C mit
|z| + |y| < r gilt, hat die als Potenzreihe aufgefasste Reihe (22) mindestens den Konver-
genzradius r — |y|. Mit den gleichen Rechenschritten wie in Teilaufgabe a) folgt dann

Z bzt = Z ar(z +y)*k. (23)

keNy keNy
O
Aufgabe 5
Lemma 5. FEs gilt die folgende Regel fir das Ausmultiplizieren von mehreren Termen
n Tk n
Vn € N Vp S Ng V(ak,j)keN,jeNO cC: H Zak’l = Z H kel - (mult)
k=11=0 Iy €{0,...,r k=t
I, €{0,...r7}

Beweis: Wir Beweisen dieses Lemma tiber Induktion iiber n.

(n=1): Sei (a1,)jen, C Cund r1 € Ny gegeben. Es gilt

1
Hzakz—zau—ZHaklk. (24)
k=1 1=0

11=0 11=0k=1



(n—=n+1): Sein €N, re Ny und (ax;)ren jen, C C gegeben. Nehme an, dass die Induktions-

voraussetzung
n Tk n
[[> a= > Ilaw (V)

k=11=0 e {0,...,m}*!

I, €{0,...7}
gelte. Dann gilt

n+1l rg n T Tn41 Tn41 n T
H E ag,1 = H ag E Apt+1,l,41 = E H Akl | Qn+1,l,41

k=1 1=0 k=11=0

Tn+41 n n+1
1v)
(: Z Z <H a'k,lk) An41,l,41 — Z H A 1, - (25)
In1=01, 6{0 T} Iy €{0,...,m} *=t
ln S {O,’I”n} ln+1 S {0,...T'n+1}
O

a): Sei v € N(()N) und R 3 s > 1. Nach Aufgabe T9.3 konvergiert die Reihe, welche die
Riemannsche Zetafunktion definiert. Es bezeichne jax den Index nach dem v konstant
Null ist. Es gilt

1 a 1y 1 n v —n;s
Y= Y st = X towenn [0

a€eN neNM) neN®m) jEN
Jmax Jmax
_ mult _
= Z Linmyem,} H p; s { H ZP ol
i€ {0,... 0} i=1 j=11=0 )
Mjnax € {O, - 7Ujmax}
B fo[x 1— (UJ+1)S H p (v1+1)5
j=1 1 —-p;° jen 1 Py’
b): Wir wéhlen (v, )yen C N(()N) mit
ufirr <m
Yu,r { 0 sonst. (27)

Wir setzen dann fiir die in Teilaufgabe a) gezeigte Gleichung v,, fiir v ein. Die Gleichung
erhélt dann Gestalt

—(u+1)s

14, mol
> ZM} =11 lp_’pﬁ : (28)
J

neN j=1

Wir nehmen dann den Grenzwert dieser Gleichung, dieser existiert weil die rechte Seite
der Gleichung ein endliches Produkt von Ausdriicken ist deren Grenzwert existiert. Es
folgt

. Linem,,y 11 1
B | )

neN j=1 P



Der Limes vertauscht dann mit der Reihe, weil fiir jedes u € N die Reihe in Gleichung
(29) uniform durch die Reihe ohne Indikatorfunktion beschrénkt ist und diese absolut
summierbar ist. Daher gilt mit dem Satz der dominierten Konvergenz

LI . Linen,, - Lmen,y LneLm)
i R

O

: Fiir diese Teilaufgabe stellen wir fest, dass alle Summanden der rechten Reihe in (30)

monoton in m steigen. Wir kénnen daher den Satz der monotonen Konvergenz anwenden
und erhalten

00 1 m 1 1{ Lo}
- I — 1 nely,
==t I = >
Jj=1 J Jj=1 J neN (31)
1, 1
= Z lim An€lm} _ —.
m—00 ns ns
neN neN



