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Aufgabe 1
Wir behaupten, die Reihe hat Konvergenzradius co. Sei dafiir z € C\{0} und setze a,, := \”/’ﬁ
Wiéhle nun N € N so, dass % < 1 und setze M := \‘/% < 1. Wir beobachten nun, dass fir
n>N
Gnt1 || ||
= <—==M <1,
ay, vn+1 /N

womit die Potenzreihe > a,, nach dem Quotientenkriterium absolut konvergiert.

Aufgabe 2

Sei a € R. Fiir z = 0 ist nichts zu zeigen, sei daher x € C\{0} mit |z| < 1. W&hle N € N grof§

genug, sodass ‘aka < 1(: = 1). Dies mit dem archimedischen Axiom méglich, da 1/|z| > 1.

lo]

Setze weiterhin y := MTH < 1. Sei nun n > N, dann gilt

a\ | _ 2"y 2V 1 T (lat
N :WH|afk|:WH|afk|- 11 — — 1[Izl
" k=0 T k=0 k=N+1
O\ T (et N T el (L(L -
<‘(N>x‘ H |x|< 3 +1><‘<N)x H || 2(|a:| 1)+1
k=N+1 k=N+1
_ a N| . . |$|+1_ a N|_ ,n—=N _ a . N|_ ,n
G0 I () = () o
E=N+1

Doch damit folgt mit dem Majorantenkriterium
3 |() < () | v <o

weswegen die beiden Reihen Y0 | (%)2"| und Y07 (%)2™ konvergieren.

Aufgabe 3

(a) Aus dem Skript: Eine Folge (a,)neny mit Werten in R oder C heifit Cauchyfolge, wenn
gilt
Ve>03dm e Ny Vk>mVIl>m: |ap —a] <e.

(b) Wir definieren

m—r o0

n(m) —— 400 <= VM € R3IK € Ny Vm > K :n(m) > M.

(¢c) Wir definieren

lim b, =c <= Ve>03aNeNyVm>N:|b, —c| <e,

m—r oo

lim a, =¢c <= Ve>03IMeNyVn>M:|b,—c|<e.

n—oo



(d) Nach (i.) und Satz 3.11 ist (an)nen konvergent, es existiert also C 3 a = lim, 00 G-

Wir zeigen nun, dass a = ¢. In einem ersten Schritt finden wir eine Teilfolge von (ay,),
die auch eine Teilfolge von (b,,) ist. Dies wiederum ist moglich, wenn wir eine streng
monoton steigende Teilfolge von (n(m))men finden.
Wir setzen ko = 0 und definieren fiir j > 0 rekursiv kj;1 = min{l > k; : n(l) > n(k;)}.
Da n(-) nach (ii.) unbeschrankt ist, ist die Folge (k;) wohldefiniert und per Definiton
streng monoton steigend. Ebenfalls per Definition gilt des Weiteren n(k;) < n(k;j41) fiir
alle 7 > 0. Definieren wir also die Folge (n'(j)) als n'(j) = n(k;) fir j € No, so ist
(n'(j))jen, eine streng monoton steigende Folge in N. Folglich ist

(iii.)

(an(j))jeNo = (An(ky))jene = (bi;)jen,

eine Teilfolge von (a,) als auch eine Teilfolge von (b,,). Als Teilfolge der konvergenten
Folge (by,) wissen wir mit (iv.), dass a, () 2% ¢. Als Teilfolge der konvergenten Folge

(an) gilt jedoch ebenso ay,(j) I2%, 4 und daher ¢ = lim; o0 @p(j) = a.

Aufgabe 4

(a) Fir n € Ny ist

(an+1_bn+l —an_2\/ an +b \/@ \/7

also folgt zusammen mit ag > by, dass a, > b, fir alle n € Ny. Sei nun n € Ny beliebig.
Dann gilt

an>b

an + by bn<an 2q
Anp4+1 = i i < — = Ap, n+1 vV a V b% = bn
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(b) Zuerst sei erwéhnt, dass sich das Resultat aus T7.2 auf monoton fallende Folgen erweitern
lasst, denn fiir eine monoton fallende Folge (¢, )nen ist (—¢pn)nen monoton steigend. Da
sowohl (a,,) als auch (b,) rnonoton und beschriankt sind, konvergieren beide Folgen in R
und es gibt a,b € R mit a, ——> a,b, —— b. Weiterhin ist a > b: Es ist b = Sup,, ey bn
und da b, < a, fir alle m,n € N ist jedes Folgenglied aus (a, ) eine obere Schranke der

Folge (by,).

Nehme nun also an, a # b und damit a = b+ A fiir ein A > 0. Aufgrund der Konvergenz
der Folge (a,) konnen wir n grofl genug wéhlen, sodass a,, < a + A/2. Doch dann gilt

an+b, a+A/24b 2a—A/2 A
a<apt1 = 5 < B = B =a—z<a,

ein Widerspruch.

Aufgabe 5

Sei z € C mit |z| < min{ry, ro}. Aufgrund der Wahl von z konvergieren sowohl g(z) wie auch
f(z). Wir zeigen, dass h(z) = f(x) - g(x), womit h(x) insbesondere konvergiert. Es ist

f(x) = lim fn(m)? g(‘T) = lim gn(x)7

n—oQ n—oo

mit fo(z) = Yp_oarx®, gn(x) = Yp_,bea®. Mit Satz 3.4 gilt, dass lim, o0 gn () - fn(2)
existiert und gleich g(z) - f(x) ist. Mit T7.4 folgt dann

g(x) - f(x) = Hm fo(z) - gnl _nlgrolozzakbm ka® = lim o (x)

m=0 k=0



mit A (z) = Som_o Sore o arbm—ka”. Die Teilfolge (hon)nen konvergiert also gegen h(z). Da
jedoch f(z) und g(x) auch absolut konvergieren, konvergiert fiir die monoton steigende Fol-
ge hn(z) == Y0 o >0 lakbm—xz®| die Teilfolge (hon)nen und damit die gesamte Folge
(hn)nen. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert dann jedoch auch (hy)neny und es muss
lim,, 00 hn(2) = h(x) = limy, 00 hop(z) gelten.



