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Aufgabe 1

Sei (an)nen beschrankt mit iibereinstimmenden Limes superior und Limes inferior. Wir zeigen
zundchst zwei Lemmata, dann folgt die Hauptaussage mit einer kurzen Rechnung.

Lemma 1. Sei (b,)nen eine Folge, deren Limes inferior existiert, dann gilt

V5>0§|m€NVn>m:likminfbk—bnS(S.
— 00

Beweis des Lemmas: Sei § > 0. Nehme fiir einen Widerspruch an, dass

VYm >0 3In > m :sup inf b, — b, > 0 (1)
gechg

gilt. Man sieht unter Verwendung des Hinweises, dass dies das Gegenteil der zu zeigenden
Aussage ist. Wir definieren die folgende Menge

I'={meN|supinfb. >+by}, (2)
geNCZ.‘]

dann gilt nach der Annahme offenbar, dass diese unendlich viele Elemente hat. Das bedeutet
aber insbesondere, dass

Vd € N : sup inf b. > ¢ + inf b, (3)
geN c>g e>d
gilt, was die Giiltigkeit von
sup inf b, > § + sup inf b, 4
gEII\)I c2g deII\)I exd )

impliziert. Die Ungleichung (4) steht aber offenbar im Widerspruch zu 6 > 0, also gilt das
Lemma.

Lemma 2. Sei (b,)nen eine Folge, deren Limes superior existiert, dann gilt

Vo >03dmeNVn>m:b, —limsupb, <.

k—o0

Beweis des Lemmas: Dieser Beweis geht analog zum letzten. Sei § > 0. Nehme fiir einen
Widerspruch an, dass
VYm >0 3n > m: b, — inf supb, > § (5)
9N c>g
gilt. Man sieht unter Verwendung des Hinweises, dass dies das Gegenteil der zu zeigenden
Aussage ist. Wir definieren die folgende Menge

I:={meN|b, >0+ inf supb.}, (6)
9EN c>g

dann gilt nach der Annahme offenbar, dass diese unendlich viele Elemente hat. Das bedeutet
aber insbesondere, dass

Vd € N: supb, > ¢ + inf sup b, (7)
e>d 9N c>g4
gilt, was die Giiltigkeit von
inf supb, > § + inf supb 8
deN 628 €= geN CZI; ¢ ( )

impliziert. Die Ungleichung (8) steht aber offenbar im Widerspruch zu ¢ > 0, also gilt auch
dieses Lemma.



Nun zur Aufgabe. Wir wollen zeigen, dass die Folge (a,)nen gegen ihren Limesinferior kon-
vergiert. Sei ¢ > (. Verwende die Lemmata 1 und 2 jeweils mit § = § und nenne die beiden in
den Lemmata genannten Variablen m; und msg. Sei N > max{mi, mo}, dann gilt

€
ay — liminfa, = ay — limsupa, = ay — inf supa, < = <e¢ (9)
k— o0 k—00 beN c>b
und .
—(any — liminfag) = liminf ay —ay =supinfa. —ay < = < e. (10)
k—o0 k—o0 beN c>b 2
Damit gilt insgesamt |ay — liminfy_, o ag| < €. O
Aufgabe 2

Sei (an)nen C R definiert wie in der Aufgabenstellung. Wir stellen zunéchst einmal fest, dass

fir allen >1

3
Ap41 — Qp = ganfl + gan — an = _g(an - anfl) (11)

gilt. Hieraus folgt fiir N > 1 (mit einem sehr leichten Induktionsbeweis) die Giiltigkeit von

an = (g)N_l (a1 — ao) + an—1. (12)

Dies impliziert jedoch (wieder mit einem sehr leichten Induktionsbeweis), dass

N-1

axv =3 (?)k (a1 — a0) + ax (13)

k=1

gilt. Da aus der Vorlesung bekannt ist, dass die geometrische Reihe konvergiert und gegen
welchen Wert sie konvergiert ergibt sich, dass die betrachtete Folge konvergiert und zwar

gegen
0o k
2 2 2 1
lim anN = <—> Z (—> (a1 - ao) +a; = (—) 72(0,1 — ao) “+ aq
N-oo 5) =\ 5 5)1—-(-%) (14)
= %(al — ao) —+ ay = ?al —+ ?ao.
Aufgabe 3
Unsere Wahl der Intervallgrenzen ist fir n € N
10™/2 10"v2] + 1
— [10"v2] Aby, = ¢ (15)

i 107 10"
Die rationalen Intervalle enthalten sich, weil fiir alle [ € N, a; < a;41 und b1 < by gilt. Das
kann man so einsehen:

a; < ajy1: Wir zeigen zuerst Monotonie der Gauffklammer. Es gilt
VeeR,VyeR:y>z=|y| > |z] (Mon)

Beweis: Seien z,y € R mit y > = gegeben. Unter Verwendung von Aufgabe H3.2 und
T2.3c) lasst sich folgender Schluss ziehen

y<l|lyl+1
=z<|yl+1
= |z] <|yl+1

Aufgabe T2.3c)
= lz] < ly].

(16)



Auflerdem gilt unter Verwendung der Eigenschaften der Gaulklammer fiir alle n € N
|10"v/2]10 < 10"10V/2, (17)
also mit der Monotonie der Gauklammer auch
[10"v/2]10 = [[10™v/2]10] < [10™10v/2]. (18)
bi+1 < b;: Ebenfalls aufgrund der (in H3.2 gezeigten) Eigenschaften gilt

10'v2 < [10'V2] + 1
=102 < [10'V2]10 4 10
=102 < [10'v2]10 4 10
=[10"1v/2] < |10'v2]10 + 9.

Die gewiinschte Ungleichung erhalten wir dann aus der letzten Zeile von Ungleichung
(19). Es gilt
| 10+1V/2] - 110'v/2]10 +9
1041 — 10141 ’
[1041v2] +1 _ [10'V/2]10 + 10
< (20)
100+1 10!+1 ’
[10'V2]+1

b1 < BT b;.

Es bleibt noch zu zeigen, dass [,y In = () gilt. Wir nehmen fiir einen Widerspruch an, dass
diese Menge nicht leer sei. Sei x € [,y In- Also gilt Vn € N: 2 € I,, und nach Konstruktion
von I, gilt daher auch

VneN:|z—v2[<107", (21)
Das kann aber nur gelten falls © = /2 gilt, was im Widerspruch dazu steht, dass v/2 keine
rationale Zahl ist und daher in keinem der Intervalle ist. O
Aufgabe 4

Sei eine Folge (@ n)m,nen wie in der Aufgabenstellung gegeben.

a): Wir beginnen mit der Existenz von lim,,_, oo im0 Gm,n = limy, o0 by,

Wir zeigen, (b, )nen ist eine Chauchyfolge. Sei also € > 0. Wihle nun M € N so grof}, dass
fir alle n € N, |b, — anrn| < £ gilt (moglich aufgrund der gleichméfigen Konvergenz).
Waihle dann N € N so, dass |ay,; — app| < ¢ fiir alle [,p > N (Konvergenz von apy,).
Dann gilt fir alle [,p > N

3
b0 — bp| < |be — anra| + lanry — anrp| + lanp — byl < ze<e (22)

Wir zeigen nun, dass (lim,,— oo Gm,n)men auch eine Cauchyfolge ist. Sei e > 0 gegeben. Sei
nun k € N so groB, dass fiir alle Q € N,I,p > k : |a;,g —ay,q| < £ erfiillt ist (gleichméfige
Konvergenz im ersten Index). Sei auerdem I,p > k und N € N so grof}, dass sowohl
| limy, o0 @1,n —ay,N| < £, also auch |a, y —limy, o0 apn| < £ gelten. Man kann N immer
so grof} wihlen, weil die Konvergenz im zweiten Index sowohl fiir a, . als auch fiir a;.
ein N;, ein N, liefert fiir welches die erste bzw. zweite der beiden Bedingungen erfiillt
ist. Beide Bedingungen werden dann aber von N := max{N,, N;} erfiillt. Insgesamt gilt
dann

| lim ap— T ay o] < | T o, —an | +la = ap ] 4 lap v — lim a, ] <2 (23)



Es ist noch zu zeigen, dass die Limiten auch tibereinstimmen. Wir fithren erst abkiirzende
Notation ein. Wir definieren
r:= lim lim a.,, ,,
m—00 n—00 ’

y= lim lim a,, und (24)

n—o0 Mm—0o0

Ty i= liM Gy -
n—o0

Sei € > 0. Sei weiter k > 0 so gro}, dass Vn € N,Vm > k : |am,n — by| < g erfiillt ist und
withle aulerdem [ > k so groB, dass |z; —x| < £ gilt. Sei N € N so, dass [by —y| < £ und
|z — a;,n| < £ gilt. Dann ist [by — a;,n| < £ aufgrund von gleichméBiger Konvergenz
automatisch erfiillt. Es gilt dann insgesamt

|z =yl <lz = by|+[bn =yl < |2 —an|+|aN = bn[ + [bx =yl

4 (25)
<l|r—x|+ |z —an| + o,y —bn| + by —y| < FE<€
Es gilt also insgesamt
Ve >0: |z —y| <e, (26)
also stimmen die beiden Limiten {iberein. O

b): Ein Gegenbeispiel ist die Folge (am. n)knen C C, mit

o = (1 - i)k (27)

Fiir diese Folge gilt offenbar

k k
1 1
lim lim (1 — ) = lim 1*=1#0= lim 0= lim lim (1 - > . (28)

k—o00 n—00 n k— o0 n—00 n—00 k—oo n

Aufgabe 5

Wir folgen dem Tipp und finden im Skript die in der Zentraliibung bewiesene Formel (Seite
30, Formeln (23) bis (25)). Es gilt fiir jedes m € N

- B 1
I;k% k=g (m,272) , (29)

wobei f fiir die relevanten Argumente wie folgt definiert ist

1 —m
f(m,0,2> =22

n—1
)i o (2 )

1=0
Es ergibt sich damit also, dass

f <m, 1, ;) =2—(m+2)27" und

(31)

1
f (m, 2, 2) =6 —(m?>+4m+6)2°™
gilt. Um den Grenzwert zu bestimmen (und dessen Existenz sicherzustellen) verwenden wir
die Rechenregeln fiir Limiten und Aufgabe T6.1.

Es gilt insgesamt



(oo}
> k2h = lim (6 — (m® + 4m +6)27™) = 6. (32)
k=0

Aufgabe 6

Seien Folgen (ap,)nen, (bn)nen C C gegeben. Der geforderte Beweis beinhaltet eine kurze Rech-
nung und einen Indexshift. Es gilt

n n n n—1 n
Zak(bk —bp—1) = Zakbk - Z arbr—1 = anby, — aobo + Z apby — Zakbkq
=1 k=1 k=1 k=0 k=1

n—1 n—1
= a,b, — agbo + Z apbe — Z apr1by (33)
k=0 k=0
n—1
= akbk - aobo — Z(akH — ak)bk.
k=0
O

Aufgabe 7

Seien a,b € C™ fiir ein n € N gegeben.

a): Mit der Notation von Aufgabe T4.4 und unter Verwendung von Aufgabe T4.4f ergibt

sich
n—1 n—1 1
— — 7 T o lp
(F(a), F(b)) = > Fla)F(b) = = i an by
=0 k=0 k
1 n—1 n—1 n—1 n—1
_72@2@,24@1% Wil = ZakZand, (34)
k=0 p=0 =0
n—1
= apb.
k=0

O

b): Der Beweis dieser Teilaufgabe verlauft sehr dhnlich zu dem der letzten. Wir verwenden
wieder Notation und Ergebnis von Aufgabe T4.4f und erhalten

SN SUET Ui Sy I x
= i ap%n(spl = qy.
p=0

(35)



