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Aufgabe 1

(a) Aus dem Skript: Eine Folge (an)nen, in C heifit konvergent gegen b € C, wenn

Ve >03ImeNyVn>m:|a, — b <e.

(b) Es gilt
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Wir zeigen nun f — 0, was die Behauptung‘ zeigt. Sei hierfiir € > 0 und wahle (mit
dem Archimedischen Axiom) m € N mit m > 5—2. Dann ist /m > g und damit
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Aufgabe 2

Wir setzen Cy ::]?,2[ und C,, :=] — 1, % —1/n[ fiir n € N. Dann ist (C,)nen, eine Uber-
deckung mit den gesuchten Eigenschaften:

e Per Definition ist C,, fiir jedes n € Ny offen.

o Da 2 —1/n "% ¥2 gilt mit C := |J, oy, Cn, dass [0,1] N C = [0,1]\{*%2} und
insbesondere Q C [0,1] N C.

e Nehme nun an, es gébe eine endliche Menge 7 C Ny, sodass (C}) ez ebenfalls eine
Uberdeckung von Q N[0, 1] ist. Sei m = maxZ. Wahle ¢ := ;- und = = @ 7. Per
Konstruktion gilt dann

(Uec)nu.@ =0
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Da Q dicht in R liegt, enthélt U.(x) jedoch auch rationale Zahlen. Damit kann (C;) ez
keine Uberdeckung von Q N [0, 1] gewesen sein — ein Widerspruch.

Bemerkung: Statt % hétte auch eine beliebige andere irrationale Zahl in [0, 1] gewéhlt werden
konnen.

Aufgabe 3

(a) Wir zeigen zuerst mit Induktion iiber n, dass v/2 € [an, b,] fiir alle n € Ny. Die Aussage
ist klar fiir n = 0, da 1' < 2 < 22. Wir nehmen also an, v/2 € [a,, b,] und unterscheiden
zwei Fille: Falls ¢2 > 2, dann ist ¢, > v/2 und damit v/2 € [a,, ] = [@ni1,bny1] Falls
andererseits c2 < 2, so folgt ¢, < v/2 und damit v/2 € [c,, bn] = [ant1, bnir]-

Es gilt nun noch zu zeigen, dass kein anderes Element in ), cy[an, b,] enthalten ist. Eine

wichtige Beobachtung hierfiir ist, dass sich die Linge des Intervalles in jedem Schritt
halbiert. Es gilt also
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bn — ap = i(bn_l — CLn_1) = 27(()0 — (10) = 27 _>—> 0, (1)



wobei (*) induktiv folgt. Nehme nun an, dass v2 # = € (),cyl@n, bn]. Da [an, b,] per
Konstruktion immer ein Intervall ist, muss dieses Intervall in jedem Schritt sowohl z als
auch /2 enthalten, also mindestens die Linge |z — v/2| besitzen. Dies steht jedoch im
Widerspruch zu (1).

(b) Auch hier hilft die Beobachtung, dass sich die Intervalllinge in jedem Schritt halbiert,

denn es gilt
1

Fir n > 10 ist 2™ > 1000 und damit 27" < 1/1000. Also ist n = 10 hinreichend.
Berechnungen ergeben ao = 181/128 = 1,4140625.

|an — ‘/il < lan — byl

Aufgabe 4

(a) Esist
A% 2 21, /ata w, a
2%, 2, 9 + 2%, \/a Tn+1 \/a n+1
(b) Per Konstruktion ist x,, > 0 fur alle n € Ny, womit A, fiir alle n € Ny als Quotient
eines nichtnegativen und eines positiven Ausdrucks selbst nichtnegativ ist.

Weiterhin gilt
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impliziert. Aus (2) folgt des Weiteren /a < z,,, was mit (a) direkt A,11 < A2/(2\/a)
ergibt. Es sei vermerkt, dass alle Schliisse auch fiir n = 0 gelten, falls Ay > 0.

(¢) Firn > 2 gilt
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da A; ein nur von a und b abhingiger Wert ist.

(d) Mit der Abschétzung aus (b) erhalten wir
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Der letzte Ausdruck ist beschriinkt durch 1076 falls 2" — 1 > 10;%;%6_)1) = 121(1)0;8107 was

fiir n > 4 der Fall ist. Berechnungen ergeben dafiir den Wert x4 = 1,41421356237469.
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Aufgabe 5

(a) Eine Menge M C R heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung (C;);er von M eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.



(b) Sei (Cj)jer eine offene Uberdeckung von M. Dann muss ein k € I existieren, sodass
0 € Ck. Da Cy, offen ist, existiert des Weiteren ein € > 0 mit U.(0) C C. Definiere nun

1 1
M,y :={O}U{’m€N,m>} sowie
m €
1 1
M, :M\Mlz{‘m€N7m<}
m €

Dann gilt M; C U.(0) C Cy, und | M| < oo, es ist also Ms eine Menge, die nur endlich
viele Elemente enthélt. Damit gibt es eine Index-Menge E C I mit |E| = |Ms]|, sodass
(Cj)jek eine (endliche) Uberdeckung von Ms ist, denn: Da M iiberdeckt ist, muss auch
M, tiberdeckt sein und so existiert fiir jedes Element = in M mindestens ein Index j(z),
sodass x € Cj(;). Wir kénnen also E = {j(z) | # € M} wéhlen.

Doch damit ist (C});e(pu{r}) eine endliche Uberdeckung von M, was die Aufgabe 16st.

Aufgabe 6

Wir finden rekursiv eine absteigende Folge (K, )nen (dh. K,+1 C K, fur alle n € N) an
kompakten Mengen, sodass § # K,, C U, fiir alle n € N. Sei ; € Uy und &1 > 0, sodass
Ue, (1) € Uy — dies ist moglich, da Uy nichtleer und offen ist. Definiere nun K := U, jo(1),
dann ist K7 per Definition abgeschlossen, beschréankt und in U; enthalten.

Nehme nun fir n > 1 an, K1 D ... D K, _1 sind schon definiert. Da U,, dicht in R ist, muss

anl N Un 2 Usn_l/Q(‘Tnfl) N Un 7é (Z)

Wihle also z,, als Element aus dem Inneren dieses Schnitts (der Schnitt der zwei offenen
Mengen Uy, ,/2(2n—1) und U, ist wieder offen, womit jeder enthaltene Punkt ein innerer
Punkt ist), was uns die Existenz von &, > 0 garantiert, sodass U, (z,) C K,,—1 N U,. Dann
ist K, := U, j2(2n) wieder eine Menge mit den gewiinschten Eigenschaften.

Mit Korollar 2.19 aus dem Skript gilt nun, dass der Durchschnitt der K, nichtleer ist, also

0# () K C () Un
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was zUu zeigen war.



