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Aufgabe 1

Sei p(m) die zu zeigende Aussage. Wir beweisen (Vm € Ny : ¢(m)) via Induktion.

Induktionsanfang (¢(0) bzw. m =0) Es gilt

0
n 2+0
— =0=2- .

Induktionsvoraussetzung Es sei m € Ny gegeben und es gelte o(m).

Induktionsschritt (¢(m) = p(m+ 1) bzw. m — m + 1) Es gilt
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Aufgabe 2

(a) Schema: Fiir jede Aussage ¢(n) iiber natiirliche Zahlen gilt:

Wenn ¢(0) und ¢(1) gelten, und wenn fir alle n € Ny aus p(n) und (N (n)) die
Aussage p(N(N(n)) folgt, dann gilt fir alle n € Ny die Aussage p(n).

In Formeln:

[QD(O) ANp(l)AVn e Ny : (cp(n) AN o(N(n)) = @(N(N(n)))] = Vn € Ny : ¢(n).

(b) Wir wenden das Schema aus (a) an, um die Aussage ¥(n) = [a,, = n2"] fiir jedes n € Ny
Zu zeigen.

Induktionsanfang (/(0),%(1)) Es gilt

aw=0=0-2", g =2=1-2.
Induktionsvoraussetzung Es sei n € N und es gelte ¢¥(n — 1) A ¢(n).

Induktionsschritt (¢(n — 1) A¢(n) = ¥(n+1)) Es gilt

a1 = 4(an — ano1) = 4(n2" — (n —1)2"1)

=4-2""'2n - (n—1))=2""(n+1).



Aufgabe 3

Die Definitionen aus H1.1 sind

(i) a+0:=a, (ii) a+ N(b) := N(a + b)
(iii) @ - 0 := 0, (iv)a-N(b) :==a-b+a.

Wir starten die Losung mit zwei Beobachtungen.
Lemma 1 (L1). Seien a,b € Nyg. Dann gilt
a+ N(b) = N(a)+b.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber b € Ny. Fiir den Induktionsanfang
(b = 0) beobachten wir, dass

a+NO0) Y Na+0) 2N 2 N) +o.

Als Induktionsvoraussetzung gelte die Aussage also fiir b € Ny. Dann folgt

v (ii)

at+ NN Y Na+ N0) Y NN @) +0) D N@) + Nb),

was zu zeigen war. O
Lemma 2 (L2). Sein € Ny. Dann gilt
n+0=0-+n.

Beweis. Erneut gehen wir induktiv vor. Fiir den Induktionsanfang (n = 0) gilt 04+0 = 0 = 04-0.
Sei also n € N, so sehen wir, dass

No)+ 02 n s NO) Y N+ 0) Y NO+n) @ 0o+ Nw).
O
(a) Wir beweisen die Aussage 1(b) = [Va € Ny : a + b = b+ a] via Induktion iiber b € Ny.
Induktionsanfang (b = 0) Das zu Zeigende ist genau Lemma 2. Gewissermafien

haben wir also eine doppelte Induktion durchgefiihrt, die innere Induktion jedoch mit
Lemma 2 ausgelagert.

Induktionsvoraussetzung Es sei b € Ny und es gelte 1) (b).

Induktionsschritt (b — N(b)) Es gilt
a+NO) Y Na+0) Y No+a) Do+ N@) L NO) +a
was fiir den Induktionsschritt zu zeigen war.
(b) Wir beweisen die Aussage 9(a) = [Vb,c € Ng : (a+b) + ¢ = a + (b + ¢)] via Induktion
iiber a € Ny

Induktionsanfang (¢ =0) Es gilt

(0+b)+c(i)(b+0)+c@b+c@(b+c)+0@0+(b+c).

Induktionsvoraussetzung Es gelte sei a € Ny und es gelte ¥(a).



Induktionsschritt (a« — N(a)) Es gilt

(N(@)+b)+cZ (a+ NOb)+c = a+ (NOB) +c) 2 a+ (b+N(c))

D N+ )Y N(a) + 0+ o).

Bevor wir uns den weiteren Teilaufgaben zuwenden, folgen weitere Beobachtungen.

Lemma 3 (L3). Sein € Ny. Dann gilt
n-0=0=0-n, n-l=n=1-n.

Beweis. Wir beweisen zuerst die erste Aussage via Induktion. Der Anfang (n = 0) ist klar, da
0-0 = 0 nach (iii). Sei also n € Ny und gelten die Identitéten fiir n. Dann folgt

(i), (i)

N(n) -0 g ©

0ol (iv)

n-0+0=0-n+0=0-N(n).

Auch den zweiten Teil beweisen wir iiber Induktion. Der Induktionsanfang n = 0 folgt aus
dem ersten Teil, den wir gerade bewiesen haben. Gelte die Aussage also fiir n € Ny. Dann
1N Y1 n+ 1 Y0+ N0) 2 N +0)

0) @ (i)

ONm) L Nm) +0Q 0+ Nm) Y Nm) -0+ Nm) Y

N(n)- N(0)

Lemma 4 (L4). Seien I,m,n € Ng. Dann gilt
(I+m) - n=1-n+1l-m.

Beweis. Wir beweisen zuerst die erste Aussage via Induktion iiber n € Ny. Fiir den Indukti-
onsanfang (n = 0) beobachten wir, dass

C+m) 02020+ 0W . 04m-o0.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, die Aussage gelte fiir n € Ny und beliebige I, m € Nj.
Dann

Gtm) No) 2 @tm) n+@+m) Y ntm-n)+(1+m)

(

—~
=

D @nt )+ (m-nt+m) i N@m) +m-Nn).

O

(c) Wir beweisen die Aussage ¥(b) = [Va € Ny : a - b= b - a] mittels Induktion {iber b € Ny.
Induktionsanfang (b =0) Esgilt a-0=0"a nach Lemma 3.
Induktionsvoraussetzung Es sei b € Ny und es gelte ¢ (b).

Induktionsschritt (b — N(b)) Wir beobachten
a- N(b) (i:v)a-b—i—agb-a—i—ag’bﬂ—i—N(O)-a
L4 (ii)
= (

b+ NO0)-a @ No+0)-a 2N -a

(d) Wir beweisen die Aussage ¢(a) = [(a-b)-c=a- (b- ¢)] mittels Induktion iiber a € Ny.



Induktionsanfang (a =0) Fiir b,c € Ny gilt

0-5)-c2w-0)-c@0.c 990D p.0.0%0. (b0

—~

Induktionsvoraussetzung Es sei a € Ny und es gelte 1(a).

Induktionsschritt (a« — N(a)) Es gilt

(N(a@)-5) - c2 B -Na)- e (b-at0)

(b-a)-c—&—b-cga-(b-c)—&—b-c
30-(b-¢) +NO)-(b-¢) 2 (a+ N(0)- (b-c)

WO N (@) - (b-e).

1N

=

(e) Fiir a,b,c € Ny gilt

a-(b+c)(:C)(b+c)~aI§lb-a+c-a(:C)a~b+a-c.

Aufgabe 4

Es gelte

[vn: ((Ym <n:p(m)) = ¢(n))] (1)
fiir eine Formel ¢. Wir méchten p(n) fir alle n € Ny folgern. Hierfiir wihlen wir die Formel
als

P(n) = (Ym < n:p(m))
und wenden das Induktionsschema auf ¢ an.
e Es ist 1(0) erfiillt: Wahlen wir in (1) n = 0, so erhalten wir, dass ¢(0) erfiillt ist, womit
auch ¢(0) gilt.

e Des Weiteren folgt fiir beliebiges n auch aus der Giiltigkeit von 1(n) die Giiltigkeit von
Y(n+ 1), denn
(n) = Vm<n:p(m))=Vm<n+1:p(m)) @ p(n+1)

und
((n) Ap(n +1)) = (n+1).

Aus (1) folgt also, dass nach dem Induktionsschema 1 (n) fiir alle n folgt. Dies impliziert jedoch
auch, dass p(n) fir alle n gilt.

Aufgabe 5
(a)
n) =5 (1= (3)mw) =5 62 -1 = (§).
pa) = (1 =) = ()mat)) = 3 (- 2-3(5) )
= élf’ - %H + %k
p3(k) = i (k* — po(k) — 4p1 (k) — 6p2(k)) = i (k4 — k- 4(’3) — 2k + 2k + 6(’;))
1

= Z(/-s4 —2k% + k?).



(b) Wir zeigen die Aussage Via Induktion iiber n. Fiir den Induktionsanfang (n = 0) sehen
wir, dass po(k) = k = l IS ''1. Sei also n € Ny und gelte die Induktionsvoraussetzung

i) = (1 =¥ ("o

=0\ J

fiir alle m < n. Dann folgt

n k—1
" n—+2 .
Pn+1(k) I;/ (k " Z < j ) v

k—1 | n+2
2 .
(kn+2 (n + >l] _ ln+2 o (n + 2)ln+1

lll ].
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k—1
_ ln-&-l.
=0

In (i) wurde das Distributivgesetz zum Vertauschen der Summen verwendet, in (ii) wird
auf vorausschauende Art und Weise eine Null addiert. In Schritt (iii) nutzen wir die
binomische Formel, wihrend in Schritt (iv) umsortiert wird und in der letzten Summe
der Index bei 1 statt bei 0 beginnt, da der Summand fiir [ = 0 keinen Beitrag leistet.
Schliefslich wurde in Schritt (v) ein Index-Shift (eine Substitution des Summationsindex

in Form von m = [ + 1) vorgenommen, sodass sich der Ausdruck in der Klammer als
Null herausstellt.



