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Aufgabe 1

Obwohl diese Aufgabe sehr wichtig fiir die Klausurvorbereitung ist, ist hierfiir nichts abzuge-
ben.

Aufgabe 2

a): Aus der Erklarung lasst sich ablesen, dass die Steigung der Tangente an die Funktion im
Punkt x durch die Kraftkomponenten gegeben ist. Es gilt daher fiir alle = € [zq, z1]

Fy(z) _ Fa(xo)

fle) = =5 = 2R+ L), (1)

Wir verwenden nun fiir L die im Skript angegebene Formel zur bestimmung der Linge
einer Kurve und erhalten

filoy= B0 Bl 2 / NETZOE @)

Dies ist die gewiinschte Gleichung, es ergibt sich also fiir die Konstanten b = %ﬁ“’) und
c= L.
Fy

b): Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt direkt

f'(@) = ey 1+ (f'(2)) (3)
Das ist gleichbedeutend mit der geforderten Gleichung.

¢): Wir fithren die Notation g := f’ ein. Gleichung (3) wird dann zu

g'(x) = ey/1 4 g*(x). (4)

Mit dem gleichen Trick wie in Aufgabe H13.4 erhélt man

9(x) d ©
/ L (5)
g(zo) V1+9g%  Jag

Den Integranden der linken Seite erkennen wir wieder als die Ableitung des Areasinus.
Es gilt daher

arsin g(z) = cx — cxo + arsin g(zg). (6)
1
c

Die gewtlinschte Beziehung ergibt sich mit xo = xy — <arsin g(zg). Insgesamt folgt also

fir f

(&) = 5 coshe(e — 22)) + 1. g



Aufgabe 3

a):

Sei n € Z gegeben. Wir zeigen, dass J, reell ist und dass J_,, = (—1)"J,, gilt. Wir zeigen,
dass J;: = J, gilt, indem wir die Substitution z = m — ¢ durchfithren und anschlieSend
einen Teil des Integranden um 27 verschieben. Letzteres dndert das Integral nicht, weil
der Integrand 2m-periodisch ist. Die Gleichung Vo € R : cos(m — @) = —cosa wird
ebenfalls verwendet. SchliefSlich ist fiir das berechnen der Komplex konjugierten Funktion
J* noch zu beachten, dass die Rechenregeln (momentan auf Seite 40) im Skript gelten,
dass fir alle o, € R : (e +i6)* = a — i und (em)>k = e gelten. Zudem ist
das Integral einer komplex konjugierten Funktion gleich der komplexen Konjugation des
Integrals iiber die Funktion selbst (folgt direkt aus Definition 5.9). Es gilt insgesamt

27T n -7
J*(x) _ 1 / einte—imcos(t)dt _ (_1> / ein(ﬂ—z)eiazcosz(_l)dz
" 2 (—i)™ J, 2w ).

(71)”‘ nm " —1iNnz 1T COS 2 0 —1iNnz 1T COS 2
= ¢ e e dz + e e dz (8)
27T2n 0 P

(71)71 n " —inz 1T Cos 2z o —inz 1T Cos 2z
= o (-1) e e dz + e e dz | = Jp(x).
0 T

Nun zur zweiten Eigenschaft, diesmal substituieren wir z = 27 — t. Hierdurch veréndert
sich der Kosinus nicht, wéhrend sich das Vorzeichen in der ersten Exponentialfunktion
andert. Wir verwenden auflerdem % = —i. Es gilt

1 2r ) in 0 ) )
J_n(a:) — — / enLtezrcos(t)dt — % / e—inzezzcosz(_l)dz
0 27

2w

— n 2m . .
_ ( 1) / e~ inzircosz g, — (—l)an({L‘)
0

2™

(9)

: Seien n € Ny und « € R gegeben. Es gilt

1 1 (izcost)”
Jn — —int ix cos tdt — / —int dt
@) = 3 /0 cc omin J, € ;; k! (10)

Nun wirden wir gerne Reihe und Integral vertauschen, nach dem Skript diirfen wir das
wenn die Reihe gleichméfig in ¢ konvergiert. Das zeigen wir also als néchstes. Sei e > 0
und N € N so grof}, dass sowohl 3(|z|)Y < eN!, als auch N > 3|/ erfiillt sind. Das ist
aufgrund des unendlichen Konvergenzradius der Exponentialfunktion immer moglich.
Dann gilt fur alle m > N und alle ¢ € [0, 27]

. k
Wmtiyme%:i(MMWﬁ<MWWW“m<MMM)

| | |
pors k! Pl k! (m+1)! pors m+1
Emi_i s,
3 3 31-1 27

~3
(11)
wobei die oben angegebenen Schranken sowie |cost| < 1 fiir alle reellen ¢ verwendet
wurde. Fiir die Besselfunktion gilt also

1 > zxcost ad )k T
Jn _ —zm‘ —int ktdt
(z) 27m"/ Z 2m" /0 ¢ o8
k=0 k=0

X k—n .k k 27
_ ¢ ¥ 1 k —int itl _—it(k—1)
_Zgwmﬁzg)ée il it(k=1) gy (12)

k=0 1=0

0o k k oo 2\ 2ptn

k—nT 1 (k) (5)
=3 3 () e = 0
1 9k Z 2l=k+n Z 15!
k=0 kl 2 1=0 ! p=0 (p+n)lp



Die letzte Gleichheit folgt nach einer Fallunterscheidung ob n gerade oder ungerade ist,
eliminieren der inneren Summe und umbenennen der Summationsindizes, weil jeder zwei-
te Summand Null ist. Der Konvergenzradius der Reihe ist unendlich, wie eine einfache
Abschétzung und das Majorantenkriterium mit der in Aufgabe H8.1definierten Reihe
ergeben.

¢): Nach Satz 6.8 des Skriptes sind fiir n € Z und = € R die ersten zwei Ableitungen der
Besselfunktion gegeben durch

/ _Oo 2p+n()2p+n1
Jp(z) = pz:(:)( 1)” 2 (p+n)lp! »
1
T . »(2p+n)2p+n—1) (%)2’”"*2
J!(z) = ;;;(—1) : M

Wir setzen in die Differentialgleichung ein und bemerken, dass wir die Reihen umordnen
diirfen, weil Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzradius immer absolut konvergieren.
Damit ergibt sich

22 I (x) + xJ! (x) + (22 — n?) T, (z)

( )2p+n 2p+n
= P(2 )(2 —1)~2 (2 ~2.
Z (2p+n)(2p+n +n'p'+zo p+n(p+n)!p!
S (5" p )
+.T2 -1 p \2 2 —
pgo( ) (p+n)p Z (p+n)'p!
oo (;)2p+n [eS) (£)2p+n (14)
= ~1)P(2p+n)2p+n—1)~2—0 + —1)P(2p +n) ~2——
> (1 o+ 2
%) (7)2P+n ( )2P+n
_1 p—1 2 _n2
+;( ) (p+n—1lp—1)! " Z (p+n)p!
%) (7)2p+7l
= —1)P~2L _(4p® +4Apn+n? —2p—n+2p+n—4p(n+p) —n?) =0.
> G (n+p)—n?)
O
Aufgabe 4
Gegeben seien a > 0 und eine viermal stetig differenzierbare Funktion f : [—a,a] — R.

a): Nach der Taylorformel mit Lagrange-Darstellung des Restglieds, angewandt auf f und
auf y — [ f(x) dx, gilt

@) = £0) +af O+ 5 70) + % 17(0) / @2 dn, (1)
(7,3
/ f ( )+ f( )+ gf//(O) /// / f//// 1’)4 d:L’, (16)

wobei der Term fo x) dz = 0 nullter Ordnung in der letzten Gleichung gleich wegge-



lassen wurde. Ebenso, wenn wir a durch —a ersetzen:

—a 2 —a 3 —a
f-a) = 10)+ @) + S o)+ C oy L[ ey (a0 e
0
! a'2 1" a3 1" 1 0 "
= f(0) = af'(0) + o £7(0) = - f7(0) + ¢ 9 " (@)(a — |z])? da,
(17)
0 —a
—/_ f(z)dx = ; f(z)dx
—a)? —a)3 a)d —a
= —af(0) + %f’(()) + %f”(O) + ( 24) (0) + i ; f""(x)(—a — )t da
a2 o3 o 0
= —af0)+ 550~ )+ S0 - o [ @) el
(18)

3 3 3
1 4 1 1 1 1 1

B I T R (A7 S e Ll 2p

{+ 33 3]‘”0(0”{2 2 3+3] 1(0)

} E_L_L 3¢ i_i_i Lt aem
+{6+6 3.2 3 2} f(0)+[24 91 3.6 3 6}‘” (0)

i ¢ 1 _ 4 - 0 111 _ 4

g [ £t g [ e lal)tds

_ 0 ey am e e — L [ @) 2 de

36 —a 36 0

[ (Ga= a0 - fyta=1ol)?*) £ @),

also die gesuchte Integraldarstellung des Fehlerterms.

: Zunachst beobachten wir fir —a < z < a:

1 a 1 1
g@— =) = gla=1e)® = Z(a—[e)*Bla—|2]) - da] = = (a —|e)*(a + 3[z]) < 0.

Damit ist der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Integralrechnung auf die Integraldar-
stellung von R(a) anwendbar und liefert: Es existiert £ € [—a, a] mit

R = [ (Ggle=leh = fsla=la)*) s o= 1@ [ (500 - ke = fya—lal?) do

a —a

= 2" (¢) /0 (214(a _ IL‘)4 — %(a - g;)?’) dx (wg. Symmetrie)

0
= —2f””(§)/a (214154 — 1a8t3> dt  (mitt:=a—x)

2.5 18-4 |,
CLS a5 a5
—2"(6) | {35~ 73| = 557"

Bilden wir den Absolutbetrag hiervon und dann das Supremum iiber £ € [—a, al, so folgt
schlielich die gesuchte Fehlerabschétzung

S
ut

|R(a)| < 90 es[up ]\f””(a:)|.



c¢): Fir eine Funktion ¢ : [—%, %} die den Radius des Fasses angibt, ist das Volumen des
Fasses durch

(S

V= 7'('/ g*(z)dx (19)

VB

gegeben. Einsetzen in die in Teilaufgabe a) gefundene Formel, ohne Beriicksichtigung des
Fehlerterms und unter Verwendung von U = 27r fir Umfang und Radius eines Kreises,
ergibt
vV~ L(UQ +4U2 + U?) (20)
247T b m N

Diese Formel wurde wohl von Johannes Keppler gefunden.



